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PEARSON 


А los estudiantes 


Con В esperanza de que este trabajo estimule 
su interés por el análisis estructural y proporcione 
una guía aceptable hacia su comprensión, 


PREFACIO 


El propósitode este bbi es proporcionar alestudiante una presentación 
dara y completa de В teoría y la aplicación del análisis estructural сп 
armaduras, vigas y marcos. En estaobra ж hace énfasis enel desarro 
de la capacidad de los estudiantes para modelar y analizar шы estructu- 
ra, узе proporcionan aplicaciones reales como ls que pueden encon- 
mase еп Ы práctica profa ional. 

Desde hace muchos años юз ingenieros han utilizado métodos matri- 
ciales раға analizar estructuras. Aunque estos métodos зоп de probada 
eficiencia рага realizar un апійзіз estructural d autor opina que los 
estudian es que істеп por primera vez un curso sobre este tema tam- 
bn deben conocer соп profundidad algunos de los métodos сїз 
más importantes. La práctica еп Ін aplicación de esos métodos cimen- 
аі una comprensión más profunda de dos de hs ciencias básicas de 
ingentería: la estática y la mecánica de materiales Inclisive, las habida- 
des para resolver problemas se desarrollan aún más cuendo se conside. 
гап y aplican diversas técnicas de una manera clara yordenada. Al resol. 
ver problemas de ete mudo Es posible captar de ша тест manera la 
forma como se transmiten las cargas através de una estructura y come 
prender con más exactitud la manera еп que la estructurase deforma 
bajo una carga Por último, ls métodos dásicos brindan un mado para 
comprobar los resultados obtenidos a usar ши computadora. en lugar 
de limitarse a confieren los reselados generados. 


Novedades en esta edición 


. Problemas fundamentales. Estos conjuntos de problemas зе 
localizan de forta selecta puto después de los problemas de eje m- 
plo. Ofrecen ados їйїп tes apbicaciónes senglas de los conceptos y 
ра Ж: tanto, 125 proporciónas із opontuidad de desarrollar 5115 hahi- 
Edades pará restiver dificultades aes de tratar de solucionar alguno 
de los problemas típicos que $e presentan más adelante; y puede 
comsderarse ejemplos extendidos, puesto que odos mientan con siti- 
cónés y Dsspuestás Al final del Шэга. Además, $0n Un meko excelente 
perá estudiar antes de log exámenes generales; y también son muy Úi- 
Ез como preparación para €l exemen final ya sa del curso O pars 
oblener зу iuo profemo nal en ingenieria. 

. Revisión del contenido, Cadi wen del texto se revisó cuidado- 
samente раға mejoter su darided, Esto іпсінуе la incorporación, en dl 
сәріпі> 1,de Rs nuevas normas sobre carpas ASCE/SEL 07-10 una 
eplicoción mejorida sobre cómo bazar diagramas de cortante, фа. 
¿ramas de momento у la curva de deflexión de ima estructura, 1а ooi- 
өзімізді del material sobre sirung ша5 que есеп ца momento de 
meras variable, la inclusión de nn andis més profundode la esruc- 
turas que cenian соп artical across internas aplicando análisis matri- 
cal, y la adición de ln око Apéndice B donde se analizan algunas 
de las caracterEticascomilnes para ejecutar el software compatacio пй] 
más recien sobre análisis estructural. 


Расо 


" Cambios en dos ejemplos. Соп el fin de ilustrar de mejormanera 
las aplicaciones prácticas de la teoría, en el textose һап cambiado 
algunos ejemplos, y con ayuda de fotografias se һап aplicado técnicas 
de modelado y análisis de cargassobre estruciuras renales. 

* Fotografías adicionales. La importanca de cotoctr d oben de 
esmdiose refleja en tas aplicaciones al mundo Teal que se Muestran а 
través deuna gran cantidad de fotografías nuevas y actualizadas punto 
con comentarios а lo largo del Libro. 


= Problemas nuevas. Aprorimadamente 70% de los problemas de 
esa сізді son nuevos. Con estosejercicios se mantiene un equilibrio 
entre. las aplicacion es fáciles, las regulares y las difíciles, Fto proble. 
mas han sido revisados tanto por el auiorcomo por oros саип» pa- 
ticipantes: ott Hendricks. Моһға Karim. Nordin Kurt y Kai Beng Yap. 
* Disponción de bs problemas. Para mayorcomodidad en La atg- 
nación de tareas, los problemas se ban distribuido а lo lego del texto 
ensecciones bien definidascom problemas ¡lustrativos de ejemplo y ца 
conjunto de problemas de інген dispuestos en orden de Фама cre- 
гиме. 


Organización y enfoque 


El contenido de cada capitulo está organizado en secciones сол lemas 
espediicos, clasificados por sublindos. Los razonemientos relevantes 
зіме Una teoría particular зоп breves pero completos. En la mayoría de 
ls casos despuésde estos razonamientos se presenta ила guía del*pro- 
cedimiento de análisis”. la cual proporcionsun resumen de los comcep- 
їз más importantes y un enfoque sistemático para із aplicación de la 
teoría Los problemas de ejemplo se resuelven mando este meando 
esquematizado con el fin de hacer másclara s aplicación mamérica. Los 
problemas se pre sentan al final de cada prope де secciones y están orga 
nizados para cubrir el material en orden secuencial. Además para cada 
melos problemasestán dispuestos en orden de dificultad creciente. 


Elementos importantes 


= Fotografias. А lo lago del libro se otiliza una gran cantidad de 
fotografías para explicar cómo se aplican los principios del análisis 
estructural en situaciones del mundo real. 

• Problemas En В mayoría de los problemas del жо se presentan 
situaciones reales que puede encontrarse en la práctica. Este realismo 
debería estimular el interés de losestudiantes en el análisis estructural 
y desarrollar 31 babitidad pará reducir los problemas de este бро 
desde зі descripción fiica basta un modelo о representación simbóli- 
са а la cial pueda aplicarse la teoría correspoodiente. En este го hay 
аш balance de problemas en los que se utilizanunidades del Sistema 
Internacional] (metro-kitogramo-segundo) y del Siema Inglés (pie- 
ibra-segundo) con ѓа intención de poner а prueba b habilidad del 
esudiante pará aplicar la teoría temiendo en cuenta que los problemas 


que requieren cálculos tediosos se pueden relegar в un anábids por 
compuladora. 

“ Керш a problemas, seleccionados. Las respuestas А los 
problemas selecciónados aparecen ай final del libro, Hemos temdocui- 
байо especial еп su presentación у s0hición, todos han $do recados, 
y as sebliciones comprobadas y venibcadas qua y otra Yez pam parar 
trar su claridad y precisión mimérica, 

= Problemas de ejemplo. Todos los problemas de ejemplose pre- 
sentan de manera comcisa y con un estdo fácil de entender. 

" hustraciónes. Hemos aumentado la cantidad de figuras Hustrati- 
vase ilusiraciones reales que proporcionan unè fuerte conexión con la 
naturaleza tridimensional de la ingeniería estructurni, 

“Терін comprobación de la exactrtud Estaedición ha paradopor 
una rigurosa comprobación de al exactitud y una profunda revisión de 
hs pruebas de imprenta. Además de la revistón que realizó el autor 
sobre el texto yl as ihesiraciones Sett Hendriks, del Instituto Políócnico 
de Virginia: Karim Майга de la Universidad del Sus de Fiorida, y Kurt 
Norlin, de Laurel Technical Services, revisaron de nuevo las pruebas 
de imprenta y en conjunta mspeocionaran bdo d Manuel de solio- 
nes para el profesor. 


Contenido 


Ese Вто exá dividido en tres panes, La primera conan de siete capitu- 
ке que abarcan los métodos clásicos del айныб de estructuras estática 
mee determinadas. El pido | presenta los dstiotos tipos de formas 
estructurales y cargas El сарі 2 analiza la determinación de Merzas 
ға los soportes y conexiones de vigas y marcos Cstáticamente determi- 
mdos El análisis de los distintos tipos de armaduras estáicamente 
determinodasse presenta en el capítido >en tanto que hs funciones y 
los diagramas de cortante y de momento de flexión en vigas y macos se 
estudian еп el capítulo 4 Ел сі capitulo 5 veremos Jos sistemas simples 
de cable y arca, y en el capítulo 6se estudian las líneas de influencia рага 
vigas, tensores y armaduras. Por úhimo, сі capítulo 7 ofrece varias técni 
саз comunes раға el análisis aproximado de estructuras estáfticamente 
indeterminadas. 

La segunda parte del libro cubre en 6 capítulos las estructuras estática- 
mente indeterminadas. En a capítulo 8 se analizan los métodos peomé- 
bricos para а cálculo de deflexioues. En el capétulo © se estudian 395 
métodos de energía рага encontrar deflexciónes. El capítulo 0 hareun 
anñkss de las estructlicas estítcamende indeteruunadís mediante el 
modo de [а fuerza, además de un estuco de hs lineas de infhiencia 
pam vigas. En el capítlo 1 estudiaremos los métodos de desplazamiento 
que зе componen del mérodo de pendiente deflexión, y en сі сарша 12 
утен ја distribución de momentos. Por último, el capitulo 13 ofrece 
un panorama de las vigas y marcos de elementos no prismáticos. 


РиағасО 
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La tercera parte del lbro trata el análisis matricial de estructuras apti- 
само d método de la rigidez. Las armadi их se exeminan en el capitu- 
lo М las vigas en el 15 y los marcos en а 16. En d apéndice А зе hace 
un repaso del álgebra matricial, mientras que el apéndice В proporciona 
una guía genera] para el uso del software disponible para la resolución 
de problemas de an diss estructural 


Recursos para los profesores (en inglés) 


" Машай de stoludoras par el profero. El autor preparó un 
manual de soluciones pera el profeso, el cual también Ше revisado 
como parte del progra ma de Ігіріс comprobación de exaciltud. 

. Presentaciones өл Ромо. Todas bs ilustraciones del Его 
enin deponibles en diapositivas de PowerPoint y en formato JPEG. 
Egos archivos están diponibles еп el cerro de tecursos рага el pro- 
Бос еп »wwpeatsonenespañol.coo'hibbeler. Contacte а su repre 
sentante юса! de Pearson para obteners us daves de accesa, 

" Soludones en video Sonsolucianes en video con desaipciones 
paso a paso para resolver bosproblemas de tarea más representatl vos 
de cada sección del libro. Utilice eficientemente 185 homs de clase y 
ofrezca asus estudiantes los métodos completos y соповоз para reso- 
ver problemas con estos меса, a los cuales pueden tener acceso еп 
cualquier momento y estudiar asu propio Timo, Los videos están 
diseñados comoun recurso Пехіне que puede usarye cada vezque el 
profesor y el estudiante lo reginera п, Son una herramienta muy valbo- 
sa уй que puede verlos una y ота vez para мейі сас su comprensión y 
trabagar соп algún problema siguiendo 105 pasos del video, Este mate- 
ral se encuentra еп www pearsonenespañolcomMhibbeler, sigmendo 
los vínculos de rucail Analy hata Video Solutions. 
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ANÁLISIS 
ESTRUCTURAL 


la exraciura (el contraventeo) con parón de diamante (refuerzo cruzado) 
intaloda en eos edificios de fan altura se ctiliza pura resistir las cars 
се Есізе al wen to. 


Tipos de estructuras 
y Cargas 


Este capítulo conttna un estudio de algunos de los aspectos prelimi- 
геге del análisis estructural. Primero sa presentan les м6 песерегізз 
para construir una estuctura, después 4e hace una Introducción alos 
tipos básicos de estucturas, 35 Componentes y soportes, y por Úl- 
timo, = plopordona una explicación breve de los distintos tipos de 
cargas q ue deben considerarsepara un análisis y diseño apropiados. 


1.1 Introducción 


Una estructura se refiere a un sistema de partes conectadas que se utiliza 
рагазоролат una carga. Entre dos ejemplos más importantes relaciona- 
dos con la ingeniería civil están los edificios, los puentes y Es tones еп 
otras ramas de la ingenieria puede бесте que зоп importantes las cs- 
tructuras de barcos y aviones, ls linques, los recipientes A presión, los 
sstemas mecánicos, у As estructuras de soporte de líneas eléctricas tarm- 
баба зол inmponiantes, 

Cuando se diseña опа etchea para que desempeñe Una función ёз- 
pecifica para а uso público, mpentero debe considerar su seguridad. 
estética y facilidad de mantenimiento, y а la vez tener presentes Las 
timitantes económicas y ambientales. A menudo esto requiere arios 
estos independientes sobre las diferentes soluciones posibles ant es de 
tomar uma determinación Гапа! sobre cuál es la forma estructural más 
adecuada Este proceso de diseño es tanto creativo сото técnico y re 
quiere un conocimiento fundamental de las propiedades de los materiales 
y de las leyes de la mecánica que Tigen la respuesta de los materiales. 
Uns vz propuesta el diseño preliminar de una estructurE, ésta debe 
алайтағзерага asegurar que iene la rigidez y la fuerza necesarias. Рага 
analizar adecuadamente una estructura deben hacerse elgunas idealiza- 
ciones sobre cómo se conedan y apoyan bos elementos entre sí. las càr- 
gas 56 determiñan а potir de códigos yespecificacion]s locales, entras 
que bas fuerzas еп los elementos y sas desplazamientos зе emcuentran 
aplicado la teoría del айды tructiral, que 25 el obje de esiudi de 
ese tato. Los resultados de ete análisis pueden emplearse раға redise- 
баг la estructira, lo que amplica una determinación más precisa del peso 
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El yed tamaño de tos elementos. Por 6 tanio.el diseñoestnicioral proviene 
de una serie de aproximacionessucesivas en las que cada cido requiere 
un análisis estructural. Еп ege libro, el análisis estructural se aptica aes- 
mug uras vinculadas соп la ingentería civil, sin embargo, d método de 
análiss descro también puede seguirse en el caso de esrucluras rela» 
cionadas соп otros campos de la ingeniería. 


1.2 Clasificación de estructuras 


Риа un mpenjero estructural es importante reconocer los disimtos Upos 
de cementos que componen una estruclura, yser capaz de clasificar las 
estructuras de acuerdo con su forma y función, En este punto $e presen- 
tario algunos de los aspectos mencionados y posteriormente, en el mo- 
mento adecuado а lo largo del істрә,56 profundiz ará en elos. 


Elementos estructurales. Algunos de los elementos más comu- 
nes de los cuales están compuestas las estra pras son los siguientes. 


ий» herra Tensoras. Los elementos estructurales someñdos a una erza de 
tensión Melen denominarse tensores Opurtales, Debido а la naturaleza 
de La carga descriestos elementos Lienden a ser delgados y suelen abe- 
i prse a parta de varillas Darras, ingulos o canales, figura 1-1. 
(1 Vigas. — Parlo general. las vigasson elementos rectos hortrontalesque 

Шөрніс папы зе ша principalmente parasoportar cargas verticales, Con frecuencia 56 
dash según la ioma en que están apoyadas, como 56 ша en la F 
аша 1-2, En perticular, cuando la segión transversal de la viga varía, 
St se conoce гонку vaa alada o estechada Las secciones transvers4 
les de Las vigas también pueden "comstruirse” añadiendo placis en 915 
Iartarra partes siperior ё ін егіні. 

Las vigas se diseñan еп principio рага resistir momentos de Пехияу, 
anembarpo,si una viga €s та y soporta grandes сагал, la зета cor 
tante imerna puede llegar a ser Бачаме grande y regir el diseño de la 
viga. Cuando el material utilizado раға Una viga es un metal como dl 


$ acero осі aluminio,la sección transversal resulta máseñacientesi бепе la 
forma que $e muestra еп la figura 4-3. Aquí, las fuerzas desarrolladas еп 


vipa plenas apoyó» las шат (patines) supertor e inferior de la viga forman dl par necesario 

que se шка para resistir el momento M aplicado, mientrasque elalma es 

--------- e асет al resist la Fuerra cortante Y aplicada, Esta sección trarmersal se 
тіраеп voladizo conoce cominmente como "ala ancha”, Го H, y suele iormarse como Una 


жаа unidad en una laminado racon longitudes de hasia 75 pres (23 ш).Бі 

se requieren longitudes más cortas se puede seleccionar une Sección cú- 

і mka cm жас ahiisadas fo paties estrechados). 8 65 nesar que la 

ыыы аа viga tenga un claro muy amplio y las cargas aplicadas son bastame gran- 

des, la scodón transversali puede tomar la forma de una rabe armada 

A тг АА ты н Exe elementose isbrica utilizando una placa grande раға el аіта, а la 
cual para (ormar hs alasse le sueldano fijan ооп реток pads еп los ех. 
ы remos. La mabe suele transportarse alcampoensegmentos y éstosse di. 
Fama 1-2 зеп para empalmarse о unirse entre S en dos puntos donde la trabe 
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Figura 1-3 


soporta ln Momento inteno pequeño. (Vea la fotografía еп la parte in- 
kenorde еца página), 

Por lo general, las vigas de concreto benen seccones irang versales rec- 
tadgulares porque esta forma es бй de construir directamente en dl 
campo. Como гі concreto es basenie дӨлі en cuantos su resistencia а la 
kosin se colocan varillasde acero de герете dentro de la viga €n las 
regiones de la sección transversal sometdas a tensión, Гэ mismo modo, 
Es vigas О бабе de concreto prefibricidas pueden construrseen un la 
Ber 0 fábrica para después str tramportedes al lugar de trabajo. 

Las vigas de madera pueden obtenerse de una pieza $ó5da de madera 
«атла ате. Las vigas laminadas e miyen com Secciones ainis de 
madera unidas enire Я mediante adhesivos de ala respitencia, 


En cata Eta раба зе тамып Ша juntas 
de pla ca eph Tia q ec UAT Ed 
menleparaconec сағын irabesde acero cn 
JN puente тебес. 


т" 


ИИ" 


Ester imbes de concreto ролі м тәсі» еніп 
umplemente apoyadas y ъс сөзрісеп сп un 
puentecarrelcro, 


El acero de refiverzo que se «імегүн ш de- 
recha с izquierda sc utiliza ратагевініт oud- 
quier іспікіп que pudiera o шс сп шь 
уф de concreto queso Moresarán а ки alre - 
daka 


Гарітшіо 1 


Tilos ГЕ ESTAUCTURAS Y CARGAS 


Los imen de АШ anchy зшгісі 
Шығыс como coimas, La fotogadía 
paea un ejemplo de una оспан de 
viga {afic roccompreos кў, 


Columnas. 1% elementosque generalmente son verticales y resisten 
cargas de compresión ала! se conocen como columnas, Башга 1-4. Las 
maies transversales tubulares y de ala andia se suelen utikzar рага 
columnas de metal, y ls secúones transversales circulares y cuadradas, 
шоп уағШаз de reflierzo, $e utilizan рага las columnas de concreto. En 
ocisiones, Вк columars están sujetas simultáneamente в ха саска axial 
ya ш momento de flexióm,comose muestra en la igura 14, Egos ele- 
mentos se denominan colera de viga, 


Tipos de estructuras. 1а combinación de los elementos estructu- 
res y los materiales de queestán реб se conoce Comosisiema estruc 
trai. Cada sistema esté construido con uno o más de bos cuatro fpos 
básicos de estructuras, Si зе dasifican por la complejidad desu análisis de 
fuerzas, los hpos bésicos de estructuras эол los siguientes. 


Armaduras. Cuando se requiere que el daro de una estructura з 
grande y w profundidad o peralte,no ез оп criterio importante раға dl 
diseños puede elegir una armadura. Las ermedieras consisten en сіс- 
mentos delgados, por lo general colocsdos en foma triangular. Las ar 
moduras planas se componen de elementos ubicados en el mismo plano 
үзе ulgizan раа el soporte de puentes y techos, ёп tanto que las ama- 
(ғыз espaciales егет elementos que $e extendeo ёп Кез dimensiones 
ysonadecuadas para prias y torres 

Debido а la disposición geométrica de sus elementos, las cargas que 
han cue toda la armadura se deforme se convierten en berzas de ten- 
són o compresióneo los elementos. En comectóncia, ima de las prifici- 
paes ventajas de ша armadura en comparación соп Una мда е que 
шта menos malerial para soportar una carga determinada, figura 1-5. 
Además, una armadura 5e сопяігиуе a partir de elementos brgos y deiga- 
dosque pueden colocarse de varias maneras раға <орспаг una carga: La 
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lascar қаз provocan la lein de una 


МАТУА) теа боа сорады, 
ішегінен 


Hap гь ES 


mayoria de las veces resita económicamente factible usar una arms 
dura para cube claros que van desde 30 pres (9 metros) hasta 400 pies 
(122 m} ждне еп ocasionesse han empleado armaduras para cubrir 
dats de mayor loagitud. 


Cables y arcos. Otras dos lemas de minucia que se usa раға cubrir 
distancias Largas som dl cable y elgrco. Porc lo general loscables son безь 
Іше, soportan carpas en tensión үзе utilizan como soporteen puentes, Б. 
jura 1-68, y en techosde edificios, Cuandose usa рага estos Бпеҳ еї cable 
беле упа ventaja sobre Ы viga уін armadura en particular рага dàr mp- 
yores a 150 pies (46 metros). Dado que loscables sempre estin en tensión, 
по зе volverán mesiables пізе сораг de manernsúbita como puede s- 
ceder con las vigas о hs armaduras. Además, laarmadura tequeriría costus 
adición ales para su construcción y un peralte mayor conforme sumente el 
daro, Porotre lado, el шо de cables 500 está imitado рос 90 colgamientio, 
зак peso y dos métodos de anchje que зе empleen. 

Енесо bga ви гезіменсін en compresión, puestoque tiene una curva- 
та inversa а lá del cable, Sin embargo. el асо debe $0 rido а ба de 
mantener su forma, о que se traduce en cargas secundarias que imvoluc- 
гип fuerzas cortantes у de monento, que deben considerarse епш d- 
seño Los arcos $e илап en езітікіштаз pera puentes, figura 1-6h echos 
de cópula y aberturas en muros de mamposterih 


Los кшн ES қы en le nión. Los ean spottan ми Supo sscompresidn 


Figura 1-6 
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La fotografía mueira ип ejompio de marco 
de кетсе дис sc usa pam sico! el mel de 
una pri Se supone que el тагсоеий unido 
a A de еді у иЄ 
Laden lesa porros. 


rigala LAPEN 


Loslemtatosdelmarocaán 
acidos a Carpas internas зіла, 
poranny y deem (қу. 


“аз кіжсшіміа 


аша 1-7 


Marcos. Los mires se suelen usar en edificios Y están compuestos 
por vigas y columnas conectadas ripidamente o mediante articulaciones, 
буша 1-7.А? igual que las yigas hos marcosse ез tienodenendoso tres di- 
mensiones. La carga eo marcoocaso па feign de 925 elemendos;y si 
ene comexiones de unión rígidas, por lo general esta ебігісішта es “inde- 
terminada” desde el punto de vista analítico. La resistenciade un Marco 
de este tipo sederiva de las mieracciones de momento entre Lis vigas y 
las columnas еп las Uniones Cágicdas. 


Estructuras superficiales. Uma estructura superficial está becha de 
un majerial que бепе un espesor my pequeño en comparación con sus 
otras dimensiones. Se des llama temo estriscturas cuando сі material ез 
muy flexible y puede tomar la forma de una tenda de campaña ашпа es- 
tructura inleda сон вте. En ambos casos е] material actúa como una 
membrana que 10 somete a tensión pura 

Las estisciuras super ciales también pueden estar hechas de un mat- 
rial rigido coma el concreto refurzado. En taes chos pueden tener la 
brma de placas plegadas, cilindros o paraboloides hiperbólicos, y reciben 
el nombre de placas delgadas о ersscorones. Estas estructuras асап 
como cables О Arcos, puesto que soporta cargas sobre todo ёп tensión 
O compresión, y experimentan muy poca flexión, No obstante, las estruc- 
turas de placa с cascarón juelen ser muy dificiles de analizar, debido а la 
geometría tridimensional desu зорею. Un análisis de este lipose en- 
cuentra fuera del alcance del presette lexto;sin embargo, existen Libros 
dedicados por completo в ese tema. 


El poso del "Domo de Georg” en АШПА. 
Сағд, pardo гоп: ¿omo una E- 
branadelgada. 


1.3 Cargas 


Lina vez que se han definido los requisitos diinensioneles pam una es- 
tructura, es pecesario determinar las cagas que debe soportar la estruc- 
tura. La anticipación de las diferentes cargas que se impondrán a una 
estructurasuele proporcionarel tipo básico de estructura que se elegirá 
para el diseño. Por ejemplo, ds estructuras ouy akas deben soportar 
pades Гоеглаз laterales causadas por a viento y entoncesse seleooo- 
пап paredes рагассьгіппіе y sistemas de marco tubuiar.en tanto que los 
ediécios ubicados m ғогаз propensas а Lerremotos deben diseñarse 
соп marcos y conexiones {її ез. 

Ша vez determinada la forma estructural.el diseño real comienza con 
los elementos que cesión sujetos a las capas primarias que debe soporiar 
la estructora y procede en orden secuenciala los distintos elementos de 
apoyo hasa alcanzar el cimiento о base, Рог lo tanto, en un ес pri- 
mero se diseñaria h losa de cada piso, después las vigas de soporte, las 
сойшппаз y por último. los cimientos. De modo que para diseñar ига 
estuciuna es necesarioespecif icar primero las cargas que actúen en ella, 

La carga de diseño deuna estructura suele estar especificada еп cú- 
digos. En general,el ingeniero estructuralista trabaja con dos броѕ de 
códigos: los códigos generales de construcción y los códigos de diseño. 
Los одот generales de constricción espe с сар los requisitosde los ar- 
ganismos gubernamentales para las cargas mínimas de diseño en las es- 
tructuras y las normas minimas pea Ін construcción. Los códigos de 
diseño proporcionan normas técnicas detalladas үзе ubilizan para este 
есет los requisitos en el diseño real de estructuras. Еп la tabla 14 se 
enuncian algunos de los códigosmás importames quese aplican еп la 
práctica. Sin embergo.debe tenerseen cuenta que 105 códigos proporcio- 
пап sólo una guíe general раға el diseño. Lo responsabilidad definitivo 
del diseño recae enel ingeniero estrieciunalis! а. 


TABLA 1-1 Cécligos 


Cód poasde crraimeción peaerakes (eo Estados Unidos) 


Minimum Deng Loadsfor Выз and Other Siruchuraa 
АЗСЕЛЕГ 7-10( Car gado diseño mínimas раға edificios уота 
estructuras ASCE/SEL 7-10), American Society оС Блазе. 

ino табапа/ Building Code (Código m te mac lona] de cont trucción ). 


Código de Debo 


Building Code Requirements for Reinforced Concrete (Сайқал de requeri- 
mentos de construcción pana суйлей reborzado), Am. Conc. [тищ (АСТ, 

Mamcalof Seel Consirucion {Manual de construcción en acero ), American 
кїн: Of сее Coumstruction(A 150), 

Sendord Арес сайх for Highway Bridges [Especificaciones estándar para 

carreteros), American Añocianon al Sus Highway шиі 
Жаларопайоп Ofíicials (AASHTO). 

Мніотпај Designs pecifications for WoodConrrucion (Especificación 
паста! de diseño рага 14 cominicción en madera), American Forest and 
Paper Association (АРРА), 

Малыш for Roliway F.mplreering (Mimual de ingeniería ferroviaria), 
Ameca Railway Engineering Association (ARIZA). 
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Capitulo 1 


TIPOS ГЕ ESTAUETURAS Y CARGAS 


Dado que рог іо comúnuna estructura está sometida в varios pos de 
cargas a contimuaciónse presentará un breve análisis deest as cargas рага 
idestrar la manera ел que deben considerarse sus efectos en la práctica 


Cargas muertas. 1.5 cogos muertasson los pesos de los diversos 
elementos estructurales y dos pesos de lodos los objetos que están mni- 
dosde manera permanente alaestruciura.Por lo tanto, hs cargas muer- 
tas de un edificio son el peso de las columnas, vigas y babes, la losa del 
piso, el techo, paredes, ventanas, fontanería, instalaciones eléctricas y 
и aocesoros diversos. 

En algunos <8505, una carga muerta exructural puede estimarse de 
manera satisfactoria а partir de fórmulas sencillas breadas еп 105 pesos y 
tamaños de estruciurassimilares, A través de la experiencia también es 
posible obiener una “spreciación” de la гьарп de egas cargas. Por 
ejemplo, el peso medio de los edificios de madera es de 40 a ЯНЫЬР: 
(19 а 24 kNim?), раға los edificios con estruciura de acero es de 60а 75 
lb'pic?(2.9a 36 kN/m3) y рага losedificiondeconcreto reforzado езде 
ПО a 130 ріс" (53 а 62 kN/m’) Sin embargo, una vez que se han de- 
terrninado los materiales y los tumaños de los componentes de la estruc- 
tura,se pueden encontrar sus pesos а partir de tablas que oueslran sus 
densidades. 

En la tabla 1-2se enuncian lasdensichadesde los materiales q ue sesue- 
Еп usaren la construcción, y en la tabla 13 puede observarse una parte 


TABLA 1-2 —Densidades minimas para Cargas 


de diseño de distintos materiales” 


АһМтїпк> 170 267 
Concreto concreto simple 1E 17.0 
Concreto, pedra simple мА 226 
Concteto, concreto reforzado П! 174 
Concreto, piedrareloriida 5] 216 
Arcilla,soca 63 99 
Arcilla, húmeda 107 173 
ATENA y grāvi seca, FUE (а ік 157 


Arena Y areva, húmeda үй 
MarmmposterÍa, concreto shido bearn КІ5 
Mampcsteria, peso oral 1% 
Madera contrachapida En А? 
Acero, estirado en ігіһ 492 
Madera, bado Гоца м 
Mader á,pinodel sur 37 
Madera. pinoabeta 29 45 


“Норт ін mon permiso de la ¿aserto Society al Ch Р тодо гъ, МГ тын 
Dage oad for Build ja алы шыт Sra АБСЕ B 17-10 /Гатры de 
(шыла типы para edificios y atras raans ASCESEITID) Por тајга 
coplas dee tdi бы ALEA moili al Ms ығы гай түсе (тір. 


TABLA 1-3 Cargas muertas minimas de diseño” 


айта: de arcilla, 4 puig (102 mm) ә 187 
isdrillo de arcilla,8 pulg (203 mm) ә 358 
18. 551 


_ аго de arcilla, 12 pulg (505 пып) 1 
Parrich ines y muros de тал red 


Muros de entramado exterior опа evestimie піс de ladrillo АҢ 2% 
Ventanas vidrio marco yboja В 
Entramador de makr ade? х4ршщ (11 х Mmm) 


nen yesar 4 91% 
Entrando de пикіспісіз 2 х 4ршщ (51 Ж om) 

ayasi de un lado {2 т” 
Ештай adorde mèderade 2 х 4ршді51х 102 шап) 

стр СК por los dos ediy 2р am 
Relleno de pito 
Concreto de cemecto, por pulgada (mu) 9 0.017 
Concreto gero, simple, por pulgada (mm) 8 0.115 
Coneretode piedra, par pulgada( пап) 12 0.023 
Techos 
Lámina de fibra cúicc і 3.06 
Y esosobremosalos 0 concreto 4 ам 
Malla de maal аштретийда yyesorevocado Lg іМЗ 
Tejas de мініс 2 ло 
Lámina de бога, Ípula(13 mu) 075 Фо 


“орғарыміы compermizo de ші жағ сан Social СЙ Dos Ырытым Dayn ілі 
ыл үз шы Сне Жый, АЗГЕЛБІ T- Ц (Суг de dpto alan рөл сафар y Ф 
ohea, ASCEAE 17 40). 


del listado del peso de los compone пісе de construcción ¡Más comunes. 
Aunque el cálculo de bs cargas muertas con base еп el uso de ditos te 
buúlados es bastante sencillo, debe tenerse еп cuenta que сп mhos аз 
pedos estas cargas deben estimarse еп la fase inicial del diseño, Estas 
estimaciones incluyen materiabes no estructurales como los paneles de 
fachada prefabricados, los sistemas cléctricos y de fontanería, etcétera. 
Inclusosi A material está especificadolos pesos unitarios de los clenen- 
tos reportados en los códigos pueden variar respecto de los Саз del la 
bricante, y el 1190 posterior del edibcio puede incor algunos cambios en 
hrarga nuerta, En consecuencia, ls estimaciones de las cargas muertas 
pueden ener 10 егіпг de 15 а 20% q mis 

Normalmente la carga mierna һы es тшу grande еп comparación con 
їп carga de diseño en estructuras simples, como ша viga о ип mamo de 
una sía plana; $n embargo, para edificios con varios pisos, ех impor 
tarte considerar пах Jas cargas muertas д бп de diseñar correctamente 
tas cokimaas, еп especial рага los pisos inferiores. 
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EMPLO ИЯ 


La car ga viv g potee А pisa de estes мл de 
кез. күміс ре ratos орсо іо, Іші gillen y 
el equipo de шын вісти. Par q el diseño, la 
Morza AGE 7,17) алғы. [Нишли салда ди. 
ӛлі а 192 kN”. 


La viga de pisoquese muestraco la бга 14 se utiliza para soportar 
una losa de concreto ligero simple соп б pies de ancho y un espesor de 
4 puk. La losa sirve comouna parte del techo de la planta de abejo, 
por lo que a parte inferior está cubierta соп yeso. Además. un muro de 
inbiques de concreta ligero sóbdodek pies de aHura y І2рше de espesor. 
se encuentra directamente sobre el ala superorde Н viga. Delermine la 
cargacr la vga medida por cada pie de longitud de la ура. 


SOLUCIÓN 

Lismido los datos de las tablas 1-2у ЕЗ. зе obtiene: 

Пома de акои Б ТЬ pie? pulg) |(dpulgi(ópics) = FZ ІМре 

Ves del recho [5y pie (6 ріса) = ЗЫ рде 

Muride tabiques (309 Ty pie) F piee h Tpiej= _BA0Ib ¿pie 

Cargaicial 062 ІҺре = ІЛеі/ре 
Rep. 


Али ta unidad k Significa “kip” que simbo¥za kilolibras. Рог lo Lento, 
l k = 10001b, 


Cargas vivas. Læ corgasvivos pueden variar (албо ensi magnitud 
como en їн ubicación. Las puede causa el peso de oljeios colocados 
proresionalme nie s0bre uu estructura, vehículos Фп Movimiento o fuer- 
ғаз naturales, Las cargas vivas minimas especificadas еп los 06d gos se 
deerminan con bass en el estudio de la historia Чен efectos sabre és- 
тмдцпязек істе, Por lo general estas cargas incluyen una protección 
adirimalcontra рпа deformación {тегй 0 sobrecarga répeotina. En el 
pitido 6 se desarrollarán ticos рата Especificar 1а ubicación ade 
mawla de Las сатав vivas sobre Ін estructura, de foris que causen €l 
mayor esfuerzo о dellexión de los elementos, A continuación se analiza 
rán los destinfos tipos de cArgas vivas. 


Cargas en edificios. Se supone que los pisos de los edificios están 
sometidos acar gaseivas wH fomes quedependerán de la finalidad рага 
h cual se diseñó el edificio. Por lo gene tal estás cargas зе erw uentran 
tabuladas еп los códigos locales, estatales о nacionales, En la tabla t-45€ 
presenta una muestra repossentati vá deoorgas vivas mínimas las cuales 
se tomaron de la Norma ASCE 2 ВЮ. Los valores se determinan a partit 
de dios histónicosde lescargas aplicadas a distintos edificios, Las cargas 
mismas imchuyen algún tipo de protección cóntrá h postihdad de s- 
brecarga debido а зипасиулев de emergencia, cargas de coneimicción y 
los requisitos: de milidad debido a la vibración. Además de las cargas mni- 
formes, algunos códigos espedíican argat vivas concentradas mínimos, 
ocasionadas por caros manuales, amtomóviles, etcétera, que también 
deben aplicarse en craiquierpuntodejsistema del piso. Por ejemplo, En 
сі diseño de un estacionamiento para automóviles se deben considerar 
tanto Їйї cargas vivas uniformes como las concentradas. 
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Сапцауғға Сагцангға 

Осқом34а o uso pat Кит? Denpación 0 uso pF Мут? 
Zona dereunión y teniros Reside гізі 

Asientos jas 60 287 Viviendas (de пла y dosfamilias у 40 192 

Acentos móviles 100 479 Hotelesy сан пишаа mnliarea 

Estacionamientos( vehiculos 50 2) Hinbitaciones priv adas у plins 40 192 

de pasajera tolimente ) 

Edificiosde oficinas Sale póblicas y pasiky 100 479 

мцы hos 160 47% Pacudas 

irma 5) 2. Ador ide сіне 40 11 
Al macn Pasilospor acima de la primera planta 30 333 

Ligero 125 5.00 

Prado му 1,97 


cias AMAR 7.50) 


Рага algunostipos deedificiosque tenen pisos con Áreas muy prandes 
muchos códigos permiirán ula reducción de la carga viva шүйпттле рага 
el piso.puesto que es poco probable que la carga viva prescrita ocurra Si- 
ouliiíneamente en kia la estructura en algún momento, Por ejemplo, 
ASCE 7-40 permite una reducción de la carga viva sobre un elemento 
que tenga undres de influencia (К) Ағ) de 400 pies (37.2 mé) о más. 
Exa caga viva reducida зе сШсша empleando la siguiente ecuación 


Б 
La (С + ола) (Unidades PLS) 
К. Ar 


L= ы оз + ош.) (Unadades 51) 
K ¿Ar 


1-1) 


donde 

І = сата vira de diseño reducida por pie cuadrado о metro 

cuadrado de m:a sostenida porel elemento. 

Бо сира viva de diseño sio reduci рот ре cuadrado о mero cua 

drado de área sostenida porel elemento (vea пабі 1-4). 
К, р = Actor de la сира яуа deleblemento, Рага colimnas intertres, 
KE u4. 
Ar = área іпімдізгін en pies cuadrados. о metros cundridos, * 

La carga viva reducida definida mediante La ecuación 1-і ṣe атна а по 
menos deis% de L, para elementos quesostenen Unpiso, 0 no menos 
del 40% de £, раға elementos que soportan más de un piso. Nose per- 
rte Б reducción para cargas que excedan НЮ pie” (4,79 Nm), o 
рага estrlcioras quese iiécen en átos de reunión públicas, estaciona - 
mientoso techos. En «4 Ejemplo EZ Se istrauna aplicación de 6 ecua- 
ón 1-1. 


*Enlarocidn?Aseproporcionane, je әрі iodeto cos  deladelerminación de dres iri- 
PELO presi Apu y PUE ы, кы. 


eprodecaós von perman de Mnene Гере | чай) jor Ваи end iher arpas ACTA 7-10) (Cargas de dibeto жіһіезу раза clic у etre 


14 Гарітло 1 ТРО СЕ ESTAUCTURAS Y CARGAS 


EJEMPLO |12 


En la fotografía se muéstra uo ed ido de oficinas de dos pisos que 
беле columnes interiores separadas рог 22 pes de distancia en dos 
direcciones perpendiculares Si la carga del techo (plano) es de 20 
Ib'pie? determine la carga viva reducida que soporta una columna 
merio pica situada a nel del piso. 


Т 1 


SOLUCIÓN 

Como зе muestra еп la figura 1-9 cada columna Interior Пепе Un Área 
mintaria о боа cargada efectiva de Ау = (2 pieskK22 pies) = 484 
pies? Рог lo tanto, uma columna de la planta baja soporta Una carga 
viva to d фос de 


Ек = 20 уре?) 484 pies?) = 9680 b = 968 к 


Esta carga ас puede Medaciose porque по е ma сатра En el piso. Para 
сі segemás piso, 18 carga vivase toma de la abla 1-4; L т 9) Бри 
Como К,, = A entoncesdAr = 4|484ріе51) = 19036ріея? y 1936 нее! 
> 400 pies”, la carga viva puede гейікігзе mediante la ecuación 11. 
Por lo tanto, 


Lon sal 015 + =) “2955 pie 


Aquí. la reducción de la carga es (255501005 = 59] % > 50%, 
Миуһеп! Porlotan1o, 


Е, = (29:55 lb/pie 484 pies) = И 300 b = 4.3 К 


Entonces, la carga viva КИЗ! soportada por la columna de la planta 
baja es, 


Cargas en puentes carreteros. 25 cargas vivas principales en 
los daros de un puente son lisocasionadas porel Iráfico, y la carga más 
pesada de vehiculos que puede eocontrarsees la catisada pora Mie 
de camiones Las especificaciónes para las camas de camiones en puen- 
MSCANEIETOS SE registran еп la ЯРО Bridge Dengi Эрес fications (Es- 

раға el diseño de puentes) de la American Association of 
Stateand Highway Transportation Officdas (AASHTO), Para camiones 
dedosejes estas cargasse designan con una H,segukla porel pesodel 
Camión еп toneladas y соо número que proporciona el año delas especi- 
ficaciones en el cual se reportó i parga, Los peros de 106 camiones de Іа 
serie Н varían de Ю a 20 toneladas. Sin embargo, los puentes Ubicados 
en las principales carreteras que klevan una gran cantidad de tráfico e 
diseñan comúnmente paracaniones de dos ejes más un semi emolgue 
de un ejecomo el de h figura 1-10. Estas se denominan cargas 115.Рог lo 
general, laselección de ша mirga de camión para un diseño depende del 
tipo de puente, 1 Ubicación y la dise de tráfico previsto. 

En bs esperticaciónes también Se reporia el алшы» del “сатыға 
estiodar”y la disteibiición deal peso. Aunque 56 Supone que los camh- 
пех ейп en la autop ista, no todos los carriles en el puente deben estar 
сак айс conta fil de camiones para obtener h сагай crítica, presto 
que una сатра semejan te sería muy improbable. Los detallesse analizan 
enel capituloó, 


Cargas еп puéntes ferroviarios. Las cargas sobre puentes їе- 
rroviarjos, ce moel de a Брага 3-11,5€ reportan ер ha Specification for 
See Railway Bridges (Especibicaciones pera puentes ferroviaños de 
кето) publicadas por в American Railroad Engineers Associaton 
(AREAS Normalmente. pam el dscño se utilizan Lascargas Е соп las 
concibió orianalmente Theodore Cooper en 1894. Desde entonces, А. 
Weinmann ha actualizado іа distribución de cargas de Cooper е ideado 
una serve de cargas М. actualme pte aceptadas para el diseño, Dado que 
las cargas de un Creo implican ura serie complicada de fuerzás concen- 
radas para simphëicar los cálculos manuales, еп ocesñones se vfitizan LE- 
blas y gráficas en combinación com lineas de inflivenciá para obtener la 
carga crítica También se usan programas de computación раға езе 


propisio, 
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TIPOS СЕ ESTAUCTURAS Y CARGAS 


Cargas de impacto. Losvehiculosen movimientopueden rebotar 
odesplazarse lateralmente mientras man ғап por un puente, por lo tanto 
pueden trabSiialir un отраг» а la cubierta El рогсепіа зеде alimento de 
has carpas vivas debido al impacto se denomina faor de impacto, 1 Por 
lo general, este factor se obtiene de fórmulas desarroiladas a partir de la 
evidencia experimental Por ejemplo, para puentes carreteros las especi- 
ficaciones de la AASHTO requieren que 


5) 
io pero po mayor a 03 


donde Les la longhud en рез del claroque está sometido a la carga viva 

En algunos casos también es necesaño tomar previsiones рага Ja carga 
de impacto sobre la estructura de un есю. Por ejemplo, la Norma 
ASE Т-іо requiere que el pesa de la maquinaria de Юз ascensores зе 
mcremente 100%, y que las cargassobr ecualesquier soportes utitizados 
para sostener los pisos y balcones зе inge menten 33%, 


Cargas del viento. Ceado las estructuras bloquean el fio del 
viento, la energía cinética del viento se convierte en energia polencial de 
presión, la cual acasióna una carga de viento, El efecto del viendo sobre 
una estructura depende de la densidad y la velocidad del aire,cl ángulo 
de incidencia del viento, la formar la rigidez de la estructuray Ін rugos+ 
dad de эл superficie Pará, propósitosde diseño, las chr pas del viento pur- 
den abordarse median teun métodoestáticoo dinámico. 

Рага el mélodo estático, la presón Muctuante ocasionada por un viento 
que sopla constantemente $e aproxima mediane uni presión de veloci- 
dad meda que actúa sobre laestruciura. Esta presión тей definida por 
өз energía cinética, q = іру! donde pes la densidad del aire у V essu 
тес. De acuerdo соп la Norma ASCE 7-10 está] ecuación se modi 
fica a бо de tomar en cuenta la importancia de la estruciura.su akura. y 
el terreno en que se locahza. $e representa cómo 


=" 000 256К К „К? (ір/ріе”) 
(4-2) 


q = D613K,K,K¿VUN mi) 


donde 


Y = h velocidad en milas por hora (ms) de una ráfaga deviento 
de 3 segundos medide а 33 pies (10 m} del suelo. Los valores 
espeoficos dependen de la “categoría” de Ы estructura obtenida 
a partir de un тара eólico, Por ejemplo, al in terior del terriorio 
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Los vientos de un hur e іл comas сос daos шыт. condor 
fo сп Мініп Florida. 


mobmentál de Estados Lidos se reportá wa velocidad del 
sento de 105 mih (47 09 кп la estruciora es to ейин de uso 
agrícola п de almacenamiento, ya que Uma talla de h estructlira 
representa Ш bajo riesgo para la vida humana, Mis еп el so de 
Б estructora de un hospital la velocidad del viento e de 120 
mih (54 msh puessu fala podría ocasionar una Importante 
pérdida de vidas humanas 

K, = ebcoeficiente de exposición a la presión de La velocidad, la cual 
ез una función de la altura y depende da terreno. En la tabla 1-4 
зе лал los valores de una Estrucitiraq ue зе Encuentre aa terreno 
abierto,con obsirucciones bajas dispersas. 

Ky = un aor que toma еп cuenta dos aumentos de la velocidad del 
rientodebido a colinas y acantilados Рага еў terreno plano 
K,=10 

К, = un agor que toma en cuenta la direccón del viento, $e usa sóla 
cuando la estructura está sometida a combinaciones de cargas 
(vea la sección 1-4). Cuarndoel vientoactúa porsisolo,X, = 10. 


TABLA 1-5 Coeficiente de exposición 


а Із presión de b velocidad рам 
terrenos соп obstrucciones Барт 


pres m к. 
ін Jih (185 
Er 61 090 
25 ТА 054 
Y ЕД" 006 
4} 12.2 ы 
HE 142 LH 
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El vienio queso pla sobre uu muro секістің 
моеи шт сїйїї o hacer que re місе. Pata 
evilar esto, юв іп poneros suelen uaar arros: 
temes crudos par proporcionar G- 
Сай Ұра también la página 4. 


Presón de diseño del viento paro edificios cerrcidos. Una vez que se ha 
obtenido e valor para q, se puede determinar la presión de diseño а 
partir de una lista de las ecuaciones pertinentes Estipuladas еп la Norma 
AE 7-10. La elección depende de la flezibibded y b altura de la es- 
tructura, y я el diseño está dirigido al sistema principal pam la resisten- 
da dd vieni о para los componentes de la construcción y d 
revestimiento. Par ejemplo, mediante Un “procedimiento direccional” la 
presión del viento sobre m edificio cerrado de синідшег alturase deter- 
mina a pati de una ecuación de dos términos que resulta de las presio- 
nes lante externas como mternaz, es decir. 


Р "ОС, - ғ«СС,) (1-3) 


а рага d пшгбеп barlovento ala ahura 2 sobre el sudo 
fscuación 1-2), y q = pra d ошо en sotavento, las 
pared es laterales y el techo donde 2 = Ada айшга media 
del techo. 


factor del efecto de la ráfaga de viento, que depende de 

li exposición, Por ejemplo, para шпа estructura rígida, 

G=085 

G= eficiente de presiónde una paredo un techo 
determinado a partir de une tabla, En la figura 1-12 зе 
presemian estos valores imbulados pura ls paredes y un 
pasodel techo de O= 10, Observeen la vista de elevación 
que la presión «iria con lg altura en el hdo de barlovento 
de la construcción, méentras que еп los ledos restantes у en 
el techo se supone que 1а presión es constante. Los valores 
egativos indican prestotesque асбап fuera de la 
superficie, 

(GC p) = eicosficiente de la presión interna, que depende del бро de 
aberturas еп @ edifiño. Para bos edificios completa пье 
cerrados (CCa) = 20118, Aquí los Signos indican сре 
dentro del edificio puede капта presión positiva о negativa 
(succión). 

АЈ aplicar la ecuación +-3implcará cálculos de laspr esionesdel viento 
de cada lado dd edificio, con les debidas consideraciones рага la posibi- 


Шікі depresiones positivas o negativas que actúan sobre сі interior да 
edificio. 
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СоеНскеі ен depresión megaliros 
tirnean dl Lecho, С, pario шінші ф, 
ы t 


Hara l-12 


Рага edificios de шап altura С aquellos que titzen una forma о ша 
ubicación que los hace SEmibles ай viento, 56 rocomienda ed 160 de un 
таёти dinómico ұяға determimar Ps ampas del vismo. La netodología 
para hacer esto también se indica en la Norma ASCE 7-10. Ésta implica 
pruebasen túnel de viento, fs cualesse realizan sobe пп modelos es- 
cala del єйїз y hs construcciones que lo rodesn, con dl fin de simular 
elambiente natural. Losetectos de la presión del viento sobre el edificio 
pueden Jelerminatse A panir de transductores de presión conectados М 
modelo. Además, si гі moddo pene caracteristicas de rigidez que se еп- 
cueciran ел Ін escala adecuada рага elediñicio, también pueden determi- 
nens Las denson dinámicas del edificio. 
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(4 EJEMPLO [1:3 


Tiros DE ESTRUCTURAS Y CARGAS 


El edificio cerrado que se muestra en la fotografía y en la беша 1-13 
se utiliza con fines de almacenambento y se enc uenra еп las afueras 
de Chicago, Minois,en un terreno plano y abierto. Si el viento бепе la 
dirección que se muesra, delermioe la presión del viento de diseño 
que actúa sobre d echo y los laterales del edificio empleando las 
especificaciones ASCE 7-10. 


SOLUCIÓN 


2 En primer раг, bh presión del viento зе determinará mediante la 


ecuación 1-2. La velocidad básica del viento es Y = 05 mi'h.puesto 
que d ediñiio se utiliza рин almacenamiento. Además, para un 
lerreño plano, Қ; = 1.0 Comosólo se está considerando la cargadel 
vento, Қ, = 10, Por lo tanto, 


ф. = ШИрӯб K,k KaV*? 
= 00056 K ( 10)J(10) Ю5) 
=2822Ҝ, 


А рагёг de la fgura 1- 132,4 = Stan 10° = 1322 pies de modoque 
la akuwa media del dho ез А = 25 + 1322/2 = HA pies 9 se 
emplean los valores de Қ, de la tabla 15,6 valores calculados del 
perfil de la presiónse listan en la tabla de la Figura 1 135.Observe que 
elvalor de Қ, se determinó por interpolación lineal para т = hes 
decir, (1.04 — 0983/40 — Жу = (104 — A M(40 — 216), К. = 0990, 
de modo que q, = 252211990) = 279 bras por pie cuadrado (рб). 

Faraapticarla estación 1-3,€lfactoc de ráfagaes G =0.85,y (С) 
= + 018, Рог to tanto, 


р = que, — ql GE yy) 
= g(085)C, — 27.40.18) 
= Оба, ғ 503 а) 
Lascargis de presión se obheñen è рағы бс езіп ecuación con hos үй- 


lores calculados раға q, que se isan еп la tabla de la figura 1-132.9е 
acuerdo con el perfil de la река del viento de la figura t-12. 


z(pias) қ, а (ра б) 
0-15 (as 240 
х 190 254 
25 ам 2б.» 


А = Mé 090 27.9 
(в 


Pared en barlovento. Aqui la presión vería con la ahura 2 puesto 
que debe usarse ФС. Para todos los valores de L/R, С,- 08,por 
б que a party de ја ecuación (1) 


Pos = 113 рї о 21.3 р 
ры = О2ры о 223 рӯ 
ру = 1%0рї о 231 pd 


Pareden sotavento. Aquí ГЕ = ТҮЛӨП = Lde modo que С, 
= 15, Además, q = q, por lo que а рагі de la ecuación (1% 


p=-16.9psf o —684рзї 


Paredes {ега к Pira todos losvaloresde L/B, =0.7 yeomo 
debe utilizarse q = gp en la санасып (1), se tiene 


p=-—Zéópst о -liépsf 


Techosn barlovento. Адоі k/L =316/X75) «ӘЛІ < 0025 рог 
ние 6, =-0,7%g = gy Por lo tanto, 


p=-HA6psf о -Перч! 


Techosn ctotavento. Еп eme caso, С, =—0,3; рог lo tanto, сал 
q =q obtiene 


Рр“ -ił рї с -209 p1 


Estos dos conjuntos de cargasse muestran еп la elevación del edificio, 
lo que representa una presión interna en el edificio poskiva o nega- 
la (succión). Figura + ІЗс. La estructura principal de la construcción 
debe resistir estas cargas:do mismo ocurre con las cargas porseparado 
calculadas a partir del vientoque sopla enla рапе деш тега а la tra- 
жга del edifico. 
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sema un espectacular, el viento produce шпа fuerza resultante que actúa 


a Presón de viento de diseño para espectaculares. $i la estruciura repre 
sobre la cara de Ін estructura y quese determina а partir de 


ғ ССА, (1-4) 


= йс, 


que la presión del viento evaluada а la altra А, medida desde el suelo 
hasta а parte superior del espectacular. 

G= Әг del coeficiente de тМара de viento ya definida antes, 

C iunecoeficiente de fuerza que depende de la relación de aspedo 
(ancho E de espectaculer sobre qu altura s), y h relación de dren 
Eé (altura s del espectacular sobre la elevación А, medda desde 
al melo hastala parte superior de E estructura). Para los саз en 
que el vientose dirige en forma normal hacia elcentrodel espec- 
tscular, рага Б/у = 4 los valores $ Estan en и tabla 16. 

A = egea de la сва del espectacular еп pies? (п?) 


TABLA 1-6 Coefidentes de інегга 
para espectaculares sólidos por 
encima del шаю, С, 


Para permitir hs direcciones normal y oblicua dd viento, se supone 
que la fuerza resuMante calculada аса yasca а través del centro geo- 
ménico фе la саға de la señal,o en oros lugares específicos en la саға de 
la señal, los cuales dependen de las relaciones s/h y Bf3 


Los vientos huracan ados que adi ansobre 

la cara de este espectacular son be hastante 

Битісі оопқ» paa doblar notilemente 

Шы ки Мали е POTTS ү opinar La, 

Пшенгін del material. Eso pidio evitarse 
MA ., соп ип dicho айаш, 


Cargas de nieve. Еп algunas pares de Estados Unidos 1а carga 
sotre el techo debida а la meve puedeser Muy grave; por lo tanto, prole- 
ger el lecho contra posíbies falas el una preoaipación primordial. Por lo 
común, las cargas de diseño dependen de іа forma general de la cons 
trucción y la geometría del techo. la exposición al viento. la ubicación, su 
importancia, y % 56 nsa O go caleficción. De mimo modo que para el 
viento, en la Norma ASCE E 10 se determinan las cargas de la пісуе, рог 
lo general a partr de un mapa de la zona con los reportes de bos periodos 
de recurrencia de a profundidad extrema de іа nieve en un peñodo de 
50 años Porejemplo,en la extensión relativamente plana а lo largode la 
sección media de Illinois е Indiana, la carga de la nieve delsuelo es de 20 
Ib pie? (095 к/т? Sin embargo, para el área de Montana se requieren 
estudios sobre los casos especificosde lmcargasdenievedebido alasle- 
vadón variable del tierrenoen todoel estado. Las especificaciones para 
has cargasde nieve se cubren юп la Norma ASCE 7-10, ainque по hay 
cingún código que pueda cubrir todas las implicaciones de este tipo de 
сиңа 

5 un techo es plato, debmódo como шї techo соп ша pendiente menor 
а 5%, entonces la carga de la presión puede oblenerse modificando la 
саг қа фе la nieve sobre el suelo,p,, mediante ka siguiente fórmida empi- 


Ғна 
| ру = DICC AP 


Aquí 

С, =u facior de exposición que depende del terreno. Por ejemplo, para 
un techo completamente expuesto сп un área despejada, С, = 03 
en tanto que 9 el techo está protegido y situado еп а сего de 
ша cidad prende, G = 12. 

С, = ип ficior térméco quese refiere а la temperatura media dentro del 
edifico. Para las estructuras sin calefacción que se mantienen por 
debajo de cero grados, €, = 1.2,еп tado que sie techo soporta 
unacs ocurra quese suele calentar entonces € = LO. 

1 = de fasctorde importanciaen loque respecta a la ocupación. Por 
gemplo, £ = ОО рага instlacionesdedicades a la agricultura yel 
almacenamiento,f, = 120 pera escuelas y hospitales. 

Sp= м фіріс! (0,96 кїт? ме el volor mayor рага pays ses calcu- 
tada desde la ecuación anterior О а partir de ру = ір, р > 20 ре 

(096 kN/m} utilice p = 1/20 lb'pie’). 


(1-5) 


Lascar gu excesivas de la шеуе y el інеіə 
actúan sobre се techo, 
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Figura 1-15 


La instalación de almacenamiento sn calefacción (ше se muestra en 
а figura 1-145е localiza еп un terreno plano y abierto en el ar de 
Шао, dende lacarga especificada de la nieve зіме el sueto esde 15 
Ib'pie” Determine le carga de nieve de diseño sobre el techo, el cual 
бепе una pendiente de 4%. 


SOLUCIÓN 

Como la pendiente del tedo a < 5%. шті la 
ecusción 1,5. Aquí. С, = 0.8 debido а que se meta de 
un área abierta, С = 12 ед = ОК Por іс tanto, 


Pr = OTCE Ap 
= 0,7(08X12)(0.8)055 Іруріс) = 806 р/р? 


Como р, = 15 МУріс” с 2) ІМріс”, entonces también 


тің = 12{15 bpe) = Б Горе 


Por comparación, clja 
в-Е ib/pie? 


Cargas de terremoto. Los terremotos producen cárgás sobre 
ца estructura а través de su interacción con el suelo y la caractorásiicas 
de sy respuesta, Estas capes tésultan de la distorsión de la estructura а 
causa del movimiento del suelo y la resistencia lateral de їн estructura. 
Su magnitud depende de la cantidad y tipo de Aceleraciones del sudu y 
de la masay la reidez de la estructura. Para obtener algún conocimiento de 
Ы naturaleza de Ls страз sísnmcas comsidere el modelo estructural sim- 
ple que $e muestra еп da Figura 1-15, Este modelo pede represemar Un 
edició de ua зой ph ota donde d bloque superior ёз la masa “concen- 
mada” del techo y d bloque medio es la igez agrupada de todas aton- 
шпа del edilicio, Durante un terremoto el suelo vibra larto horizontal 
como verticalmente. Las aceleraciones horizontales cream fuerzas cor 
лиев en la colomna que poneñal bloque en movimiento secuencial con 
el suelo, Si la columna 85 rigida yel bloque Пепе una masa pequeña, d 
periodo de vibración del bloque será coro y el bogue se acelerará con 
el mismo movimiento que el suelo y sufrirá sdo pequeños desplaza mien- 
los relativos, Рага una estructura real que esté diseñada con una grän 
омикіні de refuerzos y conexiones rindas edo puedeser beneficioso, 
puesto quese desarrolla menos esfuerzo еп los elementos. Por otro lado, 
я lecolhunna de lafigora 1-1565 myy fembleyel bloque tene una masa 
pende, entonces el movimiento inducido рог el terremoto casará pe 
queñas áceleraciónes del bloque y grandes desplazamientos relativos, 
En la práctica, los efectos de la socleración, В velocidad y el desplaza- 
miento de ma estructu га se pueden determinar y representar como un 
epectro de respuesta dí terremoto. Lina vez que $e há establecido exa 
púñica, las cargas del terremoto puedes cabcularse aplicando un ordlisiz 


dnémico basado en b teoría de la dinámica estructural. Este ёро de 
análisis está ganando popularidad, amque аъесех es muy elaborado y 
requiere uirar ши computadora. Año así dicho análisis resola obliga- 
кею я la estruciura es grande, 

Algunoscódigos requieren que se preste atención especifica dl diseño 
mico, especialmente en las zonas del país (Estados Unidos) donde 
predominan fuertes terremotos. Además, esas cargas deben conside- 
rarse con pap senedad еп el deseño de edificios de gan altura о plantas 
de energia nuclear. A fn de evaluar la importancia de la consideración 
del diseño раға sismos, es posible corrobora los mapas sísmicos de ace- 
leración да sudo publicados en la Norma ASCE 7-10, Estos mapas pro- 
роҥюпап las aceleraciones pico del suebo causadis por algún terremoto, 
junto соп los coeficientes de riesgo. Las regiones de Estados Lhidos 
varin desde un петр» bajo, como en algunas partes de Tews hasta uu 
пежо muy Мю, como a lo largo de la costa селе de California. 

Рага estructuras pequeñas, un análisis estáfico pam el diseño sísmico 
puede resultar satisfactorio, En este caso las cargas dinámicas se aproxi- 
man mediante un confunto de fuerzas estáficas externas que 56 aplican 
de manera lateral a Е estruciura. Uno de estos métodos eté reportado 
en la Norma ASCE 7-10, үзе basa еп el hallazgo de un coeficiente de 
respyesta sísmica, G determinado a partir de las propiedades del suelo, 
las aceleraciones de éste yla respuesta vibiatoriade Inestructira. Para la 
mayoría de las estructuras, este coeficiente se multiplica por la carga 
muertatotal Wde la estructura,con do que 56 obtiene la “fuerza cortante 
basa? en la estructura. El valor de € se determina realmente a partir de 


Sos 
С, = ял, 


domde 


ӛрт = № aceleración de respuesta espectral durante cortos periodos de 
vibración. 

R = un factorde modificación de la respuesta que depende de la 
feribilidad de la estructura. Los elementos de m mawo de 
acero que son Muy flexibles pueden tener іі «Вот to def, en 
lao que ls estructuras de concrelo reforzado pueden Ener un 
alar bajode3, 

Г. = el factor de importancia que depende del uso del edificio. Por 
ejemplo, £ = 1 pat hs instalaciones de agricultura y almacena 
mento,e £ = 15 рага los bospatales y otros servicios esenciales, 

A cada nueva publicación de la Norma, los valores de estos coeficientes 
se actualizan con los dalos más precisos dispo mbles sobre la respucala el 
terremoto. 


Presión hidrostática y geostática. Cuando hs estructurasse 
utilizan para retener agua, tierra o materiales granulares, la presión dese 
rrollada por Estas сагаа 56 convierte еп un criterio importante раға su 
diseño. Algunos ejemp los de ese бро de estructuras son +06 tanques, las 
presas. los buques, las mamparas y los muros de contención. AQuise apli 
can las leyes de la hidrostática y la mecánica de sulos para defini la in- 
btensidad de las cargas sobre ta tsiructura. 
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El diseño de езе muro de омен re- 
quicrcia estimación de Іш presión goost itia 
que actúa sabre d. Ademin, Га compucria 
Фсвесиигкінгіс бі шй т сіл а UA prepiha hi- 
Жопа quee debe спе іст pese dwati ғ) 
diseño. 


Capítulo 1 


ТІРО5 СЕ ESTAUCTURAS Y CARGAS 


Otras cargas naturales. Ene diseño de una estructura también 
deben considerarse otros tipos de cargas vivas en función de зі ubica- 
ción о su uso. Éstos incluyen el efecto de La erosión, los cambios de ten 
peratura y los asentamientos diferenciales de los cimientos. 


1.4 Diseño estructural 


Сайа vez que sediseño una estructura, ез imporlante considerar las 
incertidumbres de los materiales y las compas, Estas incertidumbres inclu 
уеп una posible variabilidad en las propiedades del material. la tensión 
resdual еп Jos materiales, las medidis previstas que pueden зет dileren- 
pes а dos tamaños prefabricados, liscargts debidas adas vibraciones О шту 
pacos y la corrodóán с decadencia de los materitles, 


DEP. Los métodos de diseño por esfuerzos permisibles (DEF) inchi- 
yen tanto las incertidumbres да materia como lasde las cargas сп un 
solo factor de seguridad. Los diferentes ёрск de cargas ya artes amaliza- 
dos pueden wumi simultáneamente en ula estructura, per es muy 
poco probable que el máxime de todas estas cargas ocurra al mismo 
бстро Por ejemplo, las cargas máximas del viento y de los sismos no 
suelen actuar de forma тшй nea sobre una Estructura. Para el diseño 
por esfiertos permisibles el esfuerzo clásico calculado en el material по 
debe exceder elesfuerzo admisible para cada una de las diferermesco m- 
binaciones decarga. Lascombinaciones de сара Más comunes que SEs- 
pecificanen la Norma ASCE 3 Dincluyen 


~ сата muerta 
= (6 (carga muerta) + 0.6 (carga del viento) 
+ ПЕ(сагда muerta) + 07 (cargasismica) 


DFCR. Cmo la incertidimbre puedetomarse еп cuenta empleando 
la teoría de probabilidad, ba habido una creciente tendencia аѕерагаг la 
mocridumbre de material de ta mcertidumbre de ls cargas, Ese mé 
todo se denomina йо porrerisiencia о DFCR (Diseño рог factores 
de carga y de resistencia). Por ejemplo, para tener en cuenta la incerti- 
dtiinbre de las cargas, este método utiliza los factores de carga aplicados 
a Газ cargas o combinaciones de éstas De acuerdo соп іа Noma ASCE 
ТЖ algunos de los factores de carga y combinaciones de éstas son 


= 14(сагға muerta) 

= 12 [carga muerta) + 16 (carga viva) + 0,5 (carga de nieve) 
= 09(cargamtiertaj+ E cargade viento) 

= Ф9(сагға muerta) + ї.0(сагра sismica) 


En todos estos cosse considera que las combinaciones proporcionan 
una сатра Máxima pero real sobre із estruetire, 
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| | PROBLEMAS h 


E Е рыз de ш edificio que зе ыза pará d вїїїасеїїй- 
miende equipo pesado es defosas de concreta сов б pulg 
de espesor % el pea es una losa que bene uma сш de 
15 piesy una anchurade lÜ pies deter mise la fuerza read- 
леса por 14 carga muerta y lA carga viva 


H. ЕБірію del edificio de oficinás esde nacio ligro 
con Фр deespesor. Si d piso de lsoÉxcina cs una Lo mA ссп 
una longitudde 20 рек y una Та de 15 pics determine 
la fuerza resultante causada рог 1а carga muera y la car ES 
Үш. 


1-3. Lavigà en Т está becha de concreto y Пепе ші рес 
especifico de 150 Ibipic” Determine cargamueria porpie 
de longitud de la viga, No comidere el peso del refuerzo de 
шегі. 


714. La bama "New Hesey” te wa comómnente du- 
are аспі de carreteras Y está hecha de ron- 
gewo de pedra smp е, determine su peso por pe de 
тїн. 


PS Еро бе шь bodega de аран ханы ыл gero está 
hschodeconaietsumpleligerocoo1 $ mm de espesor. Si 
а piso € шпа 5а que (с una longitud de 7 m y una 
anchura de Эш, determine la fuerza resultante casada por 
ысына Tira yla Lar ратта. 


1-6. Іште de concreto precsforrado es de correre do de 
piedra simple y tiene cuo varillas de refuerzo de $ pulg, 
һе Bas de aro formado еп frio. Determine la carga 
muerta de la trabe porcada ple de su longitud 


2 Capítulo 1 


1-7. 1а pared bene 25 пс ашаға y consta de punaka 
del mm Х 102 mmenyesados porun lado Enel otro lado 
bay шпа limina de Abra de 1¿mo y ladrillos de arc йа de 
ЕР mm Determine ір copa promedia eo kim de la longí- 
tudde Іарагей, que la páredejerce sobre el suelo. 


“14 тарач dcun edicto ue compone de paredes de 
entársdo exteñorcon revestimiento de ladrillo y 13 mm 
de Limina de fibra enun lado, S la pared tiene 4 made al- 
ога, determine lkcargaco kN fmque ejercesobreelsucio. 


1-9. La paredinterior de un edificio está hecha de punis- 
les de пікісті de 2 7А 487 оъдоо por шїї lados Si la 
рете tiene I} piesdealtura determine la cargaen ІҺ/ріе de 
Крај de la pared que десе sobre el suda, 


1-40. Elsegundo piso de un edificio umado para la manu- 
actua Бета ен hecho de una losa de concreto de 5 pulg 
de opesor, con un relleno Че $ pulg de @зесте1о simple, 
somo se muestra еп la figura, Бі сі tocho mapeoddo de la 
primera plena consta de stella нес y yeso determine 
el peso muerto de diseño en Шаа рет pe cuadrado dd 
dica del piso. 


=з] брі 
siii — 


Prob.1-E9 
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1-0. Un edificio de oficinas de cua tro pisos tiene colum - 
nas interioces sc parida 31 pice de distancia co dos diret- 
dones perpefidicidarez. 51 la carga viva del techo plano зе 
etima еп 30 wpis determine la caga vivarcidición e 
soporta шпа kumia пйегіст norma ubicéda а nivel del 
melo. 


ж-ІҚ Пай contirucadón раг в айтпаса misno Hero фе 
dos plan Саз бепе соіштпа» ¡nierlores separadas а © pies 
de detaoca en dos disscriónes perpendiculares, Я se ct- 
йтпа que la carga viva sobre el mho (в de 25 Ibipid ioter- 
mino la carga viva reducida que soporta una coimas 
interior normal (a) ай піуд de la planta baja, y (0) al nivel 
delacg ndo pero 


1413, Е edficio de oficinas Пеле сота» шиегкяех #2- 
paradas а 5 гп еп direcciónesperpendico lares Determine la 
carga via анаја que Soporta UnA colemna пасека por 
mal ubicadaenel primer piso deba jo delas оНсісаз 


Ғныһ1-13 


I-H. Un bowl de dos pisos time соімппал interior? 
Ра ІА ВА ciones están separadas В б mde distancia 
endo иес nes perpendicularca Ге termine lá сагаа vivi 
rediicida que soporta Una columna interior típica еве! pri- 
mer piso debajo de Ls Pubitaciónes [сь 


ык El vimo sopla laleralmentesobreun hospital cor 
pleramente cermdo que за ubica en un terreno abierio y 
plano en Armona Determine la presión exerba que schis 
sabre la pared en bariovento, La cual bene una ага de 3) 
рех. El techo es plano. 
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азирге штчетгепо abro y pano en асет Аат El 
la pared lateral de edificio Пепе Ж pues de altura, deter 
nunela presión externa delvientoque3cióa sobre lès pare- 
безеп barlovento y sotavento, Cadá pared беше ФАР pies de 
largo. Suponga g ue е (techo езге пса sente plano. 


1-17. Сарны сотты; de almacenamiento cos СЕ 


*l-15 El viento sopla lateralmente sobre un hospital 
«отричате стао que $ Ubica eo Un [етгщ Abierto 
y planoen Arizona. Determinela presión exlernag ue seta 
sobre la pared en sotavento, la cual tiene una longitud de 
200 pes y ша altura de 30 pica, 


1-18. El ediicio metálico de almacenamiento ligero екі 
en yn теъ abierto y plano cae centro de Oklahoma Бі 
h pared Шйгга! del ейбсію бепе H pies de айшга, ¿cuáles 
воп los dos valores de la presión externa del viento que 
ación sobre esta piredcuando d viento soplisobwe la parte 
trasera deledificio? El techo ез esencialmente piano y el 
«Шиш» está totalmentecerraádo, 
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1-09. Determino la fuerza resultanbe cue acta сп forma 
perpendicular а lá сага 39 espectacular y а través де su 
centro ise encuentran Michigansobre un terreno plano y 
abierto El espectacular es rigido пее цаа атп угафе E 
metros. una айша de3 m би parte superñorestá ai5m del 
mdo. 


Ртоіһ1-19 


"1-20. Шпыммриш! ubicado en d centto de Minoir bene 
un techo plano. Dictormine la carga de nieve en Кт que 
se requiere рага dieñir el techo. 


TIPOS DE ESTRUCTURAS Y CARGAS 


1-1. Eledificiode lnescuela tengon tedio plano. Seen - 
cuentra enun drea abiectadonde la cargade атеке sobre 
el sudo es de 0.58 ЕМ Determine la carga de nieve que 
өз reguereparadiseñar tHecha, 


Prob.1-21 


Іс.  Elbospital tiene un techoplahno y se Шіса епова 
zona abierta donde el резо de la пісте sobre d зше кез Ше 
30 lbépic!, Desmsmine la саға de nievedo diseño pan d 
techo. 
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REPASO DEL CAPÍTULO 


Lan elementos estructurales básicos sos 
amores Elementos delad sometidos а emisión. А maskio өс usan como soportes. 


Viga Elementos diseñados para resistir momentos. de flexión, Suelen ser fijos п articulados, y pueden tene ғ la Китта de 
шш mibe de placa de acero, ша vigade concreto reforzado о de madera lanas ada. 


Сыннан Elementos que resien una Fuerza de compresión axial. ЗЇ la colina ізтірігіз resine Пети, so (мыз 
пойт та vigt. 


= 
айл... 


міка чі mpks me шғарпумін 


| vaga en қойы һы» 


Los tipos de снїгшгїшгин consldo adas co este libro son las armaduras beeches declemen ios ddgados асс slaka, que 
forman una serte de triángulos; los cables y los arca: que sostienen cargasdt ойл y compresión, respocibramente,y los 
marcos quese comp пп en de v igas у cobo пп nas conectadas әп formarigida o mediante pasadores. 


Las carge se especifican eo códigos, como d códao 
ASCE THI. Las cargas mueriasion Ma poereberen а 
ки. pesos de elemen гоху mate riales. Las cargar Yi 
жалыға Y CONS ien en сара uniones sobre los 
psosde dos edificios, las cargas del tráfico y el tren 
sobre los pue mes, Ше cargas de impacto causadas por 
automóviles y máquinas, 145 сәрі del viemo, Hua 
cargas de la micve, las cargas "amigas y la presión 
hidromidtica y peoria. 
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Con frecuencia ноз, elementos estructundes, como las waas y trabes que for- 


manel soporte de este edificio, están conectados entre sí de tad modo que el 


andis prade considararse ed arantadoterminado. 


Análisis de estructuras 
estaticamente 
determinadas 


En el prasente capítulo se presta atención а la forma más común de 
estructura que elingentero tendrá que analizar, la cual ва encuentra an 
un plano y está sometida а un sistema de fuerzas que también pert- 
песе al mismo pèno. En la primera parte del capítulo sesstidiará la 
importancia de elegir un modelo apropiado de análisis para una е5- 
тисте en la que 505 fuerzas puedan determinarse con una predsión 
razonable, después 56 analizarán los ertenos nacesarios раға obtener 
а estabilidad estructural y por última зе presentará el angisis de as- 
tuctuas estáticamente determinadas, planas y articuladas. 


2.1 Estructura idealizada 


El análisis exacto de шін estructura ез imposte de realzar, debido а 
que siempre hay que realizar estimaciones de las cargas y la restitencia 
de los materials que componen la estrual ша. Además, también deben 
езй паге los puntos de aplicación de las cargas Рог1с tanto, en la prác- 
tica ез imporiante que el ingeniero estructuralista desarrolle la capaci- 
дај de modeler о idealizar una estructura а fn de poder efectuar un 
análsisde fuerzas de los elementos. Enesa зесобп se desarrollaránlas 
пісах básicas necesarias para Never a cabo tales ideslraciones. 
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Conexiones de soporte (apoy0). Los elementos estructurales 
se unen de diversas maneras dependiendo de la intención del diseñador. 
Los tes tipos de juntas quese especiican con mayor frecuencia сой la 
pma articulada, а soporte de rodillo y la junta fia Las juntas articu- 
ladas y los soportes de rodillo permiten cierta libertad de rotación, en 
tanto que une junta fip 10 permite la rotación relativa entre los elemen- 
tos conectados y en consecuencia, su fabricación ез más costosa. En las 
Пшғаз 2-1 y 22 зе muestran ejemplos de estas juntas fOrmadas, iespecti- 
vamente, gn Metal y concreto. Рага la mayoria de las estructuras de me 
dera, $e Supone que los elementos deberán aer articulados ya que а 
Csere que la «йена de сис puente de hecho de atornillartos о clavarios no сз suficiente para restringir la rola- 
conorcio езі hocha de formaquo pueden- ción de un elemento соп сезресто а los demás. 
ЕНЕ En las figuras 2-22у 22-5 se muestran modelos idealizados que se usan 
en el análisis estructu ral y que represe nia 030 portes Пав y articulados, 
así como juotas fijas y articuladas Sin embargo, ёп realidad todas Las pi- 
nexiones muestran cierta rigidez а la rotación de las articulaciones, de- 
bdo a la fricción y d comportamiento del material, Еп «le cago, Un 
modo más apropiado раға un sopone 0 junta podría wr e que se 
muestra en la figura 2-4. % la constante tofsional deresorte k = о la 
punta ёх articulada, у 51 £— 00, la punta ес Ef. 


A лы Шан омет “Hiji = {де желі) 
ш 1 


Figura 2-1 


опена = фс пао" Прасі е corem 10) «орехи “уи tipica (de concerto) 
із w 


Fiora 2-2 
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soporte аташни jootaaróculmda spune fijo pera fija 
(а 4 mb t 


impone de теве angular juniade resorte angular 
©) 


Кур 2-3 


Al seleccionas un modelo concreto pam cada Soporte o junta, el inge- 
сита debe estar consciente de cómo afectarán los supuestos el desem- 
peño real de los elementos y $ los supuestos $00 razonables para @ 
Бейл estructural. Por ejemplo, considere la viga que 56 muestra еп la б- 
pum 2-4e la cual se ша рага soporlar шаа сара concentrada F La cone- 
ón mediante: ángulos en el soporte As omo la de la Biguca 2. La y por 
із tanto puede idealizacse como un soporte articulado tpico. Además, сі 
sopore E Ë proporciona Un punto аргохітафо de contacto Бо, de 
modo que puede idealizarse como un rodillo. Et espesor de la viga pue 
de ignorarse, dado que es pequeño en comparación соп E longind de la 
viga y por lotanto, el modelo idealizadode laviga 25cOM0OSemuestraco 
la бина 245, El análisis de cargas en eda vigadebe proporcionar resul - 
tados queseaproximen muchos lascargas reales сл ін viga. Para demos- 
trar que el modelo es adeaado, considere el ceso particular de una viga 
de acerocon Ра Ek(2000 Libras) y L = pes Unade das implificacio- 
ғым елік importantes que se hicieron aquí іне shponerque el soporte en 
Яс una articulación, El diseño de la viga usando el código de procedi- 
esentosestándar” indica que шаа засоби МЮ Х l9seria suf еше para 
sopoctar La carga. Al usar 100 de los métodos de deflexión del capullo E 
іа rotación en el sepore “aticulado” puede calcularse como @ = 0.0103 
гай = 059° Con hase еп Le figura 2-4с ta] rotación sólo mieve el patín 
(ala) superior O inferior а па distancia de А = 4 = (0.0103 mdk5 12 
pue) = 00528 pulgadas! Sin duda, esta prgueña cantidad puede in- 
chirse а fabricar la conexión como se muestra еп В igwa 2-le y por lo 
tanto, la articulación sirve como un modio adecuado. 


t | 5, Ж 


pres] vigaiclo ü Lea La 
(қ в 
Ега 2-4 


*Cddigonicomo el Manual de Сыйыт т уто del Алысап Institute сі Sietl {Слз 
trucbon. 


Soporte oscilante común que ы: ша еп 
ипатгаһейе puente. 


Los rodillos y Кы cojinetes акы 5 
нап раға sodener les (табох de con: 


ocio prestociado de ша puente carre 
его. 
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En la tabla 2-1.5e muestran otos tpos de conexiones comúnmente 
presentes en las estructuras coplanares, Es importante tener la capacidad 
de reconoces dos simbolos de estas conexiones y los tpos de reacciones 
que ejercen sobre los elementos a los que se encuentran unidas. Esto 
puede hacerse fácilmente sise observa la forma en que la conexión res 
triagecualquier gradode libertad o desplazamiento de los eleme ntos. En 
parcular elsoporte desarrollará una fuerza sobre d de mento si evito яг 
trastladón y desarrollará unpromento sobre el elemento sieka m rota 
ción. Por ejemplo, en el aso de un elemento que езі en contackocon 
una superficie ізі (3)50 impide su traslación сп una sola dirección, la 
cual es perpendicular о normal а la sperfide. Por lo tanto, la arperficie 
ejerce kilo una feerzarormal F obre el elemento encesa dirección La 
тар Ишісс esta fuerza representa wa incógrita Además, observe que 
el elemento es libre de girar sobre іа superficie, de modo que ésa ос 
puede desarrollar un momento sobre а elemento. Considere otro фе m- 
pio en el que et soporte Но (7) impide tento la traslación como la rola- 
ción de un elemento еп сі punto de conexión. Еп consecuencia, este 
de soporte ejerce dos compo nentes de fuerza y un momento sobre el de- 
mento. El “giro” del momentose encuentra en el plano de la página, 
dado que la rotación se evita en esc plano. Par consiguiente, en шъ 50- 
ponte во hay res incógnitas. 

Елі práciica, todos los soportes ejercen realmente cor passperfciales 
distribuidas be los elementos con que están en comtacto. Las fuerzas y 
momentos concenirados quese muestran еп la tablo 2-1 representan las 
resultantes de сабақ distribuciones de carga. Por supuesto, exa represen» 
taciónes ma idenlización;sin embargo,se usangui porque el йгса de la 
superficie sobre la que асма la carga distribuida ез consderablemente 
menor que la perfice fito! de los elementos conectados. 


El бп corto Es UA раш ea- 
гат Ца don тыз del puente сазе: 
tero ypermilo la cxpanalón térmica 
dela cubierta. 


Articulación pica empleada рине: 
esporiar la tráabede асап de іш 
рант Forro viario, 


TABLA 2-1 Soportes para estructuras coplanares 


Simin коисо Rescción 


Tipo de conmaión 


a) Ajab goro 
Е. ga 


карт de con шсіс | на 
4 


„еб. 


азна o Парта lia 
і9 


Y 


mdd conectado Пінтегіз 


(Т) Е 
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Númerode incógnitas 


Lia ыз йк. La resoción e шаа ытта 
qee a {йл cri la 00 росон de 
аер delos ніні, 


лалі поні (ara acción en una шетен 
шетін per інтег u ір 
мрт co el porto de cumbio 


A EA A 
querdóa реті тїк ты тісі da 
sopera cn al pumo де amata. 


Ілмшіней gula La тын м рпа бша. 
ігі porpondicularmona ңі 
жеретгігіс ena punto de contacto. 


Dor кыста, Las Реасе топ 
dos companen фе la агза. 


Ги рызіна 1 дїй i pasom 
ul era у ше татып Les. 


Toes AECE 
els y вое cart les 
dela fuerza. 
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— = — Estructura idealizada. Después de езе іссег las diferentes Cof- 

mes еп que pueden idealizar las comcriones deuna елігініша, ahera 
es posible analizar algunas de las técnicas empleadas раға representar 
los distintos sistemas estructurales mediame modelos idealizados. 

Como primer ejemplo, considere el brazo de pria y d carro que se 
muestra nen іа figura 254, Рага el análisisestructurel se puede ignorar сі 
esposas de los dos etementos principales y suponer que la junta еп Bes 
rígida. Además, le conexión еп А puede modelarse como unsoporte fijo 
y es posible excluir los detalles da cerro. Por lo tanto los edememosde la 
estructura idenlizadase representan mediante dos líneas conectadas, y 
Б carga sobre el ganchose representa mediante una sob fuerza concen: 
гаја E figura 2-56 Estacstructura ideslizadaqbe se muestraaquicomo 
ип dibujo de líneas puede usarse ahora рага aplicar los principios de 


esruciurareal anátiss -estructural el cual conducirá finalmente at diseño desus dos eke- 
mentos principales. 

ө) Las vigas y trabes Sjelen emplearse рага sostener los pisos en edificios. 

En particular, Шы аре es el clemente principal рага 9 soporte de las 

E ~ Jm — -i cargas del piso, mieniras que los elementos más pequeños que tienen: 


un daro Más corto y que Están concotados a las mabes se llaman rigos. 
А mentido, Іа5саграѕ aplicadas sobre una viga 0 trabe se transmiten hacia 
éste a través del piso que sostienen, Una vez más ¡es importante tener la 
capacidad de idealizar apropiadamente el sistema como unaserie de mo- 
delos, los cuales pueden usarse para determinar de manera aproximada 
т las fuerzas que actúan sobre los elementos Considere, por ejemplo, la 64- 
truciura utilizada pora soportar una сеа de piso еп un edificio típicocomo 

el quese muestra en la figura 2-67, Aquí la losa se sostiene mediante vé 

guas de piso situadas a intervalos regulares, laz cuales a 91 vezestán %0- 

portadas mediante ШЗ dos trabes laterales АН y CO Рага el análisis es 

razmiable suponer que las juntas son articuladas уб que están conecte 

estractura санга y das mediante rodulos a lastrabes y que slas son articiladas уб edán 
conectadas mediante rodillos a las сойштпає En la баша 2-60 52 muestra 

в Ы vita siperior del pano estructural de este sistema. En este esquema 

Нұяғы?-5 “gráfico” observe сре las "Бпеа&” que representan las viguetas по tocan 
las trabes y que las líneas de las trabes notocan ls columnas Lo anterior 
simboliza conexiones articuladas y/o apoyadas еп rodillos. Por otro lado, 


т 
4 
т %--- 


с 
bl і 
МММ Ь ы 
plano диик ШЇ кісі әмір 
(a) (е 


сі plano estructural trata de representar elementos conectedos fija 
mente, como juntes soldadas en vez de simples uniones atormilladas, en- 
tonces las líneas para las vigas o imbes tocarían las columnas como en la 
figura 2-7. De manem similar, una viga saliente conectada Fijstrente es- 
tarta representada еп h viga superior como se muestra еп ta бешга 2-8. 
Şise usa la construcción de concreto reforzado, las vigas y trabesse 
representan mediante líneas dobles. Por la general estos sistemas están 
conectados fijamente y por la tanto, los ebementosse dibujan tocando 
los soportes. Por ejemplo, el gúfico estructural pera el sistema de com 
oto vaciado en зін de la figura 20а зе muestra en su vista superior 
como en la figura 2-96. Las lineas de las vigas sedibujan discontinuas de- 
bdo а que estin por debajo de la losa 

Las gúlicas e idealizaciones estructurales para estructuras de madera 
son semeja es a 165 de metal. Por ejemplo, el sitema estructural que se 
meta еп la ыша 2-06 representa la consiruección de una viga de 
pared, donde la cubierta del techose sostiene mediante vigas de madera. 
que transmiten la carga алп muro de mampostería. Puede suponerse que 
las vigas están simplemente apoyadas еп la pared, de modo que el plano 
estructural idealizado sería como el que se пика en la бе ша 2 106, 


planu estruci ural lesbi ado 
(8 w 


17 
Figura 2-19 


plano estruc ural desk каа 
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vicaconecioda униле 


Б 


міл &!дө1л 
Figara 2-7 


vipasa ente coneciada Түзежеіе 


vips daba 
Figura 2-8 
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El marco estruclural de ete dadifico con- 
ssle en viguetas de concreto, Шш cuales s 
formuron en e ribo us mio pla ган me ІШІ- 
cas. Estas эриш сетіп кїїсї po- 
sados sobre ім tabes, que қ su ver se 
apoyant implemente eolas (lu пп. 


ба) 


Cargas tributarias. Cuando las superficies planas como paredes, 
pisos o techos están soportadas рот ші marco estructural, es necesario 
determinar la оста en que se transmite la carpa sobre estas saperf miet 
hacia los dersos elementos emnictrales utilizados para Su soporte. En 
general, existen dos formas еп las que puede hacerse esto. La elección 
depende de la geometria del sistema estructural,el material del que está 
hecho y d método empleado parasu construcción. 


Sistema de una dirección. (па losao una cubieria quese apra de 
tal manera que transfieresu caga а dos elementos de soporte mexhante 
una acción en un sado sentido,se conoce como ua sa өт una dirección. 
Рага ilustrar el métodede transmisión de cargas, considere сі siste ta ét- 
truclural quese muestra la башга 2-1la donde |і vigas АЯ, CD y EF 
descansan жїзгє les tabes AE y BF Si se coloca una саг ga unifonne de 
DO Ibipie? sobre la losa,entonces puede suponerse que Н viga central 
С Dsoporta la carga que actúa sobre el des tributaria la cual semuestra 
ол шп sombreado oscuro еп сі planode marco estructural de la figura 
tilb. Por іс tanto, el de mento CP seso mete a un distribución de carga 
real de (300 b/pie?xS pies) = 500 lb'pie,que se muestra en la Ұға ider- 
Krada de la figura 2-11с. Las reacciones sobr está viga (2500 bras) se 
aplicarán después dl centre de las mabes AE (y EF] que se muestrán 
ueadizadas en la figura 2-1 М. S se usa este mamo concepto, 25 posible 
observarcómo el resto de la carga de (а losa se 1rinsmite а dos extremos 
de la trabecen un vélorde 1250libras? 


A F 
— --— 
25 pies 
—+ 
25 0 
сік тетігі; 
lo ый 
а» 
б  --СЕ 
[ати апте: кі а Нева 


{b} 


2500 tb 


1 


— s pes ; $ pies - 


raboldealizada 


Figara 2-11 


Ejemplo de lá сонгы de ша Кщй ел шта ДЇгх 
еп ел оф con estrias de tro que bene ип pito 
de amaret ейсішіз sobre шаа cubierta de motii corru- 
үшін, Seconsidera que la cargasobos кі pcs (гаме 
и les vigas poo а М» tr aber. 


Para algunos sistemas de pasolas vigas y trabes están conectadas а las 
columnas а la тата айыға оты) en Ыы булка 2-1 20, Si éste es el caño, en 
orasivoes la logs también puedercoosidera гэе como una "osa enuna di 
rección”. Por Ejemplo, si A loga ез de concreto con тейь Его еп ыға зоба 
dirección 08 el concreto se vacía en una cubierta de metal corrugado, 
como еп la fotografíñsuperior, conces puede SUponersde untacción de 
transmisión de carga en un solo sentido. Por ot lado, siia losa ез plana 
en las partes Superior e inferior y se refuerza en dos direcciones enton- 
сез es necesario considerar la posibilidaddeque la coga se ANEMIA а 
los elementos de soporte en uo о dos sentidos, Porejemplo, considere la 
ksa y el ріні? estructural de ka Боза 2-125, De acuerdo con el Ameri- 
can Concrete Institute, código ACTAS, si E, > E, ya le relación del 
dao [Ly L}> Z da losa se comportará como na losa «п ыға Шгессісп, 
dado que cómo E, se се más pequeño, las vis АН, CD y EFpropor- 
donas ua mayor rigidez para soportar la carga, 


ішке concraío 
тесте co en dul 
dim > 
тсіміз an immy 
n ала 


Fipa 2-12 
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ESTALICTUAN, ЕА САУА 


реге дме ін boga мл\ш en по 
өсіп sentida, el planoegiriaci pi 
ideal емір тее теде Ls Ly >2 
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panien walkie al iru 
іш 


ИЛЕ pe 
a 
А A 
4 тете тер 
C plano entructural ides liado 7 viga еј cada 
(ы 9 


Figara2-13 


Sistema en dos direcciones Side amado con el código de com- 
стей АСТ ME la natación de soporte ен la figura 2-12) ез (Ef Ly) 5 250 
зарина: que Їн carga 36 traasfiere Alas vigas de soporte y а kas trabes en 
dos direcciones, Cuando se presenta esta situación, B losa se denomina 
loraen des direcciones. Рага mostrar un método mediante el cual pueda 
estudiarse ete (830, consider: la losa cuadrada de concreto reforzado 
que de muestraen la figura 2-136,lacual ещй soportada porcuatro vigas 
еп сі borde.de YD рез de largo: АН. BR DCy CA Aquí Lyi = 1 El 
área tributaria supuesta para lá viga AF debila ah acciónde Та losa сп 
dos difecdones, $e muestra con un sombreado cscuro en la бешга 2-13Б. 
Esta área se determina al construir líneas Фвропајех а 45° como зе mues- 
traen la Figura. Por lo tanto, si se aplica una carga uniforme de ЮО Ige? 
зіме la losa,se obtendrá ши intensidad máxima de (100 lb/pic?KS pies 
= ЖО ріс sobr el centimde la vga AB logue res uta en unadstribu- 
ción de сатра riargular como la que 52 muestra en hi figura 2-13. Рага 
otras geomebriasque ocasionan ізсіоғыз еп dos direcciones, puede am- 
please un procedimiento similar. Porejemplo,si 2.70. = 13 enfonoes ез 
necesaño cons tur heas (гил а 45° como зе muestra en la figura 
2-14. Deesta forma,una cargade 00 ріс” colocada enla losa produ- 
dirá cargas distribuidas стресот y inengulzres en lóa elementos. AB 
у АС гезресп vamente, fguras 2-14b y 2-JAc, 


A 7‹ 
| | 2-1 
+4 pier + pies 
vipa rácalirado vigaldenlizada 
w) [c+ 
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La capacidad de reducir una estructura real в una forma idealizada. 
comose muestra en estos ejemplos, sélo puede adquinirse através de la 
apeñencia. Pam proporcionara práctica a este respecto, los proble 
mas de ejemplo y los problemas a resolver quese incluyen en este librose 
presentaneo foma realista, yel eounciado del problema ayuda a explicar 
cómo pueden modelarse las conexiones y bos sopories mediante los eke- 
mentos enfistados еп latabla 2-1. En la práctica de la ingeniería, si se tiene 
una duda sobre cómo modelar una estructura o transferir las cargas a los 
elementos, lo recomendable es considerar varias estrucluras y cargas 
idealizadas pera depués deeñar la estructura real de modo que pueda 
resistir las cargas incluidas сл lodos los modelos idealizados. 


EJEMPLO |221 


El piso de uo salón de dases debe estar soportado por lAa yigtletas en 
forma de barra como semuestran en la figura 2-15a, Las viguetas lie 
пеп ІЗ pies de largo cada ши y entres centros hayun espacio de 
25 pies. El pisose hará de conoreto ligero de 4 puigadas de espesor. 
кте los pesos de |8 viguetas y de la cubierta de metal corrugado, y 
delerrune la carga que acta lo largo de cada vigueta. 


SOLUCIÓN 

La сатра muertasobree! pisose debe al peso de h losa deconcreto. 
Con base еп la tabla 1-3 pam 4 pulgadas de concreto ligero, 6зіп es 
(8 ІМріс) = 32 ре De la tabla |-4se sabe que la carga viva 
рага un salón de clases es de 40 ріс’ Asi la carga total del ріво es 
de Y Ыр? + 40 грі 7216р Para el Sistema del piso, Ly = 
25 pies y Lo т 15 pies. Como E Ly > 2 la losa de concretose trata 
como una fosa en una dirección. El área tributaria de cada vigueta se 
muestra en la figura 2-156. Por lo tanto la carga unalorme еп toda su 
інкейікі es 


м = 72 hipi (25 pies)= ІЕЙІҺДіЕ 


En la figura 2-15с se muestran 64% carga y 185 rétcciones Emakes sobre 
сайа кірок, 


(м) @ +350 
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EJEMPLO |22 


El echo plano del edificio con estira de antro qué зе milestra ба 
la fotografía está destinado asoportar па сатра total de 2 kN/m 
em toda п superficie, Determine la carga del techo dentro de ta reghin 
А ВСР que 56 trasmite а la viga BC. Las dimensiones зе muestran En 
hbgurs2-16% 


SOLUCIÓN 

En estecaso, E; = my 4 =4m Como yh = 125 < 2,96 іле la 
acción de ina losa еп dosdirecciónes. En La Ндцта 2-1бляе muestra 
Ы carga tributaria a lo lago de сафа vga ёп el borde, donde el frea de 
carga trapezoidal 000 Mn s0mbatudo claro se transmite al elemento BO. 
La intensidad más ala de eta сатра es G Na пў = 4ЕМЛш En 
emeecuencia la distribución de сатдай de largo de BC escomo se 
muestra еп la figura 2-L6b, 


зака 


Figues 2-16 


Exe proeza de transmisión de la carga tributaria данім debe caku- 
larse рага la región а Ін derecha de БС como зе muestra en la koto- 
grafía; además, este carga tombién debe colocarse m AC. Wa а 
siguente ejemplo. 
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EJEMPLO [2,3 


Las mabes de concreto que se muestran en la fotografía dd exacio- 
pandeni para automóviles de pasajeros miden 30 pies y enie sus 
centros hey una seperación de 15 pies. % la losa del p&o tiene 5 pub 
gudas deespesor, está hecha de concreto de piedra reforzado y la 
сира viva especificada es de 50 Ыр {vea Ін tabla 14), determine 
ll carga distribuida que el sBtema de piso transmite a сада iabe im 
ЕГІН. 


SOLUCIÓN 

Aquí L; = 30 pies y Ly = 15 pres. de modo que Lyly = 2 Se бепе 
unaldosa en dos direcciones. De la tabla 1-2 paró el concreto de pie- 
du reforrado, el peso especifico del concreto es 150 lbipie? As, la 
сира de diseño para d piso es 


р = 60 нур 2 pie )+ SOlb/piez = 125 Њуріе? 


Lina carga distribuida traperoidalse transmite a cada babe mtertor 
AR desde ceda uno de us lados. La intensidad máxima de cada 
una de estas cargas distribuidases (112.5 lbypie*H75 pies) = 84375 ріс, 
de modo que en la tabe esta imersidad se convierte еп 2(543.75 
Бріс) = 1687.5 tbipie. нша 2-17b. Nota: Рат efectos de diseño, tam 
Бп debe tenerse en cuenta el peso de la пабе. 
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2.2 Principio de superposición 


El principso de superposición es la base de gran parte de la teoría del 
análisis estructural. Es posible sfemar lo Siguiente: El desplatamierto 
total с las cargas tirierpas (esfcerzos hen ин punto de HNG estructura SOME- 
idas varios cargas enemas puede deserminarse alsumarkos Пезріата- 
mientos o cargas internas (esfuerí os) causados porcade una de las cargas 
externos que аспан por separado. Ра га que еце enunciado ses válido es 
necesario que exista una relación real entre Нв сатраз. Юз еРшет?оз y 
losdespLezamientos. 

Para aplicar el principio de superposición deben imponerse dos requi: 
gos: 


і El material debe comportarse de шы manem clásica lincal, de 
modo que Е ley de Hooke sea válida y por lo tanto, la carga será 
proporcional al desplazamiento. 

2. La geometría de la estructura no debe experimentar un cambia sip- 
nificativo dl aplicar les cargas; es decir, зе aplica la leocía de los 
pequeños desplazaruentos. Sis dan grandes desplazá mienpos, 14 
posición y la orientación de lascargas cambiarán en forma Agmfica 
iva. Lo ejemplo podríaser una Бага delgada en voladizo sometida 
duna fuerza en 5) extremo, 


А lo largo del presente texto deben cumplirse estos dos requisitos Aquí, 
los materiales sólo presentan un comporiamiento lineal elástico y los 
desplazamientos producidos por las cargas по cambian тірті icatiwa- 
mente las direcciones de las cargas aplicadas пі bs dimensiones usadas 
para calcular los momentos de las fuerzas. 


— A 


ТҮТІЛІ 22220 


133335 


Las paredes ішсғайса бс este edificio se utilizan рагвгсѓог- 
таг зо кйгй с ande la comtrucción еі lAsujela afan: 
deacargía йе mentos ғ аса ақи, Lg cuales 96 aplican сп 
ka partes ноута тт ade! ita Enga ardor e 
les se denominan “шшгоа cortan 7. 
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2.3 Ecuaciones de equilibrio 


Ге la estítica. debe recordarse queunña estructura о uno de suzelemen- 
ке está en equilibra cuando se mantiene un balance de fuerzas y mo- 
mentos. En general, esto requiere que se satisfagan us ecuaciones de 
едшівті» de les fuerzas y de los monentosa lo lego de bes ejes mde- 
pendientes asaber, 


EF,=0 YF,=0 EF,=0 ба) 

IM,=0 1M,=0 АМ, -і) 
Ма obstante, las partes principales que soportan cargaen la Mayorla de 
las estructurasse encuentran en un solo plano, y como ls cargas también 
жп соріапагех, los roqusitosanteriora para el equilibrio se reducen а 


ЖЕ, т 0 
УР, = 
EMp=0 


(2-2) 


Aquí, EF, y ЕР, representan respectivamente las sumas algebraicas de 
los componentes x y yde todas las fuerzas que actúan sobre la estructura 
O unode 25 ele mentos, y EM representa la Sima algebraica de los mo- 
menos de estos componentes de fuerza alrededor de un Че que es per- 
peodécular al plano х-у {eleje 2)y que pasan trarásdej punto (©. 

Siempre que se apliquen egas ecuaciones, primero rsñecesaa o dibujar 
шт артса de cuerpo hbre de lrestructure o de выл elementos, 51 за te- 
lecciraa un elemento, debe asíoerxe de sus soportes y entorno раға dibu- 
par sólosu contamo. Es necesario mostar tods las fuerzas y momentos 
de par que actúan sobre el demento A este desperto, los tipos de reacóo- 
nes en dos soportes pueden determinarse usando la tabla2-1. También, 
debe recordarse que las fuerzas comunes a dos elementos actúan con 
magnitudes iguales peroso direcciones opuestasen, los respectivos dia- 
gramas de cuerpo librede los elementos. 

Si es necesario determinar Бе cas internas en ШП punto epedíico 
de un elemento, debe emplearse d método de lay srociones. Esto re- 
quiere hacer ип “corte” osección perpendicular al бе del elemento en el 
pinto donde se determinarán les cargas internas, Después se айа ип 
diagrama de серо libre de cualquier seginento del “corte” del se- 
menty entoness se dererminan las cangas internas a partir de las ecua- 
ciones de equilibrio eplicadasa ече segmento. Por lo general, las cargas 
mterrias que actilan en ІН sercón eten en шіп Perza normal % ure 
fuerza cortante Y y un momento Hexiooante M,como se miestra en la 
баша 2-18, 

En laserción 25 se estudiarán 05 principios de li estónca que se 
emplean para delefminar ls parciones externas sobre Bs езігініпгі. 
Las cargas ioternas еп los elementos esteuciurales se analizarán en el 
espitulo a. 


4? 
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24 Determinación y estabilidad 


Antes de imida el análisis de luerzas de ша esiructura, es necesario cs- 
tablecer la determinación y la estabidad de la estructura. 


Determinación. -=Lasecuacones de equilibrio proporcionan las cor- 
diciones necesarias y suficientes рага el едишогка, Cuando dadas Las fuer- 
тазеп інін estructura pueden determinarse estrictamente а partir de estas 
ecuaciones, la estructura зе denomina emálicamerte determinada. Las ез- 
truclures que tienen má fue газ desconocidas que ecuaciones de equiti- 
brio disponibles se llaman erórcomente indelerminadas. Como теді 
general. una estruclura puede identificarse como estáticamente determi- 
nada o indeterminada al dibujar diagramas de cuerpo libre de lodos sus 
ele mentos,o partes seleccionadas de sus eberentos, pera después compa 
гаг el total de fuerzas de macción y componentes de momento descono- 
dos соп el total de ecuaciones de equilibrio disponibles." Para unè 
ermum copianar esten а lo sueno tres ecuaciones de equilibrio para 
cada parte, par lo que d hay un total de п partes у ғ Componentes de 
fuerzas y momentos de ce:acción. se бепе que 


кш ің esestáticamente determinada 


(2-3) 


Р > inea estíticamente indeterminada 


En particular. a una estroctura es esftáfñicomente indeterminada, las 
canaciones adicionales necesarias para resolver bs reacciones desco- 
noddas se obtienen al relacionar las cargas aplicadas y las reacciones 
топ d desplazamiento o la pendiente en diferentes puntos de la es- 
tructura. Esas ecuaciones, que se conocen como ecuaciones de compa- 
ribilided, deben Бег igues en número al prado de indeterminación de 
ы estructura. Las ecuaciones de compañbibdad incluyen hs propiedades 
geomtricas y físicas de la estructura y se estudiaránmás edelante en el 
сариш JÙ. 

А conin nación se considerarán algunos ejemplos para mostrar la 
forma de dasificar В determinación de una estructura. El primer ejem- 
plo trata sobre vigas, el segundo sobre estrucinsas articuladas y el tercero 
sobre marcos. La clasificación de armad ша se estudiará en el сарша 3 


"Elcrazado de diagramas de cuerpo bre no ов өшіге menta преселат, puerto que Lar 
bién puede haceración “омісо menial” del número de incógritaspara comparado con el 
aúrmmerode ecuaciones de eili brio. 


24 СОстғамлстбон Y тап КЪА) 


EJEMPLO [24 


Usifapecada una de las vigas que зе muestran еп hs Прих 2-19 a 
2-19 como etátcamente delerminada б estiticamente mdeterma- 
пада 53 5сп estáticamente inderermunadas, ncdhque el número de gra- 
dos de indeterminación. Se supone ue las vigas están sometidas а 
Arpstuaemasconcenias que paeden actuar en cualquier hygar de Las 
MAS 


SOLUCIÓN 

Las маз computttas, es deci las de las Figuras 2. [9с у 2-(9d, que зе 
ампроаеп de elementos articulados, deben desensambilarse, Coasi 
dere que еп estos casos Las ferzas de reacción desconocidas que 
adian entre coda elemento deben mostrarse en parejas iguales pero 
opuestas. Еп hs figuras se muestran ke (Бат amas de cuerpo ibre de 
хайа elemento. Despiés de aplicarr = Зп бг = Arse indican tela- 
яғынан resultantes 


Еу ет 
ial t 
к= З.и 1,2 = N) Estálicamente determmats 


{Ы} 


ғ 5.1. 301) Енійсайыпте їйї тениз шінде арм grado 


«Дай». жы 
e Á 


г= и = 2, 6 = 42) Extálicama піс cder mide loa 


== o еі. pl 


r= A - 3н 43 Esasticamente lesleterminsda de primer grado 


Rep. 


Rey. 


Rep. 


Rep. 
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EJEMPLO [2.5 


Clasifique cada ша de lisestructuras articuladas que 5С muestras en 
las figuras 2400 a2-20d como estáticamente determinada o estática- 
тегіс indeterminada. Sí es estáticamente mdeterminada, indique el 
número degrados de indeterminación. $e supone que lis estructuras 
están someñdas a cagas externas arbitrarias conocidas y que pueden 
actuar en соліциег puntode las estructu ras. 


SOLUCIÓN 

La дая сасе de estructurás articuladas ез semejante а la de las 
vigas. En bos figuras se muestran los diagramas de cuerpo hbe de los 
elementos. Al aplicar r= Ал or > 355 mdican das clasificaciones re- 
sua nies, 


E AE 
Ез camente мааны ну 


мета 


ғ=9 а = 1,0-9, 
Escáircamente determinada | Resp 


rel 2, 10 22 Б, 
Exbhiicamente ndolerminadade 
panogami; Resp. 


r-9, 39%, 
мА! кл! та паа Rap 


Figura 2-20 


24 


EJEMPLO |2,6 


СЛавїнүшесайа uno de los marcosque se muestran en lastiguras2-2L: 
ү2-21Ь come estáticiamente determinado oestálicamente indetermi- 
nado. Si es estéticamente indeterminado, indique el número de grados 
de indeterminación. $e supone que los marcos están sometidos а car - 
gas externas conocidas, las cuales pueden actuaren cualquier punto 
de los marcas, 


SOLUCIÓN 

A diaes de bs vigas у hs estructuras articuladas que зепюига- 
ron en dos ejemplos anteriores, los marcos están compuestos por eke- 
mentos que se conectan entre sí mediante juntas tigidas. En Ocasiones, 
los elementos forman circuitos (crujías) imerños como сп la Figura 
2-21а. Aquí АВС forma un «гозо cerrado. Pura сіне саг ests es- 
rudlurases necesario emplearel métodode lasseccones y “cortar el 
arahtoendos. Ғ.пін Ggurase muestran los diagrómas de cuerpo libre 
de las pares seccionadas,de manera que es posible clasificarel marco. 
Тора en cuenta que здо se necesita wu sección através det circuito, 
puesto que dl determinar has mcógastas en Ін seo0ón es posible enooniar 
las fuerzas internas en cualquier punta de los elementos, empleando 
сі método de los secoones y las ecuaciones de equilibrio, En la figura 
22163 muestra un segundo ejemplo de сяо. Si bien el marco de da E 
gira 2-21 no tene circuitos cemados, es posible emplear сі misma 
método con secciones verticales pers clasificario. Бп сйс сазо, ыл" 
biénx puede dibujarsu diagrama de cuerpo libre completo. La dasi- 
cación resuliantese indica сп cada figura. 


¡Tie marco no une сиоитов cerrados | 


t 


F F Е ғ 


‚=, Е-3.18:-%, 
Ели! sere пос iir de я 
eno prado 


ы Hora 2-21 


Октем MACIÓN Y АП бәр 


ғ 


ғ-й,т-1,9>3, 


> 


Ені катет indelerminado de 


теліп grade 


Rey. 


p +4 


+ 


r=14 "4,1% 2-10, 


Ешіпксалыты: омеа етші өніс 
Resp 


шпора 


L 
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ЕЕ. 


„н — 


м, 


ғ, 
терін (хы пм рагі 


Figura 2-22 


E SENA 


Estabilidad. Раа garantizar el equilibrio de unaesiruciora O desus 
elementos, Do sólo es necesario satisfacer las ecuaciones de equilibrio, 
sano que ke elementos también deben estar correctamente Sujetos о Ге5- 
tringidos por 515 soportes Cuando no se han cumplido las condk mes 
adecuadas de restricción pueden presentarse dos situaciones distintas. 


Restricciones parciales Eo algunos сазоѕ, ura estructura О mo de 
a5 elementos pueden tenerprenos fuerzas Teactivas QUe есџасютьеѕ 
de equilibrio a satisfacer. Entonces la estructura se convierte siloen pr- 
damene restringida Рот ejenplo comsidere el elemento de la figura 2-27 
e зы correspendiente diagrama de cuerpo libre. Aquí, ln ecuación LF. 
= О по sr засзѓесћа por ls condiciones de cárgá у per Ю tinio, el eke- 
mento será теве. 


Restricciones impiopias. En algunos casos puede haber tantas 
fuerzas desconocidas pmo ecuaciones de equilibrio; sin embargo, la 
плезгиїн{ йд} ce movimiento de una EStructura O SUS elementos pueden 
desarrollarse debado a h restricción impropia de los sopodes Esto miede 
иги Si todas las reacciones еп los soportes шат concurrerics en un 
punto. Еп la fgura 2-23 se muesica ип ejemplo de ёл Situación. А partir 
del diagramade cuerpo Ше dela ұра puede observarse que la Suma de 
los momentos alrededor del pumo Ono se igual а сего (Pd 40), por lo 
que “presentará гогасібп ajeededor del punto O 

Gua ema ел le cual В restricción impropia солди ala inestabiti- 
del ocurre cuando todas las feerras reactivas son paralelas, Un epemplo 
de елесте зе muestra ёп la figura 2-24. Aquí, cuando se aplica una 
Шшегға inchnada P lasuma de fuerzas еп la dirección horizontal no дегі 


igual а cero. 


ғ 
“0 


ғ“ 


в 
- 


ссюми conc нє» 
Figura 2-23 
Е Р 
РА 
== =! 
А Р є | | 
Ғ, Fr Е 
гамхои paralelas 
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En general. una estruciura será geométricomente inexable —es deci, зе 
moved ligeramente o colapsará— sihay menosficerzas de reacción que 
ecuaciones decquilíbrio;o, Ж hay saficitnles reacciones, 5е producirá ines 
tabifdad sí im líneas de асабп de las fuerzas de reacción se crian еч мт 
реле común с son pardelas еніге si Si la estructura se compone de ve 
поз elementos o componentes, la inestabilidad local de шю o varios de 
estos elementos puede determinarse generalmente mediante inspección. 
Si los elementos forman un mecanismo colapeable, la estructura será 
inestable, A continuación se formalizarán estos enunciados pam ша es 
rc fura coplenar оог п elementos о componentes y ғ reacciones desco- 
pocidas. Dedo que hay bes ecuaciones de equilibrio disponibles рага 
cada elemento о componentt,se hene que 


е Зи ts inestable 
r=3n  esinestablesilareacciónes de tos 
element oss0nconcurrentesoparalelos 


o algunos de los componentes богспап un 
mecanisme cols able 


Si la estructura es inestable, no importa 9 es estáticamente determi- 
nada о indeterminada. En todos los casos,ese pode Estructuras debe 
evitarse en la práctica. 

Los siguientes ejemplos ¡hustran la forma en que las estructuras о wus 
elementos pueden clasificarse como estables o inestables. En el capítulo 3 
зе analizarán las сети ситах en (а Юта de шы armedura. 


Elfos сп К perae шато 
popoom soporte eral con- 
їгвё! mento y sopone vertical de 
las tubes del pio. Сбт dl 
wo de la lechada de conorcio, 
que іс aplica par нні сі вссго 
№ йш gue perdia qu rigidez en. 
сано de presentare un юс, 
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EJEMPLO [2,7 


Clasifique cada una de las estructuras que se mues iran en la figura 
2259 12-25 comoestabke o inestable. $e supone que ls estructuras 
están sometidas a cargas externas arbitrarias conocidas. 


SOLUCIÓN 
Lis esteicioras зе cdisifican de la manera máicada, 


a 


. 21 


Ғаұаға2-25 
El elemento е5 estable pedo que las reacciones noson concurrentes 
ol paralelas También es estícamente determinado. Resp. 


El edenenta es estable puesto que las tes гевссісаіез зоп CONCUITEN- 


lesco A Resp. 


La мра 65 ёме puedo que lastres reacciones son paralelas Resp. 


! 


=== | 
y 28 
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La estructura ез estable puesto que ғ = 7, п =3,por lo que según la 
ecuación 2-4, -< dm 7 < 9,Además, esto quede observarse por inspec- 
ción, ya que АВ puede desplazarse horizontalmente sm restricción. 


Нер 


24 ОТАМАН Y ТАП КЪА) 5% 


| PROBLEMAS 


2-1. La esruciura de acero зе иял раға зов спет una 
losa de concieto de pedra reforzado que seemplea ап 
unaoficina. La losa Dene 200 mm de espesor Dibuje hs 
гағдазцие adiar a lo largode los clemente BEy FED. 
Comidere а = 2m p= 51m Supera Vea las tablas 
1-2y 14, 


2-2. Rewetra сі problema 2-1 сопа = 3m,b = 41, 


HA El usema de рік? empleado езі un аша consiste 
en una losa de concreto de piedra геи de 4 puga- 
дах Dibuje les cargas que асібап a lo largo de la vigueta 
БЕу la ta be latesal ABCD E, Considere а = 10 pe, 
b = Mpies Sugerencia: Vea tas tablas 12 ү1-4 


“2-4. Resuetva el problema 2-¿con а = 10ріез, В = 15 
pica. 


2-5. Қсыеһа d problena 23 cona= 75 piesó = 20 
pies 


2-6. El marco seusa рата soportar un piso de madera 
de 2 pul gadas de espesoren una vi vienda reside pci al Di - 
buje las cargas que асал aldo lego de los elementos 
Oy ABCD. Considere =53pies,b = 15 pexSugrren- 
аа:Үез las tablas 2 y 14, 


27 Resuelva el problema 26, сопа = A pie, b = Е 
pies 


"1-8. Remeha cl problema 2-б.соп t = 9 pies yb» 15 
pier 


1-9 Га еяпыала de acero зе osa рага tar una 
ksa de conceto de piedra reforzado de 4 pulgadas, la 
cualsustiene плас argaviva uniforme де 5001b*pie” Di- 
buje Las cargas que асбап а Іо largo de los elementos 
REyFED. Conmde re b=10 pies ya = 7. 5 pies Suge- 
rencia Consulte la tabla 1-2. 


2-19.  Resuelva el problema 29,00n В = 12 pes =4 
pies. 


5% CarÍTULO € АМАС1515 DE ESTRUCTURAS ESTÁTICAMENTE DETERMINADAS 


2-0. {аыбдие саја unade las estructura o0mo 53 tá- 
ticanuente determinada, estáticamente indeterminada O 
inestable, Si es indeterminada, especiique el grado de 
odetermináción. Los sopor їн o ссное к н Мур. debensuje- 
1агче а Ке зарнаа indicados. 


"2-0. Chaque cada ило de 105 marcos cooro eg LAH - 
cemente determá nados о indelerminados, Sies indeter- 
minado, especifiqueel grado de inietemonación. Todas 
las juntes intercias йіп conectadas fijamente, 


Prob, 2-11 


1135. (акі пе ende na de laseri рсптазсотрехій- 
ticemyente delerminada, estáticamenle indeterminada, 
edable o пизізі Ме. 9 ек indeterminada, especifique d 
grado de indeterminación, Los soportes о coneriones 
deben Melarse а los SupiLestos indicados 


H 


“3 
Prob. 2-13 


1-14, (Паво ое cada una del нзезітікішгав como etd- 
ticamente delemmiida, estáticamente ¡odelermida 
езе o inestable, S еҙ і esperige d 
grado de indeterminación. Los soportes © conexiones 
deben sujetarse a 105 supuestos indicados. 


жтікссімзіп 


пи 


(а) 


qe) 
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(e) 
Proh 2-14 


245.  Claubque cada una de [аз езігцстигах como esti- 
Aicamente determinada, etóticamente indeterminada о 
тена ble. $:  mdelermmada, e«peciñique el grado de 
indelerminación. 
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"Hó Clasifique ada una de las estructuras сого 
estéticamente determinada, eXfticamente indetermi- 
da o inestable, % es indeterminada, especifique el 


grado de indeterminación, 


te) 


Prob. 1-16 


2-17. Ciaafiquecada una delas estructuras como esiá 
ticamente debterminada, cstíticamente indeterminsda, 
estable o inestable Si es indeterminada, especifique el 
gradode indela minación. 


la 


to 


Frob. 2-17 


295 Алксасон DELAS ECUACIONES DE ЕСІ. НИН 


2.5 Aplicación de las ecuaciones 
de equilibrio 


En torma ocasional, los ebementos de una estructura seconectan емге sí 
de modo que las juntas pueden asumirse como articulaciones. Los mar 
cos y las armaduras рага construcción son ejemplos iípicos que sucken 
formarse de esta manera, Si una езігісінга coplanar articulada está bien 
restringida y пофопбепе ningúnsoporte о elemento adiciona] necesario 
para evitar el colapso, hs fhuerzasque aciósn en das juntas y sopornes pue- 
den determinarse mediante la aplicación а coda elemento de las tres 
ecuadooes de equilibrio (ZF, = DEF, = 0,24 = 0) Es comprensible 
que, una vez que se hayan cabculado las fuerzas en lasjunias será pose 
determinar el tamaño de los elementos, las conexiones y 108 зорепезооп 
hase en lasespecifiracionesde dos códigosdediseño. 

Рага Шаг d método de análisis de fuerzas, considere el marco de 
tres elementos que se muestra еп la брига 2267, el сца! está sometido а 
Ы cargas Р, ҰР, En la fgura 226b se muestan ls diagramas de 
cuerpo libre de cada elemento. En total hay onewe incógnitas, do єп 
baña, puedeo escribirse meve ecuadones de equilibrio, ts para сайа 
elemento, poc lo que el problema ез cudricamente dererminado, Paca la 
solución real tonbién es posible, y tonveniente a veces, considerar una 
porción del marco o sotojalidad al momento de aplicar alguna de атах 
meg ecuaciones. Por ejemplo, ёп la figura 226r se muestra Un diagr ma 
de cuerpo bre de todo e marco. Se podrian determinar las itea геассіо- 
пез A, A, y С, sobr este sitema articulado “rigido”, para después апл. 
lizar des de cualquiera de ía elementos, Daura 2-266,y obtener las otras 
seis incógnitas. Además, las respuestas pueden comprobarse, en parte 
mediante la aplicación de las tres ecuaciones de equilibrio en el “tercer” 
elemento restante. En resumen, este problema puede resolverse al egri- 
burn máximo de nueve еспасышез de equibbrio Usando diagramas de 
cuerpo libre de cualesquier elementos ұй combinaciones de elementos 
conectados 5156 espriben más de mewe ecuaciones, habria redimadancia 
abre las mueve ecuaciones отла y algunas de éstas sólo servrrian 
рага comprobar resultados, 


в, a A, 
sf ge ja 
т; 
E, п 


іш (Ы 


“у 
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Consdere ahora гі marco de dos elementos quese muestra en la fi 
gua 2277 4gquí, los diagramas de cuerpo libre de los elementos mues- 
tan ses incógnitas, figura 2-271Б sin embargo, es posible escribir sas 
ecuaciones de equilibrio, mes para cada etemento,por ta que de nuevo dl 
problema es estáticamente determinado. Al igual queen el caso antia, 
también puede emplearse un diagrama de cuerpo libre de todo а marco 
рша шпа parte del ап]вїз. figura 2-27c Aunque. сапы зе muestra. el 
marco bene tendencia ај colapso 9 посцегіа con sus soportes, al girar 
sobr la articulación en А eso по ѕасефегі puesto que el ste ma de 
fuerzas que actúan sabre el mato lodavía pueden mantenerlo en eguili- 
brio Por lo tanto, siasise desea las зсіз incógnitas pueden determinarse 
mediante la aplicación de les tres ecuaciones de equilibrio a edo сі 
marco, Figura 2-27с.у también al apicar estas ecuaciones в ипо бе sus 
беттин оз. 

Los dos ejemplos anteriores muestran que siune esicuctura età bien 
soportada y 00 conbene ningún apoyo o elemento adicional que sea ne- 
cesario para evitar el colapso, el marcose convierte en estáticamente de 
terminado y por lo tano, las fuerzas desconocidas еп los soportes y 
conexiones pueden determinarse a partir de las ecuaciones de equilibrio 
aplicadas а cade elemento. Además, la estructura se mantiene рїп 
{по colapsable) al retirar los soportes (figura 2-26c), lastres жассікмісі 
en los sopores pueden determinarse medisnte b aplicación de las tres 
ecuaciones de equilibrio a toda laestructura. Sin embargo, si la езігісі ura 
по parece ser rígida (colapsable) después de retirar los soportes (Bgu- 
га 2-20) зегі necesario desmembrar la езітікі ша y considerar el equili- 
briode los elemeniós individuales а fin de obtener suficientes ecuaciones 
para determinar tod las reacciones en Ке soportes. 


25 АысАСӨОН DELAS ECUACIONES DE ЕСИ. ЕН 


| Procedimiento de análisis 


El siguiente procedimiento proporciona оъ método para determinar las reacciones en 145 
juntes de estructuras comp estas por elementos articulados, 


Diag amas de cuerpo libra 


в Desensamble la estructura y Фе un diagrama «de querpo Hbre de cada elemento. 
Adenás, puede ser conveniente complementar el diagrama de cuerpo libre de u ele- 
mento con гі diagrama de cuerpo Ірге de toda h et rucira. Con еже скарпита єз po- 
sibie determinar todas © algunas de las reacciones en los зор. 

Recuerde que las fuerzas de reacción comunes А dos elementos ación con magnitu- 
des iguales perocan direcciones opuestas en los respectivos diagramas decuerpo libre 
de loselementos, 

Deben ientifiicse todos Ке elementos de dos Ветах Sobre ess elementos, inde- 
pendientemente de su forma, 10 actúan cañas externas y, por 0 tanto,sus diagramas 
de cuerpo hire 56 repteserdan 000 Las fueras colineales іліге pero opuestas ас 
tando en 915 extremos. 

En muchos casos es posible establecer por inspección del sentido correcto de la flecha 
que indica la dirección de ши fuerza o momento desconaocido;sin embargo A esto pa- 
rece difícil, el sentido de la fuerza puede mponerse arbitrariamente. 


Ec ени de equilibrio 


+ Cuente el nimero total de incógnitas para asegurar quese pueda скгісрг ип númera 
equi valente de ecuaciones de equilibrio para au solución. А excepaón de los elemen- 
tos de dos fuerzas, recuerde que generalmente pueden escribirse tes ecuaciones de 
equilibrio pam cada elemento. 

En muchas wasione la solución de las incógnitas será sencilla, si Ін eoación de mo 
mento 32M, = (ве aplica alrededor de vo punto |Ә que se encuemre en La intersec- 
сн de las ficas de acción de tantas fuerzas desconócidas спир чен posible, 

Al aplicarlas еспасюпевде битга УР, = Пу ЎЕР = 0,oriente ke ejes x y ya lo lago 
de las lineas que ofrecen la reducción de Mierzas más simple en SUACOMPpOentesa yy. 
Si ka solución de la ecuacionesde equilibrio proporciona ima magnitd pepaliva pera 
una fuerza o momento desconoddo, esto indica que el sentido de la fierza ©З opueno 
al que sesupuso en el diagr ama de cuerpo lire. 


о 


EJEMPLO |28 


CarÍíTULO € АМАНЫ СЕ ESTRUCTURAS ESTÁTICAMENTE DETER МІМА DAS 


Determine las reacciones sobre la viga que se muestra en la figura 2-25. 


— (0 pier —A нез 7—7 pu — — 


[EM а 
+ ТЕР, = ТІ; 


а) 


EJEMPLO ¡2.9 


LON hl? щ = БОЕМ 


«ЕЗІ 


E kN/m пй = 


Pigura 2-28 
SOLUCIÓN 


Plagrema de cuerpolibre. Comose muestra еп la figura 2-28b.la 
fuerza de 60 Е зегезшеіге еп as comporneptes х у к Por otra parte. 
la línca dimensional de F pesao es necesara pueste que иа MOMmenio 


de рж es un vedor Піғе y por da lato, puede acluar en са тет 
рана de la viga рага los fines de ic uiar Las reacciones externas 


Ecua clones de «equilibrio. А) aplicar las ecuaciones 2-2еп una se- 
cuencia y al emplear los resultados calculados previamente,se ene 


ҮР, == 47005607 A, = 30.0 


-Ннеһ80%10) + “йс 60" (1) + ЯД) – 50 = 0 A o=38,5k 
sen ЯР + 385 + А, =й Да 13,60 


[эелеттїпе las reaccionessobre la viga quese muestra еп la fgura 2-29 


SOLUCIÓN 


Diagrama de cuerpo libre, Comm se muestra ёп В figura 2-29b, 
la carga trapezoidal distribisda se divide en una саган triangular y una 
сира uniforme, Las drem bo el triángulo y el rectángulo represen- 
шп las fuerzas resftantes. Estas fuerzas actilan a través del ceniroide 
de aus áreas correspondientes, 

Ecua clones de equilibrio 

LEF, =Q А,-0 Rap. 
+EF,=0, 4,- 80 – 60 = 0 А, = 120kN Ra p. 


РЕМА = 0 -68Ң4)- 6016) + M, =0 М, =600kN-m Rap. 


85 Амшсасон DELAS ECUACIONES DE РСТ ЛЕА 


ЕЈЕМРІО [2.10 


Determine las reacciones sobre la viga mostrada еп la figura 2-300. 
Supooga que A esunaaribculación yel soporte еп Я es unrodillo(su- 
perficie lisa). 


SOLUCIÓN 


Diagrama de cuerpo bre Como se muestra en |н figura 2-H06,el 
жроге (“rodillo”) en F gere una fuerza normal sobre la viga en su 
punto decontado. La líneade acciónde esta fuerza está definida por 
d triángulo 3-4-5, 


Есласісены de equilibrio. А descomponer Ny Сп5ИЯ componen 
BSI y yy Aastirnar los momentos alrededor de A se obtiene ша soit- 
0 decta раға №. ¿Por qué? Coneste resuliado es poble obtener 


HEM, =0, —3500(35)+ (2) 04) (EW a(10) =0 Кер 
Na = 1331.516 = 133% 

EF, = А, – (13315) =й A= 107k Resp. 

HEF, =9, A – 3500 + 01331,5) =0 — 4,.2,70k Rep 


63 
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EJEMPLO [2.11 


La viga compliesta quese muestra en la figura 2-3la está ща еп A 
Determine las rescctones en А. By CSuponga que la conexión en Y 
у es unaanticulación y que C езип rodillo, 


CAT 


A аала... 
| рана) 


(а! 


"ут 2-51 


SOLUCIÓN 
Diagramas de Cutrpo libra En la figura 2-316 se muestra el dia- 


gama de alerpo libre de cada segmento. ¿Por qué este proble ma 85 
Stálicamente determinado? 


НИНЕ 


м. і ====== = Lo. 5000 (5 : жә 
= жесем) Е Р 


с, 


гы 


Ecuaciones de eguillbrio. Hey зак incógnitas. Al aplicar las sas 
ecuaciones de equilibrio y emplear los resultados calculados previa: 
mente.setiene 


Segmento НС: 
{+ЕМ, =0 -6000 + 8,(15) =0 в, 4001b 
+ÎZF ek —400+C,=0 C,=4001b 
EF," Ж =0 
Segmento АН: 
Мат М, — 800010) + 400(20) = 0 

М, = ТӨ pie 
+TEF,=bh A – 8000 + 80-0 А = 7.6 
LEF, "0 A,-0w0 Агт Ù 
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EJEMPLO [2.12 


Determine las componentes borizomial y vertical de reacción en las 
amiiculaciones А A уС del marca de doselementos quese muestra en 


ll беша 2320 
к „ак 
N „ЇШЇП | 
PTA H 
ӛт „вт 
Fd | 
4 | 
1—8 е] ы 
a 5 Н __„ 
A 
й, І = t- 1m-——im -- 
ES 158 в G 
Se A, аф. ө 
{ ? т — —- 
A, 
Figura 2-32 
SOLUCIÓN 


Diagrames de cuerpo Пого. En la figura 2-25 se muestra el dia- 
grama de cuerpo libre de cada elemento. 


Ecuaciones de equilibrio. La aplicación de les seis ecuaciones de 
equilibrio en lasiguiente secuencia permite una solución directa рага 
cada unade lassei incógnitas. 


Blemento НС: 
(КҮМ = O 8,2) + 61) =0 В, = 34N Res p. 
Elemento AR: 
[EMH „= 0 52) – 2} + 8,15) =0 B = 4Л7ЕМ Rep. 
BEF, = 0 Ap+ti(8)-14.7=0 A, = 987 AN Rap 
HEF, =0 A -$(8)- 3-0 A,=9M0kN Resp 
Ek mento HC: 
АЕР, ті; 147-C,=0 С, = МТЕЧ Esp 


+IEF, =% 3-6+C0=0 Сут ЗЫМ Rep 
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EJEMPLO [2.13 


El lado de la construcción que se muestra еп la figura 2-33 ела 
sometida а una carga de viemo que oca шы presión uniforme mo- 
malde 15 kPa sobre el lado en barñovenáo y una presión de succión de 
5xPa en el lado en sotavento. Determine las componen es horizontal 
y vertical de la reacción en las conesones articuladas A В у Сеп el 
arco а dos aguas que da soporte a la construcción, 


SOLUCIÓN 

Como la caga está distribuida uniformemente, el arco central a dos 
Ардақ soparla una сара due аса sobre las paredes Y el techo de 
área inbularia que se miestra con un sombreado селип. Eso repre- 
senta una carga distribuida uniforme de (15 Юп) 4 m) = 60 kN/m 
enel lado de barlovento у(5 ENim МА m) = 20KN'm en el lado deso- 
tavento, figura 2-34b, 


2.5 APLICACIÓN DELAS ECUACIONES DE РС. НИН 


Disgrermnas de cuerpo Mbre. М se simplifican Ех cargas distribui- 
des, los diagramas de cuerpo Иже de bdo e maro y cada una de sus 
partes жоп como se muestran en la figura 2-33c. 


ТЕЧ 513 ЖУ, ИШ 
4% асым в. 
| iim 
— AAN ЗЕРЕ + 4 


Ecuaciones de equilibrio. 1а solución de ecuaciones simultáneas 
зе суйа a aplicar las ecuaciones de equilibrio en la secuencia si- 
piene y usando los resultados calculados previamente, * 
Marco completo; 
HEM =O (180 + 60)(15)- (2546 + $4. O]cos45"(4,5) 

- {294.бзеп45")(1.5) + (84.Әзеп457)(4,5) + C,(6] =6 


€, = ЭЛЕМ Resp. 
+TEF, =Ф@ -д, - 2546 жеп 45° + 8485еп 45° + 2400 =0 

A, = 1200 kN Resp. 
Elemento. AB: 
(ҒЕМ, =% -A (6) + 1200(3) + 180(4.5) + 2546(2.12) =0 

A, = 2850 KEN Resp. 
ЖУР, «(ір -2850 + 180 + 254600545" - Б, "0 

В, = 750 KN Rap. 
HEF а, —120,0—2%4.6зеп45°+ H,=0 

8, = ЖИРЕМ Кезр. 
НетепоёВ#: 
DEF. = -С,+60+В84.0е45°+730={) 

C,=195 0k N Rep. 


“Біреімісене Larabién puede resol yene al aplicar Інісін кешеш neede ерші ШЫ sho 
эк dos chemen ios Sim Бе 80, ға сше Шр somar prime то loa Мове al- 
rededor del punto А жо bre el elemento АЙ әрә іп Шііме almiementa 
СЕ е ама manera regulan due pousciones que de ben теңізіне bre men be 
рап пілгіші ҰЙ, 


ы; 
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REPASO DEL CAPÍTULO 


біресе А mentido se supone que los elementos estructurdes de breen ireomicuidos medie ас: ө entre 
ellos puede ocurricuna rotación relativa leve y que debenestarcoo e ta Юл mate | :sibiaciónno es posible 


conan “mintada” tipica (de metal) mación “fija” tipica (de metal) 


E.sirecierasid ca tadas — Cuando еге АНТЕ pros tos acerca de soportes y беян эс, dl contader ar por ejemplo que son 
пы ЕН, articnlacioneso Bes, Jas elemen іса pueden represertarie como Hineas,por lo que ез posible establecer Un modda 
кісім que puede usario en dl апа. 


O ШЫН 


viga real viga Мей 


Læ cargas шага sobre losas puedendeterminaroc al clasificar en primer iugar, lalosacomoen unadire ción o еп dos 
direcciones Comore від general si Ly la ¿dimensión más gr ande у LL >2la losa se comportará comouna Ísaen 
љафс. Si E E Ha logase comporiaricoma una losa en dosdirrociones 


hiscción de una kria en Una la ación de ime kra en dis 
«шекелі de гынгісііксі h носеа regias Guo Ly /£, 2 


Arraso (На сағтао 89 


Pela! ip дета perposición 1 ля сагаа о los desplaramie ptos pueden sumarse sempreque e materia] sen elástico lineal 
тәне sólo ocurra pequeños desplazamientos de la cotruciura. 


Еф фо — Lasstructusstitcametedererrinadapledennalirarseal зотга аг se y al aplicar las ecuaciones 
de equilibrio а сайа elemento. El análiscde па estructum estticame mte delerminada requiere, primero, dihar el din- 
тата de антро Изге de todos lose kescatos, рага després aplicar las ссиясхымз de equilibrio a cada етаго. 


Еф тст) descuaciónes de equilibrio para kar elementosde una estructura ез іл, бзінгмигисішя tiener пежофо а, cn- 
поа estructuraciad Acamernte Серін а 


га An 
ұстшасателы indeterminada si 

ғ> 3и 
Elnámero adicional de ecuaciones srcosarín раға obtenerla solución ке соим como el grado де indeterminación. 
Estalla —SibaY menosreacciones que ecuaciones de eq uilibrio, e Moares estructuras егіле е porq ue езй res 


iringi parcia тке пе. También puede presen LA ret una nesti 5 ааа de Dida a las est dci nea р гар las, si las Наа dee èc- 
ón de la reaccioncason concurre пісе eo ua punico paralolanentre El, 


Й. 


озассістеяригиіе Las 
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| | PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


Fi- Ост komprenis horimeial y vertical de Ғ2-4. Determine las componentes horizpotal y vertical de 
5 ы reacción en Lis arbeilliciónes A,R y €. а reacción enelsopone de rodillos A yenelsopos те Bo E 


MIN у 


p ta 4e] 


ІЕ2-5, Determine Ls componentes попрошу vertical de 
la reacción en las articu ізсіз pes A, В y С del marco de dos 
pementa 


FL Feee ls (роп оттоп! y vertical de 
la reacción en las articulaciones д Ey E 


122-65.  Dictermiss ha compone n tes de larescción en e lar- 
porte de rodea A yen la articulación С. Башга E está 
ожестікін Fa muro e 


Е2-А. Dictemmainc las com ponentes horion Lal y vertical de та" 


la reacción ен іш arc conc 4, Ну”. 


n-3 


Расжма 5 PLUNDAMENTALES 71 


Е2-7. Oey rminc com peng mes ні говйліууегтісіі de Е2-9 Determive lscomponentesde la rescción en elso- 
hirescción en lesa rticu lacio пех A. Ay D del marco de tros porte прю D yen Las articulacionciaA, Fy C delmarcade res 
elementos. La juma еп Cesti caeca fijamente. elementos. Mo tome en cue па еі espesor de loselemenica 


03 dh pue 


Е2-8, Dale rmine las componentes de la сас сп d so- F30. Гм тше las componentes de м Жакил en el eo- 
porte fo D усо las articulaciones A Ж yC delmarco demes porte бю D y en læ articulaciones A, В y C del marco de tres 
dcmenos No lome encuenta d espesor de Шеп. deme aos. No tome encuenta el espesor de los thonen 
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PROBLEMAS 


HE Detenminelas reacciónessobre avga Notome іп 2-0. Determine Lis resccionesentis soportes A y В de la 
2 пешая espesor. ga Com puesta Supenga queen С hay una articulación. 
2-19, Determine las reacciones sobre la viga 2-22. Determine des reacciones еп lód soporiesA. E D 
yF 
sà 
A ^ 
„эж |, =! ТЕ ЕЁ, 
pls E cp реро 
Proh. 2-19 Froh 2-22 
42-20. Detormino las reacciones sobre la viga 243. La vigpacottipoest se sostiene medianteuna artici- 


lación en C y ешё apoyada sobre шз rodillo ena y A Hay 
una bisagra (irticulación) en Al Determine Іш reaccion ta 
гт. soportes No (қаты: en cuentas lespesor de la viga, 


Рвовғмаз 73 


“%2-М. Determine las reacciónes sobre laviga. Puede э 2-17. La vigacompuesta está fija ел Ay зе ын сї me 
dime uncoscilador еп Ну C Hay bisagras (ат іск 


ponerse que el soporte en A esun гой. 
en ly £. Ù ete mie las resccio пек e n dos sip оа шта. 


Ы 


Ikipe 


A ЭШЕНИ 
Proh 1-24 


2-15. Daermiac інігідссітек enelso p эйе хо С y enel “128 Determine las reacciones en los sopies Ay E 
Lascubieraa CD DE, EFy FGdelpeo transmiten Sus car- 


soporte аг А. Supon saque іа junta кп Н ей cone 
ШыйаПапмептё. қаза la mibe sobresoportes Нә. Supo пра que A ез Un ro- 
dilk у que E екипа articulación - 


2-19. Derermios lasresccto nen enlos ro portes A у E dela 


1-6. Determinetas rescclonies e піса ropa t A y E de la 
vigaconprrelta Нау una articulaciónen С. 


armadura, La саг ga distribuida escausada рог el viento. 


7А Сарїтш© 2 Амди СЕ ESTRUCTURAS ESTÁTICAMENTE DETERMINADAS 


2-М. Dejerminciasre кәсіп пез еп los soporta A y E de la 2-33. Determine іш componentes horizontal y vertical de 
viracompuesia. Нау una articulación en C lg reacción quescióa en іо воро Ay E 


2 Nm 


L—— óm „—. 


2—30. Lúvriga енінтппе tic ші las dos саг pas concen rd йй 
como зе muestran еп ш figura S sesupone ques el cimiento 
кетсе иша disiribución de carga que уана linealmente en сі 
bido, dalermane las intensidades de carga м y мл M00652 - 
газ рага d equilibrio (а) en témnos de los parime tos 
mostrados, y(b) considerando Р = 5016.7. = 12 pies. 


2-34. Determimelts reacciones ene lsopo пе Bo A y em el 
sporte articulado # La junta m € está concctada fje 
menta, 


%2-3% La pma sispericial se цен рата rostene г Una 
pared corta de su borde А domaner асе Сыа ШЕ pre- 
són undorme del нікі debajo de la mpata. Determine lat 
cargas uniloementente distribuidas wa Y Wẹ medidas т 
Безо Бг інші ана іші үЙ.пёсеъагын рага ¿0 porlar 
as fuerzas de la prod de НОО У20 000 libras. 


20000 Tb 


езт 


PROBLEMS 75 


2-35, Determine las reacciones оп los soportes A y Л, 2-7 Debermine les componentes de Fuerza horizocial y 
vertical еп las articulaciones А ү E de | marco de deí e la = 
mentos 


AN sm to 


"1-56. Deacemine las componentes hoitoa tal y vertical 1-38. La grúa de parod soporta una carga de 700 Ib Te- 

dela reacción еп kssoportesA y 8 Supongaque lasjuntas Ermine las componentes horizontal y vertical de іш resc- 

еп Cy D am conexiones jas. ción еп Пал аг ныг. A y D, A de MAS, y СА es la fuerza 
delcabieen W sujercal malacate? 


Th Гарітло2 ANÁLISIS СЕ ESTRUCTURAS ESTÁTICAMENTE DETERMINADAS 


2-39. Determinelasf агт дкгезш тез eola qu tica LA cio 
пез Бү Cobre el ele mento АНГ marco de cuatroe e- 
mentos, 


Г — а 
I | me Ep Ape 


2-41 Dew rmine les repociones verticales y borrontales 
en цз сопе A y СОЧ marcon боз AGUAS Suponga qUe 
A, By Con conexiones articuladas. Las cagas concentra- 
das, Ом) D y Е зе aplican ен forma perpendicular а 1а 
юй central de cada mabe. 


244 Determine las reacciones en los soportes A y D 
Suponga que А está Пісу que Б.Су D están articuladas 


2—4. Determine ls cemplonentes horirortal y vorticalde 
larescción en A, E у ГУ. Suponga que el maro está ariicu- 
ladoen AC y D.yque һау una juntaconectado штаты” 
mË. 


HA Detinee componen мея borinta y verticalen 
A By C. Suporga que аітагсо está асшы enosaos 
pma Las juntas en D y Ё еп софе жі fijamente. 


= 
ple 


—_{ 


2 


> ) 
LS курде 10 pias 
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“2-44. Dicienmine ЇвзгейссЇб!®® m юз sopre Ау Б. 
Газ juntas сп C уел conocada штел. 


IUEN ån 


ры... ЦЫ 


Proh 2-44 


| PROBLEMA DE PROYECTO 


HF El puente ferroviario de caballetes q ше se m шета 
en la fotografía бе sostiene mediane pilas de conre Te 
brzada, Supoñ КЕ que las des тіке literales senplemnente 
apoyadas la base de lavia y los doscarniles, himen шп peso 
de 03 Ері y que la carga impuesta por un tren es de 72 
тле (rea а figura 1-11), Cadaviga бепе ре de largo, 
Aplique lacar ga зобсе todo A puente үдейкете іле la PTER 
de compreñón ел liicolum nas de cada pila Рага clan dada, 
2 ponga que lod as las Juntasestón articuladas Y 00 tome en 
cuca elpesade lá ра, ¿Estossupuestoa ion ТЕШЕР? 


Probyprnia edo 2-1P 


Las fuerzas тп dos de mentos de este puente posden analizarse aplicando el 
métodode los nodos ael método de las senciores. 


Análisis de armaduras 
estaticamente 
determinadas 


En este capítulo se desarrollarán los procedimientos para analizar ағ 
mechas estáticamente determinadas sguendo e método de los 
nodos y el de les sacciores. Sinembirgo. primar se analizarán lade- 
terminación y lá astabiódad de una armadura Después se considerará 
el anábsis de tres tpos de armaduras planas: simples, compuestas y 
complejas. Por Што, гі fina del capitulo Se realizará el análisis de 
ила armaduraespacial 


3.1 Tipos comunes de armaduras 


Unaermadura es опа estructura compuesta de elementos delgados wii- 
dos еп 25 extremos. Los elementos quese цев comúnmente ел la cons y q o, 
trucción consisten еп ригівіез de madera, barras de metal, ángulos о 
canales. Las conexiones en las juntas suelen formarse & empernar 0 sol 
der ks extremos de los elementosauna placa común, llamada placa de 1 
empalme Como зе muestra еп la figura 31, о simplemente pesando un 
pero о un pasador de рио tamaño а través de cada uno de los elemen- A 
се. Las armaduras planasseubicanes unsoto plano y a menudoseem- ; М... - 
екін Р | са п зс ША аниси 
калаи руун шини: 1 сла a ыы” 
ha елгікішдісил тым des pue 


ҒА 
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Armaduras de techo. Las armaduras de іссһозе suelen utilizar 
como pare de im marco de construcción industrial, como а que se 
muestra en la figura 3-2. Еп este caso, [а carga del techo se transmite а la 
armadura en las juntas a través de una serve de largueros. La armadura 
de techo, junto con sas columnas de soporte se denomina cobalere, Рос 
lo general, las armaduras de techo se sostienen tano por columnas de 
тіста. acero o concreto reforzado,opor пес de muros de mampos- 
sería, Рага mantener @ caballete rígido y por ію tanto, capaz de resistir 
bs fuerzas horizontales del viento, en ocasionesse шап esquineros en las 
columnas de soporte. El epacio entre dos Caballetes adyacentes se co- 
noce como bahir Las bahías están económicamente eipactades а UNOS 
15 pies (4.6 ný рага clarosalrededor de 60 ріне (18 m), y cerca de 20 pies 
(61 пй раға cEros de 0 pies (30 п). Con frecuencia, las bahías están 
unidas entre d mediante refuerzos diaponales a На de mantener la rigi- 
dez de la estructura del edificio. 

Las armaduras empleadas para soportar techos se seleccionan con 
base en el darc, la pendiente y el material del techo, Algunos de los tipos 
de armaduras utilizados con mayor frecuenciase muestran еп la башга 3-3. 
En particular, la ermadurade tijeras, figura 3-39, puede шаге para cla. 
ros cortos que requieren un espacio superior. Las armaduras Howe y 
Pratt, figuras 35 y decae san рага techos de claro moderado, aproxi- 
madamente entte АП рде (Ë пў y 100 pies QU mh. 9 зе requieren darog 
más grandespara sostener el echo pueden emplearse las acmaduras de 
abanico о Fink figures 3-Шіу 330 Esas armaduras pueden construirse 
сай ma cuerda mierior convera, como La que зе muestra еп la ға 3-35 
Ši se selecciona un techo paño оса paie a menudoseyss A arma 
dura Warre п, Figura 33y, Además das armaduras Howey Pratt también 
ptieden modificarse para techos planos Las armaduras de Serra, брига 
3-3, suelen emplearse dende el espacio emire columnas nn es objetable y 
Р = ы itominación uniforme ез importante. Una fóbrica textil serfaun ejeno- 
JP < plo. Læ armaduras de cuerdas, figura 3-%,56 seleccionan en ocgsiones 

para talleres y hangares de aviones pequeños; y la armadura de arco,fi- 
ніне БОЕП pura 3-3f aunque es relabivamente costosa, puede (ввгяе para co0nsiric- 
ы, ай Каа ER аы ciones con grandes ahuras y deros amplios como en casas de campo, 
para la carr ad ade unedificio, maei ttcélera, 


ЗЛ Тым COMUNES DE AAA ДЇ 


de eras 


(a) 


techo techo 
s+entiná vista 
дешет 
үү ih) 
de cuerdos 
(0 
de зһанісо 
ч) 
ok erco de res bi agres 
(а) % 


Fima 3-3 
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Armaduras de puente. Enlafigura 3-4зе muestran los principa- 
ks elementos estructurales de una armadura de puente típica. Aquí 
puede observarse que una carga sobre la cubierta se ra mmie en primer 
lugar а dos brgieros después a las vigas de pito y finalmente, a las juntas 
de bes dos аппаи ras taterales de soporte, Lascuerdas apeñor e inferior de 
las vigas laterales se conectan median te bos ерес laterales superior e 
inferior, que sirven para resistir las fuerzas laterales camadas por сі 
viento y el desplazamiento lateral casado par los vehiculos en mori- 
miento sobre el puente. Los soportes de portal y comtaladeo proporcio- 
пап estabilidad adicional. Al igual que en elcaso de muchas armaduras 
de daro amplio, eun extremo de la armadura de puentese encuentra 
un rodillo рага permitir expansión térmica. 

En la брига 3-5 бе Muestran аі паз de las focas picas de armadi- 
Par жороғінг с®1с рика кс шеп газе puente que 5Е Usan actualmente para claros individua lez En par- 
маш as Parker, cular, les armaduras Prat Howey Warrenseusan normalmente para 

darosde hasta 200 pies (61 ev) de longitud, La forma más común es la s- 
madura Warren con verticales, figura 3-50 Рага claros mayores 52 ша 
una armadura соп una cuerda superior poligonal,como la armadura Par- 
ker, figura 3-3d,4 fin de lograrahorros en material, La armadura Warren 
con verticales también puede fobricarse de ema manera para claros de 
basta 300 pies (91 m} La mayor economía en material se obtienesi las 
арсланы tienen una inclinación entre 45 y60” respecto a la horizontal. 
Siesta cegtase mantiene, entonces рағасізгівде másde3dDOpes (91 m), 
ha profundidad de Б armadura debe aumentar y en consecuencia, el panel 
же alargará. Esto se trade en ип sisiema de cubierta pesada y para 
mantener el peso de la cubierta dentro de tos limites tolecables se han 
desarrollado armaduras sbdivididas. Entre dos ejemplos más comunes 
еліп Lia armaduras Наһіпкме y Waren хибні аз, figuras 3-56 y 3-51. 
For último, la armadura К que se muestra en la figura 3-59 también 
puede utilizarse en lugar de ша armadura subdividida, dedo que cumple 
el mismo propdsito, 


ЖО г ТЫ ADA 


SU д 
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Supuestos para el diseño. Paa diseñar 1900 los elementos 
como las conexones de ша armadura, antes bey que determinar la 
fuerza desarrollada en cada elemento cuando la viga está sometida а una 
carga dada. A este respectose harán dossupuestos importantes con еї in 
de idealizar h armadura. 


È Го elementos estón tailor mediae pasadores isos. Еп los casos 
en que se Ee conexiones alormilades 0 soldadas, este supuesto 
тігіс ser satisfactorio siempre que las líneas centrales de los ele- 
mentos unidos sean concurrentes en un punto,comoen lafig ura 3-і 
Sin embargo. debe tenerse en cuenta que les conexiones reales le 
den un poco de rigidez Ala articulación y esto а аз vez inroduce la 
Еехіді de los elementos conectados cuando la viga está sometida а 
una carga. El esfierzo flexionante (ode Пехібп) desarrolladoen los 
demem se denomina afueto secundario, mientras que 44 es- 
hierzoeo los elementos de la armadura idealizada, que Genen juo- 
tas articuladas, 56 lama sfueto primario. Un análisis del esfuerzo 
secundario de Una апплйнга sepuede efectuar utilizado шаа capii- 
tadora, como Se explica еп еї capitalo 16. Раға algunos tipos de geo- 
meri de armadura езіне esteros pueden ser prandes. 

2, Toda hs cargas se aplican еп kaspinas. Еп h mayoria de situacio- 
nes, como еп el caso de armaduras para puentes y lechos, ез su 
puesto es verdadero. Com Frecuencia en el anúlisis de fuerzas, el 
peso de los elementos se desprecia, dado que la fuerza soportada 
por los de тепки es grande en comparación con su резо. 8 сі peso 
se va а іпсіціг еп el өгізі, por о general resulta satidactoro apli- 
сабо como ига fuerza vertical, donde la miad de uu magnitud se 
aplica en cada extfemo del elemento. 


Debido a estos dos supeestos, ada elemento de ino armado aaa 
сете un miembro de fuerta adal y, por lo tanto, las fuerzas que асап 
en los extremos del elementodeben edar брас a lo lago de эш eje. $ 
ha етта tiende а пед el elemento,se trata de una fierza de rentión 
(Th figum 3-63; тастаган que si la fuerza tiende в ucortur el elemento, es 
ша fierta de compresión (С), баша 3-60. En el diseño real deuna s- 
madura es importante establecer зі la fuerza е5 de tensión о de compre 
són Muy а menudo, los elementossujetos a compresión deben estar 
fabricados méd gruesos que los sometidos a tensión, debido a pandeo о 
ha inestabilidad súbita que puede ocurrir en los elementos sujetos E contr 
presión 


ía) 


С ямаа 
0 
Figura 36 
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3.2 Clasificación de armaduras coplanares 


Antes de comenzar elenálsisde fuerzas de unaa rmadura,es importante 
clasficar la armadura como smple, compuesta о compleja, para enton- 
сез tener la capacidad de epedficar su determinación y su estabilidad. 


Armadura simple. Pea evitar el colapso, el marco de una arma 
dura debe ser rigido., Obviamente, el mareo de cuatro barras А ВСР dela 
figura 3-7зе colapsará в menos que se añada una diagonal de soporte, 
como AC. El meco mássimpte que ез гідно oestable tiene la forma de 
un рїш, En consecuencia, ша dadua ¿ple эп conire a pir- 
tir de un elemento básico triangular, como d ASC de b fgura 3-8,c0- 
nectando dos elementos [AD y BO) para formar un elemento adicional. 
De eta manera, se observa que al colocar cada elemento adicidnal de 
dos elementos еп Ь amadura сі númefo de articulacionesse incre 
menta еп шо. 


En la бешга 3958 muestra un ejemplo de una amad ura simple, donde 
el elemento triangular “estable” básico es ABC.a partir del cual se esta- 
blece el restode les articulacones Э. Ey Fen orden alfabético. $in em- 
bargo, рага ese método de construcción es importante tomar en cuenta 
que las armaduras Simples mo tienen que consistir enteramente en trián- 
Еш. En la figura +10se muesra ш ejemplode esto.donde a partir de 
ип triángulo АВС зе aeregarlasbarras CO y AD paraformariajunta D. 
Por úlimo.se agregan hs barras БЕ y DE paca formar la junta E. 
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Armadura compuesta. Una ansadica compuesta se forma al co- 
nectar dos o más armaduras simplesentre sí Con mucha frecuencia ete 
tipo de armadun 56 ива para soponiar las cagas que actilansobre ша cloro 
amplia, puesto que # más barato construir ona amad ша compuesta un 
poco más ligera que utibzar sólo una armadura simple más pesada. 

Hay tres formasen que las armaduras simples se unen para formar una 
armadura compuesta. Lesarmad uras pueden Estar conectadas mediante 
una junta comin y шы barra. En la figura 3-І lase proporciona un ge m- 
plo, dende la armadura sombreada ASC está conectada а la armadura 
sombreada CODE de еза manera. Las armaduras pueden Unirse me- 
diane 1145 barras, como en el сазо de la armadura SsOmbreada ABC со- 
rectada а la armadura DA №5 grande, fig wa 2 115. Y por último, las 
armadura pueden unie en los puntos donde las barras de una arma- 
dura simple de gen tamaño, батада armadura principai se han musti- 
sido por armaduras simples, Hamadas armaduras secundarias. En la 
figura 5-1 k se muestra ип ejemplo, donde des elementos sombreados de 
b armadoa principal АНСРЕ han sdy шй рег las amadura se 
omdarias sombreadas S eta armadura sporta cargas de techo, el 150 
de armaduras secundarias podría resular más económica ya que ls ele- 
mentos trazados con lineas discomtinttas pueden egar sometidos а fle- 
хп excesiva, mientras que las armaduras secundarias pueden (гап eric 
mejor La carga, 


Armadura compleja. Una amiadura compleja 65 aquella que no 
puede clasificame comosimple o compuesta, La armadura de ta буша 5-12 
esunejemplo. 


principal 


Hi 


Diferentenlipos de annaia Т? еді ка 


Құша 3-11 
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Determinación. Раа сиайуүшет problema en el análisis de armaduras 
debe tenerse еп cuenta que el nimero total de ғебемИаз mcluye Las 
fuerzas en el número b de barras de la armadita y el número total г de 
resciones Eternas еп los soportes Como ks elementos de [а armadiira 
son todos miembros rectos de fuerza maal que se ubican бп e mimo 
plano, сі sistema de fuerzas que асіаеп coda fuma ез coplenar y concu- 
rente, En consecuencia, el equilibrio rotacional O de momento se sis- 
Beede manera automática en lajuwa (osrtiiculación), y sólo es necesario 
satisfacer EF, = 05 SF, =0 рага asegurar el equilibrio de traslación о 
de feerzas. Por lo tamg, 362 pueden escribirse dos ecuaciones de equili- 
brio pira cada ¡unta y 4 һау Іт лбтего у de juntas,el 1001 de ecuaciones 
disponibles para Б sodución es 27.5 simplemente $e compara el tal de 
incógnilas {б + A con el de eones de equilibrio disponibles,es posi 
Ме espeafica la determinación dewa madura simple, compuesta о 
compleja .Setiene 


Ь+г=2)  estáticamente determinada 
b+r>2j  estáticamente indeterminada 6-1) 


En particular, el grap de indetermiruición se específica por la diferencia 
co Куз oúmeros h +A — 7] 


Estabilidad, Si b+ г< 2) una armadura será inestable es decir se 
colepsará porque habrá ona cantidad insuficiente de barcas oreacciones 
para restringir todas les juntas. Además, шы estruciurapuede зет іпехіз- 
ble зі cs estálicanente determinada o estáticamente indeterminada. En 
este caso, la estabilidad tendrá que determinarse por inspección o me- 
dante un análiós de fuerzas. 


Estabilidad extèrna. Como se елене en la sección 2-4. una es 
ruca [oarmadura) ез extermamerte inetable  todassusre acciones 
жой cóncierentes 0 perdlelas, Por ejemplo, las dos armaduras de la figura 
343 son extenatnente mesiables porque las resrciones en hos soportes 
tenen lineaade adón queson ocoacurrenteso paralelas. 


rei CA қыт гр пт ЇН ДАП пос утоа рда Lead ria Б. 
Fi 5-43 
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Estabilidad interna. Con fregienaa la estabilidad interna dea ar- 
majua puede comprobarse medigae una inspección cuidadosa de la 
deposición de as elementos, Si 65 posible determinár que cada junta se 
mantiene Ша de modo que по puede moverse еп el sentido de un 
“querpo rigido” con respecto a Las otras juntas, entonces la armadura 
será estable, Observe que une armadura зітре siempre será ingerida- 
mente estable, dedo que рсе la naturaleza de qu construcción requiere 
partir de uo elemento brangubar básico ұяға después apregar Sicak is 
“elementos rígidos”, cada uno ma des elementos adicionales y ши 
киіз. La armadura de la figura 3-14 Sim ejemplo de exa consinicción, 
donde, a partir del elemento triangular sombreado ABC. se agregan su 
сейуатеге Берт D EF бу H 

айпа armadura зе consicuye demanera фе 86 juntas nose mamis- 
пез еп шїї posición fija será inestable o tendrá una “forma crítica”. Un 
genplo Чаго de esto se muestra еп la figura 315, donde puede obser- 
varse queno һау restricción о Gjeza entre las puntas de Cy Fo ByE por 
le que la armadura ссінрінгі бар carga. 


Рага determonar lá estabilided interna de ima aermadurscompuesia, es 
перс identificar la forma en que las armaduras simples esán сцпес- 
tadas entre L Рог ejemplo, la armadura compuesta de в баша 3-16 es 
medable puestoque la armadura simple interior ASC еа conectada a 
Ы armadura Simple exterior DEF mediante bes баста, AD, BE y ГЕ, 
que son ¿concurrentes en el punto. (2 Por lo tanto, puede aplicarse una 
сира externa alajunia A RoCyocasionar que la armadura АНС рге 
ligeramente, 
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бі una armadura se identfica como compleja, es posible que по se 
pueda establecer por inspección siesestable. Por ejemplo, puede demos- 
marse, mediante сі análisis presentadoen la sección 3.7. que la armadura 

ja de h figura 3-17 es mestable о бепе una “forma crítica” sólo si 
dimensión = 2 Ы ded' la armadura esestable. 

La inestabilidad de cuaiquier forma de armadura, ya seasimple, com- 
puesta о compleja. también puede determinarse Mirando una compu- 
іста que resuelva das 2) ecuaciones simultáneas escritas pera todas las 
гез de la armad ora Si se obtienen resultados inconsistentes, la arma- 
dura será inestable o tendrá una lorma critica 

S no se realrra ba análisis con cormpatadora, pueden utilizarse los mé- 
todos descritos anteriormente para comprobar la estabilidad de la arma- 
dura. A modo de resumen. a W armadura tiene $ barras, r macciones 
exiernas y fjuntes, entonces % 


es inestable 
es inestable si las rescocoesenlos 
soportes de La armadora зоа 


concurrentes O paralelas о я 
algunos de los componentes de В 
armadura forman in mecanismo 
colapsalile. 


Sm embargo, debe tenerse en cuenta que si una armadura es inestable, no 
importa Я es extditicamente determinada o indeterminada, Obviamente, el 
iso de шпа armadura inestable debe evitarse еп la práctica, 


EJEMPLO (3,7 
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Clasibque cada una de las armaduras de la figura 3,18 como estable, 
шеңпһіс, estáticamente determinada o estáticamente indeterminada. 
Las armeduras están sometidas a cargas externas arbitrarias, las cua- 
lesse suponen conocidas y pueden actuar en cualquier punto de las 


уаз. 


SOLUCIÓN 


Figura 3-18а. Enable externamente. puesto que les rescohones по 
sonconcurrentes пі paralelas Сото ё = 19,7 = 3, = || entoncesh 
+r ә 27022 = 2 Por ю tanto laarmadura eseridicamente determi 
пага Por nsperción, la armadura ез exoble ініггкететіг, 


AT 
NN] 


Рига 3-15 


Figurá 3-18b, Enable елет тегне, Comob = ІҢ r=4j=9 
mivoces b tr > Za 19 > 18, La armadura es estáticamente inder- 
minadade primer grado, Por impocción, la armaduraes estableinterna: 
mente. 
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Figura 3-18c. Estable caternmamente. Como b=%r =A } = Senton- 
сез В +r = 2[а12 = 12 La armad ша ез estólficamente determinado. 
Por inspección, la armadura cs estable internamente. 


Figuía Hd. Esable exernamente Como В = 12,1 =3j = ĝen- 
lonces р кгс 270 15 < 16, La armadura 65 pestabie ernamente. 
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PROBLEMAS 


3-І.  Cisbquecada una de las armit тах шети Como 3-0. СімШіре cada una de las штаба sigua es cmm 
estiticame nte dete rmminada, estáticamente mdeerminada esta ble, inca ha bio est 4 came me de terminada o est hi came іс 
omestable аас цщ terminada, etáblezca 4 prado. indera minha, Ses mdctermmada está Мелсази grado. 


"A 


{а} 


lo, 


(Ы {у 


(9) 
Proh 3-1 
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Жы  Ossifiquecada una de lassiguicoles ar митек соти 
кален le determinada їпдбетет тка олына ТЕ, Sies 
імінетенізніп, sstablezca хи grado. 


"i (Талі cada una delassig ulentes madras como 
estáticamente фае гапа, optáticamento indeterminada 
oinestable $i eaindeterminada establezca prada 


Proh 3-3 
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3.3 Al método de los nodos 


Si una armadura está en equilibrio, entonces cada una desas juntas о 
nodos lambién debe estar en еш! гю. Por consiguiente, el método de 
los nodos consiste en satisfacer las condidones de equilibrio EF, = 0 y 
ЗЕ, = © para las fuerzas ejercidas sobree! разайагеп саба junta de la ағ. 
madura. 

Cuandose utiliza el méodo de los podos,es necesirio dibujar сі dis- 
gama de cuerpo libre de cada junta antes de прасаг les ecuaciones de 
equilibrio. Recuende que la Йлеп de acción de саја fuerza de un ele 
mento que ación sobre la junta se espect баг aparte de lageoimciría de la 
armadura, puestoque la fuerza enun ebementopasa а lo Jargode su gje. 
Como ejemplo, comidere la junta Б de la armadu га que se muestra en la 
рма 2-92 Con base еп d diagrama de cuerpo libre, figura 3-19b.las 
únicas incógnitas son las magnitudes de las fuerzas en los elementos БА 
y BC Como se miesa en la [gp ura, Е. está “jalando” el pasador lo que 
indica que el elemento BA етй сп tensión. mientras que Fac edá “empu- 
jando” el pasador у por consiguiente, el elemento ӘС está en compre- 
sión Estos efectos se demuestran claramente al user el método de las 
seccioses y ві aislar la junta соп pequeños segmentos de los elementos 
conectados al pasador figura 2-19с. СНзегуе que d hecho de empujar о 
ріп estos pequeños segmentos indica el efecto de los elementos ya Боя 
en compresión o en tensión. 

En todos los 01303, el апёївіз де las jontas debe comenzar en una junta 
contando con т menos una fuerzaconocida yun máximode dos fuerzas 
desconocidas, como еп la figura 3-19. De esta manera, la aplicación de 
EF, = Uy Ж, = Орепега dosecuaciones algebraicesque pueden гео 
verse таға determinar 65 dos incógnitas. Al aplicar estas ecuadones, el 
sentido correcto de una fuerza desconocida de un elemento puede deter- 
minarse mediante alguno de los dos métodos posibles. 


жу 
[> Ғ, (сз рттан) 
Faa lemon) 


(bj 


я 


р «Ў 


= 2% — тү ҒҒ; (стен!) 


Fa (compren) 


аф (9 
Figura 3-19 
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L Siempresuponpa que іт fiverzas desconocidas de los elementos que 
оса алі еті гі diaprama de cuerpo libre de іа junta están еп tensión, ж 
бей, “jalando” e pasador. Si se hace eso, entonces la solución 
numérica de las ecuaciones de equilibrio producirá escalares posi- 
рох pare los elementos el tensión y escalares negativos раға Los 
вітаем e compresión. Una vez quese encuentre la fuerza des- 
conocida de un elemento, debe utilizarse w magoñtid y sentido 
correctos (To Chen los diagra таз de cuerpo Кге de las juntas sub- 
зеспегиез. 

2, Ел тыс от casos dl enida comecto de la dirección de una fuerza 
desconoddo de un elemento puede determinarse “mediante inspec- 
ción”. Par ejemplo, Esc en а Ggura 23-195 debe empujar el pasador 
foompresión) ув que эз componente horizontal, Fec sen 45”. debe 
equilibrar la fuerza de 500 N (EF, = 0) Del minno modo, Е,, ез 
una fuerza de tensión. dedo que equilibra la componente vertical. 
F эссоз45 (EF, = Фу En casos máscomplicados. el sentido de una 
fuerza de elemento desconocida puede s ponerse. entonces, después 
de aplicar las ecuaciones de equilibrio, є sentido supuesto puede 
venificase а рай de los resultados numéricos. Una respuesta pori- 
fia пса que el sentido es correcto mientas que una respuesta me 
guta indica que el sentido mostrado еп e diagrama de wepo 
bbe debe Fwertirse. Este esd méiido que se utilizará сп dos pro- 
blemas de ejemplo que se рссзелівп а continuación, 


Procedimiento de análisis 


El siguente procedimiento proporciona un medio pare Analizaruna armadura usardo el 
mépdo de los nados. 


е Dinge el diagrama de cuerpo librede una puota сог al menos uma fuerza conocida y 
ummáximode dos fuerzasdesponoridas. (Si estajuntase encuentra es шаз de dos 90- 
portes, puede ser necesario саклім las repeciones externas еп los soportes dibujando 
un disarama de cuerpo libre de toda la armadura), 

Ше шо de los dos métodos descritos antes para establecer elsentido de Una fuerza 
desconoción. 


Losejes к y pdeben orientamede modo que las fuerzaseneldiagrama de cuerpo libre 
pueden descomponerse fácilmente en sus componentes х y y. Aplique las dosecuncio- 
nes de equilibriode fuerzas, EF, = Uy EF, =D obtenga las dosfuerzas de elemento 
desconoddes y verifique ча semtidode dirección correcto. 

Contingar соп el análisis de cada una de Їнї otrás puntas, donde de muevo ез песезйпо 
‚ктш шпа junis que tenga como máximo des incó gnilas y por lo menos шпа fuerza CO- 
nocida, 


Una vez que se encuentra la ега en ип elemento п partir del análisis deung junta en 
uo de $ 05 exlcemos, el resultado puede 198746 рата analizar las {пёттйз que actúan 
sobre la диа Ubicada en al otro externo, Recuerde que Шу elemento ta compresión 
empuja” а la junta y un elemento en fensión “jala” ata articulación. 
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Determine la fuerza en cada elemento de la armadura que se muestra en 
la fotografía. Las dimensiones y lascargas se muestran еп la figura 53-206. 
Indique si dos elementos están en tensión o en compresión. 


Sólo es necesario determinar las fuerzas еп la mitad de los elementos, 
puesto que Із armadura ез simétrica amo con respecto а la carga 
como ala geometría 


Junta А, Пошта 3-20. El análisis puede iniciarse en В junta А. 
¿Por qué? El diagrama de cuerpo librese muesra en la брига 3-21), 
HEF,=0, 4- Fagen =O РАЕМ С) Бар. 
FEF, = Fa- 8030 =0 Fas = 6928 1N (Т) Resp 
Jurta G, Венка 3-20, Еп еф coso, observe cómo la ortentación 
de ke мез 1 y y evta le sobición soltánes de ecuaciones 
ЖАК „=й, Forsen60? — 30030" =0 

Foa = МЮ ШЧ (С) 
EF, = 0, 8 – Jaen 30° — 300 00560" — Fop а 0 

Foy = SODEN(C) 


Junta В. баша 3-20d. 

+ÎEF, =% Farsen60” — 3.00sen 30° = 0 
Far = L73LN(T) 

+ ҮК, =0 Fa + 17300560" + 300085306 — 6928 = 0 
Far = 346%М(7) 


EJEMPLO |213 


Determine И fuere сп cada сіспенісміс la armadura de tijeras que 
ж muestra en la figura 3-2] a indique si los elementos están en tem- 


бп om compresión. Las тевофопех en los soporlesse proporcionan 
en la figura. 


SOLUCIÓN 
La armadura se analizará en la залее SECUENCIA: 


Junta E, figum 3-21b, Observeque la solución simultánea de<cua- 
ones no puede realizarse debidos la orientación de los бел гуу 
PEF, = 191, 0604307 ¡pen *=0 
Frp = 681 Ib (С) Resp. 
FEE сқ 83901 сақ 15° — Esp — 191.0 sen МР =0 
Fep=52181b(T) Resp. 


Junta O. figura3-21c, 


ie EF, Ин -F prn] >" =i) Ё рр а (] Rep- 
“EF, =0 -Fp %891-0 Foe = 691 6 (С) Rep 


Junta С, figura 3-21d. 
ЕЗ ЖЕГІ F -рѕеп45° — 39 |зеп4%°={) 
Fra = 6391 1Ь (С) 
HPF, =(@ -Fer - 175 + 2(63%.1)008 455 = 0 
For = 7288 Ib (Т) 
Junta В, fgur Һ3-218. 
+МЕК =h Fepsen?5"-200=0 Ғур-207.ПЫ(С) 
w EF = 6391 + A7.lo00875" -Faa 0 
Ға ӨЗ ТІК(С) 
Junta A, Figura 23-217. 
FEF, =i F ¿pens 30" — ӨР Тоо545” — 141.4= 0 
Far = 728% b (Т) Кезр. 


%ЖТЕҒ, жі; 125.4 — (627 вет 45° + 728.Әееп 30" = |) 

comprobagón 
Disave gue como ya Œ han calculado las reacciones, puede reah- 
тагзе una comprobación adicional de los cálculos hnabizando la última 
poa E Inténtelo y compruebe dos resultados. 
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j 
б. 


Mpe — 
Е, = mab 


12341b 
f 
Figura 5—71 
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HIF =0F 0 
ce 


y 
| 


Ға 
е 
—л 
Fu 
+ ҮҢӨ Ғаршпай-0 


F y О (риев епй 0) 


КЕР р-а 00 
F yg =0 


іс 


Fima 3-22 


3.4 Elementos de fuerza cero 


El análisis de armaduras mediante el método de tos nodos se simplifica 
en gran medidh si primero se determinan los elementos que мо зоротал 
сагро. Estos dementos de fuerza cero pueden ser necesarios para Ін este 
bilidad de la amadura durame su construción y рага prestar apoya si la 
caga aplicada cambia. Рог lo general, los elementos de fuerza сето de 
una armadura pueden determinarse mediante la inspección de les articu- 
исюпез y зе presentan en dos mos. 


Caso L Considere la armadura de la frgura 3224, Los dos elementos 
еп Іа junta С se сопесчап entre sien ángulo recto y no hay carga externa 
sobre la ушта. El diagrama de cuerpo libre de Іа ушта С, figura 3-22), in- 
dica que la fuerza en саја ele mento debeser сто а іп demantener d 
equilibrio. Además, como en el caso de la junte А, figura 3-22c,0st0 debe 
se гіп So importar el dogúlo, damos F entre los elementos. 


Caso 2. Losetementos de fuerza (ата también se presentan en las jun- 
Біз {тп imageometría como La de lajunia D enla figura 3-22, Aq Ш nir- 
guna пара externa paña sobre іп junta de modo que tna талайға de 
huera: еп la dirección y figura 3-23b_que es perpendicular a dos due ge- 
mentos сопе Ае, reguero que Еш = Ù Si se ma este restilado, РС 
también es un elemento de uerz cero, como lo indica а análisis de imer- 
таз de lajunta А. figura 3-23с. 


En resumen, sólo dos elementos no colincales forman una junta de 
ила armadura y по зе aplica ninguna сыра externa о reacción еп los so- 
portes sobre la junta. los elementos deben ser elementos de fuerza сего, 
Cao 1. Además, 8 tes elementos forman una junta de ша armadura 
paa la cual dos de los elementos son colincales.el tercer elemento es un 
elemento de fuerza селі, siempre y cuando по se aplique пприяа fuerza 
exter па о reacción en los soportes sobre la junta. Caso 2 Se debe prestar 
atención especial a cdas condicones geométricas de la junta y la carga, 
puesto que гі análsis de we armedura puede simplificase considerable. 
mente si primero ве detectan dos elementos de fuerza сего. 


7 | 
z yo 
For Е 
a A 
FE 


y [е] 
% РЕР Fent 00 
HER = Елар F gy Ори de 0} 


Figura 3-23 
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Utiázando сі método de los nodos, indique todos los elementos de la 
armadura que se muestra en la fra 3-24a успуа fuertaesccro. 


SOLUCIÓN 
Euscapdoyuntas semejantes а das anakzades еп ls figuras 122 y 323, 
ж bene 


Junta D, figura 3-24b. 
+|EF =F. Fesent=0 Fg Rap 
LEF,=0, For +0 = 0 Fop"? Rep 
Junta E, figura 3-24c. 
EEF, = Fay 0 Кер. 


(Obuerve que Ey = Ру цп análisis de la junta C resultaria en una 
Шеге en dl elemento CF) 


Junta Н, figura 3-24d. 
+4PEF, = 0 Риа = 0 Resp. 


Jonta G, figura 3244, El soporis de сзсізіст ёп G silo puede 
күісет in componente с de Li fuerza sobre la junta;es decir G, Per 
lo tanto, 


ЖЕР, =, Кал = 0 Resp. 
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| | PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


ЕЗІ. Determine la fuerza en cada elemento de Aarma - FIA Determine la fuerzién klack menti la arms- 
durae indique siesti сте sión o en compresión. duras indy les está ente sión о encompn esión. 


FEEL Deermor la Пыття en Cda elemento de la arme 
du e dique нез си tensión ссп compi іт. 


ЕЗ-Я, Determine la шегін e n cada e le me А00 de la arms 
dun с indique si está еп tensión y сп compresión, 


мх 5-2 


F34 Dicterminc la һыт/ь еп. сайа elemento de La armar 
duras indique siestá entemióno en compresión, 


3-5. Determine la fuerraen cada clementode la armo 
ғас indiquesiéstá кпк оліп осп compresión 
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| PROBLEMAS 


35 Ln señalamiento está sometido a uma сатра de 57. Determine Ш fuerzá еп cada е le me mo de la ra - 

үшті peejerce fuerzas horizontales de KW [ben lasjun- сита. indique si los e le me nios están enle mióno еп conr 

tas Ry Cde ua de las мтпљацгая тетігі de soporte, De- presa. С madre F = Sk N. 

termine la fuga m cada demem de la armedura с Lisa ге тз 

indi los El А ба. SL amáxima que cualquier ік meno puede 
БРЕЙ иш oao и 22 er жрогтаге® del kNentensión y6kN сл саарал, deter- 


mine lafuerza P пй хіта que puede soportar lá punta Г} Ш 


Proba. 3-7/2-К 
3-6. Determioe lá fía еп сайа eemento de lá апла - 3-9. De termme 1а fuerza en сада е le me neo de Із атпа - 
dura. indique si loseleme btosestán Еп lensión oen cor ша. [mliyue sj loselementos están en lensión сеп со - 
presión Suporga que ТӘЙ естегі est conochidos presión. 
malane articulaciones 


Ak 4k 


D 

А Т p 
B | [| едім 
12 рев —{}—-12ркз——2 різ — 


Prob. 4 
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Не Determinc la fuerza en cada elemento de la army 
dues. Indique silos ele mentos tinen tensión о еп com 


presi 


илали а 


Руть. 3-10 


3-0. Desermine la fuerza сп саба elemento de La arma» 
due. dipe sa dos deme njos están en tensión 0 съ сол) - 
presión. Suponga que lodos ku elementosesión conectados 
mediante articulaciones 


«3-2. Determine la Perra on c ade elemento de la arog - 
dura Indique ж Кн elementos еліп en со О еп com 
presión Su жуз pa que todos los e le me mos están conoctados 
mediuntearticulaciónes, AG =GF= ЕЕ- Бр. 


ALA 


Ғе +12 


3456. Determine Ш fuerza en cáda de mento de la arma 
(Алға ПОШ sl los elementos miin сп үміті із Сп oom- 
presión 
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2-4. Determine la мегар en сід ео de la arma: "3-16. — Detenmise la fuerzaen cadas Еп мір deba arma 
durs de techo. [ixbiqueal юз оі mantos están en te nión o dura, Pdiq ue sl los elerne nos estío en iensión о сп com 
епсошреезбп. presión. 


! 


аа -------(-----іш 


| 
І-------- == 26] 


Proh 35-14 TAN 
Prot, 3-16 


3-15.  Determinr la fuerza еп rada elemento de la armè- 3417. Deotermis la fuerza en cada elemento de larma- 
dura de tocho. Екі кше si locele memos están en te nión о dura de techo, indique si log demen tos edinen wisin O 
еп compresión Suponga que todos los Ae mentosestán co- encompresión Suponga que Fes unpurado! y que Ces un 
atidis medimle articulaires. зорогте de rodillos, 


жасы 


Proha 3-15 
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3.5 Н método de las secciones 


S se deben determinar las fuerzas sólo en unos cuantos elementos de 
unas rmadura, por lo general сі método de las secciones proporciona dl 
medo másdirecto pam obtener estas fuerzas, ЕЯ máodo de las secciones 
coste en hacer pasar una sección imaginario a través de la armadura 
de modo que И сопа en dos partes. Siempee que toda la armadura esté 
еп equilibrio,cada una de las dos partes también debe estaren equilibrio 
y en comsecuenesa. las tes ecuaciones de equilibrio pueden арбсағы а 
cualquiera de estás dos partes para determinar las fuerzas en losekemen- 
куміс la “seccióncoriada”. 

Cuandose emplesel métodode la secciones раға determinar lafuerza 
en unelemento en particular debe amaw una decisión sobre la forma 
de "cortar" с seccionar la armadura Como sólo pueden aplicarse tres 
ecuaciones independientes de equibbrio (EF, = 0), УРУ =0, М "буа la 
parte aislada de la amad ura, rate de seleccionar una seccdón (ұм, еп ge- 
merl, по pase a través de más de tres dementos en Ке que las fuerzas 
зеп п desconoddas. Por ejemplo, considere la armadura de la fiera 3252. 
бізе va a determinar la fuerza еп el elemento GC, la sección шз sería 
adecuada En bs fguras 325b y 225с se muestran los diagramas de 
cuerpo libre de las dos partes, En particular, tenga en cuenta que le пек 
de асдбп de ceda fuerza en un elemento seccionado se S3pecifica в pa- 
бг de la gromaría de la armadura, puesto que la fuerza еп un elemento pasa 
a lo lago del ge del elemento. Además, las fuerzas de un elemento que 
actúsn sobre una parte de la armadurason iguales peso opaesias а las 
que actúan sobre Е otra parte, lo quese debe а li tercera ley de Newton 
Como puede observarse, los elementos que supuestamente calán en iri 
són {НСү СС) están sometidos а un “jalón”, mientas que el elemento 
еп corapresión (Gáestá sometidos un “empujón”. 
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Las tres fverzasde elemento descorocidas Еа. Enc y Fsppueden ob- 
tenerse mediante la aplicación de las tresccuaciones de equilibrio ші dia- 
grama de скегре libre de h figura 3250 п embargo, sise considera сі 
agama de cuerpo libre de la figura 3-25c, deberán determinarse еп 
primer lugor das tres reacciones de sopone D, Ц. y E,. ¿Por qué? (Por 
supuesta, esp se hace de da manera usual, cohsiderendo un diagrama de 
cuerpo Ӛзге de toda іт armadura) Al apicar las ecuaciones de equili- 
bro, considere la manera de escribir las ecuaciones con el finde obtener 
шж solución directa рага cada uma de las incógnilas, en ver de tener que 
resolver ecuaciones simultáneas. Por ejemplo,5) se suman momentos es- 
pedo а Сеп la figure 3-25b generaría una solución directa para Foy 
puestoque Far y F cerean momentoscero alrededorde С. De mimo 
mado, Fpy puede obtenerse direciamente a partir de una sumatoria de mo- 
mentos rededor de С. For último, Ку puede determinarse directa- 
mente a partir de una sumatoria de fuerzas еп la dirección vertical dado 
ше Егу Fac по tienen componentes verticales. 

Comoenel métodode los nudos, haydosformas dedeterminarelsen- 
fido comecto de una fuerza de elemento desconocida. 


L Siempre suponga que las fueras de elemento desconocidas en lasec- 
ción cortada están en tensión, es decir, “jalando” el elemento. De esta 
maneta, la solución numérica de las ecuaciones de equilibrio geng- 
ri escalares Posiives pera los elementos єп [енйп Y escalares 
negalños pora los elemento! еп compresión. 


2 En muchos caos el sendo correcto de ита Merta de elemento der 
conocida puede determinarse “por inspección " Por ejemplo, Ec es 
шпа fuerza de tensión comose fepresenta en В Figura 3-25h puesto 
que el equibbna de momentos respecto а C requiere que Ey pres 
un momento ppuesto al de la fuerza de 000 N, Además, Foce de 
lesión potque su componente vertical debe equilibrar la fuerzá 
de ЮО N En gos más complicados, el sentido de una Бетті de 
elemento desconocida plede auponerse.Si la Solución resultaser un 
escala леранғо sto imbcará que el señltido de la растеа 65 opuesto 
al mostrado en el diagrama de cuerpo Ірге. Éste es el méndo que 
se utilizará еп los siguientes problemas de ejemplo. 


Ед del norte de California se cons: 
тыуешпа armaduorade puentes bre 
el lago Shas La, 
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Procedimiento de análisis 


El siguiente procedimiento properciona un medio para aplicar а måodo de las stoo 
nes а fm de determinar las fuerzas en los elementos de una armadura. 


Diagrama de cuerpo libra 

+ Tone una decisión sobe la forma de “cortar” о secciónar la armadura а través de los 
elementos en los que deben determinarse Las luerzas 
Antesde aislar la sección adecuada quizá se requiera determinar las reacciones exter- 
қаз de la armadura, de modo que Вз tres ecuaciones de equilibeio «fo ж usen рага 
encontrar las fuerzas de ebemento en la sección cortada. 
Dituje el diaga ma de cuerpo libre de la раге de ka armadura seccionada que tenga el 
menor nómerode fuerzasenetlo, 
Utilice una de los dos métodos descris anteriormente para establecer el sentido de 
una fuerza desconocida 


Ecuaciones de equilibrio 


+ Los momentosdebensumane ilrededor de un punloque se encuentreen la imfersec- 
ción de les líneas de асои de dos fuerzas desconocidas, de елін manera, la tercera 
fuerza desconocida se desermina directamente a patir de la ecuación. 


= БЇ dos de las fuerzas desconocidasion parolefas.Las fuerzas pueden sumare en forma 
perpendicalar a la dirección de catas incógnitas а fm de determinar directamente B ler- 
сега fuerza desconocida. 


E pedo de una ermadora Warren (con serticales) 
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EJEMPLO |245 


Determine la fuerza en bos elementos (г) y СО de la armadura de 


Echo que se muestra en la fotografía. Lasdimensiones y las cargarse 
muestran en la figura 3464. Indique si dos elementos están en tensión 
oen compresión. Las гевссі зпезеп dos sopores ya se han calculado. 


SOLUCIÓN 

Elinan to CF. 

Diagrama de cuerpo ibre Ілішеглепгі elemento C Јроефеор- 
kwere al сопзїйегаг la secoón оз de lá figuá 3260. En ін беша 


326b se muestra el diagrama de cuerpo libre de la parte derecha de 
eta sección. 


Есләсісене de equilibrio. — Apkcando УМ, = 0 зе puede obtener 
ша solución directa para E, ¿Por qué Para simplificar, deskce Foy 
bacia d punto € (principio de trassmisibilidad), fig ura 3-26 Por lo 
Entro, 


¡EM = 0. Есеп 30°(6) + 303.464) ғ 0 
Fos = H6b (С) Resp. 


ElamantoGC. 


Diagrama de cuerpo Mbre. La fuera еп CO puede obienerse 
usando la sección bb de ta бешга 3-2ба.Ел la fig ura 3-26c se muestra 
el diagrama de cuerpo libre de la parte izquierda de la sección: 


Ecuaciones de equilibrio. Los momentos se sumerán respecto аі 
punta A con el fm de eliminar las incógnitas Еру Fop- 


¿EM =O ЖЗА) + бу =й 
Его = 173 b (Т) 
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EJEMPLO [36 


L 


A 5-14 


ғ 


f am 3ш PP. 


A,—9kN 


В 


kN 


қы 
ta) 


Determine la fuerza en toselementos GFy GO de Н armadura que se 
muestra еп la figura 3-27a. indique si los elementos están en tensión о 
en compresión. Las reacciones en bos soportes ya se han calculado. 


E су. 


Е ұм 


Figara 2-27 


SOLUCIÓN 


Cagrams de cuerpo libre. Se considerará la sección as de la fi- 
аша 3-27. ¡Por qué? En la ұша 3-27 эе muestra èl diagrama de 
cuerpo librea la derecha de esa sección. La distancia EG puede de 
terminarse mediante triángulos semejantes о al observar que dl ee- 
meto (Е сае verticalmente 45 — 3 = 15 шеп 3m figura 3272 Por 
consiguiente, pera сает4.5 m безде G la distancia de Са O debeser 
de 9 m Además los ángulos que forman Esp y Како la horizontal 
son tm 14,513) = 56,3 ұша 714.59) -26,67, respectivamente, 


Ecuicontsda equilibrio. LafuerráenG F puededeteriminarsedi.- 
rectamente aphicando ХА. = 0 ¿Por qué? Pera el cálculo aplique el 
principio de transminibibded y Фезісе Fop hasta e punto O. Por lo 
anto, 


¡Mp R -Е gr%n26.06*6) + H3) = 0 

Fop=TBIEN(C) Кер 
La fuerza en бї? se determina directamente al арісат 204, =( Раа 
anpii ira aplique el piicipiode tranrsnisibiidad y безіне Е. baia Dl 
Аз, 


(ФХМ = 0; 702) + 26) + Р. лзер56.3"(6) =0 
Fop = 180 ЕМ ІС) 
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EJEMPLO |22 


Determine la fuer ta еп loselementos Бу Mide la armadura Каш 
ж. muestra co la figura 35-282 Indique si los element os están еп tensión 
о еп compresión. Las reacciones en los soportes ув зе han calculado. 


SOLUCIÓN 
Diagrama de cuerpo libre. Азпеие la sección Яя que se mikra L 
en la figura 3-2®т realiza un corte a ігауёх de cuatro elementos, 65 po- pe E, 
Фі descomponer la fuerza en ё ekme піс Cuando ega sección. 
En la figura 3-26 зе muestrael барга ma de cuerpo libre de la parte ари» Н 
уцшегйа de la armadura. la 46 ө. E 
2) к 

Ecuacioriss de equilibrio. La suma de los momentos respecto al t 15 
punto £ elimina Fes de las тобрпйаз, por lo que 
ЕМ, - 9 AA 15) + Fac) = 0 

Fac = 205 1b (Т) Кер. t 
Disgramss de cuerpo Mbre. Lafuerza en МС puede obtenerse de 
manera indirecta al obiener primero la fuerza en MB а рагі dal 
equilibrio de fuerzas verticales en la junta A figura 328e, es decir, у 
Ела = 1200 b (Т) Entonces, con base en el diagrama de cuerpo libre | 
de la figura3-28p, іш 
ЖТЕЕ,тшб, ZWO — 200 + POG — Fig = 0 Ж. 

Ға «жо (Т) | 

En la Паша 32-251 яе muestra el (арга ma de cuerpo libre de la juntz LD 
M enel cusl se csanestos resultados. 
Ecunlores de squilibrio. 


LEF,-0 (=) (rue 


2 2 

ЖТЕҒуш Ж 2200 — 1200 (y - СЕ = () 

Ї F е VA ME {3 ык 

Кык = 1532 1Ь (С) Fuc = 1522 Ь (Т) Rep Ih t 

Enocasioncs, como en ese ejemplo, la aplicación tanto del método de мы: ы 
las бессіспез como de método de los rudos conduce а una solución Г 
más directa del problema, Е 

Tarnbiénes розї obtener Іа fuerza еп МС напо е! resultado де 1200 la 
Е y ¿Enestecaso,se paña шпа sección verticala través de LE MK MC (ф 
y ВС. Қаша 3280, Se abla lasección ітшиегін узс aplica 2М, = 0 Mam 3—23 
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3.6 Armaduras compuestas 


En la sección 3-2 se estableció que las armaduras compuestas se forman 
alconectarentre sidos o más armadurassimples, ya Бен mediante lasba- 
mas о las juntas. De manea ocasional este tipo de armadura se analiza 
de una mejor manera sise aplican tamo el métodode 105 mdos como 
el de las secciones, Con frecuencia escooveniente recomocer во ез el tpo 
de construcción, según la kaa presenteda en lesección 3-2, para després 
realizar сі análisis aplicando el siguente procedimiento, 


EJEMPLO (9/8 


indique cómo analizar la armadora compuesta que зе muestra en lá 
брига 3-29. Las regociones en los apoyos ya зе han calculado, 


AS 


SOLUCIÓN 
Га armadira 65 compuesta puedo que las armaduras Simples ACH y 
СЕС están consctadas mediante el pasador en С y la barra HG. 

Га segin ga de la figa 3299 corta la barra NG y otros des gk- 
mentos que benen fuerzas desomocidas En la figura 3,295 se muestra 
un diagrama de cuerpo libre dela pane izquierda. La fuerza en FG зе 
delerenma de la manera sigubente; 


HEM =, -54) +42} + Ғисібшаб07) = 0 
Ене = 346 KN (С) 


Ahora зе procede a determinar la fuerza en cada ciemento de las 
armaduras amples Siguiendo 44 método de los nudos. Por ejemplo. el 
(арта та de cuerpo lbre de ACHse muestra еп la fig ura 32%. Las 
нах de este armadura pueden analizarse en la siguiente secuencia 


Junta A:Deter mine la (оегга en ABy Af. 
feta Н. Determine la fuerza еп Ну HI. 
Junta E Determine la fuerza en Ùe ІН. 
fía BDetermine la fuerza en PCy В/ 
Ania Д. Determine la fuerzaca E 
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EJEMPLO |29 


Las аппабига de techo compuestas se шап еп ип vivero, como se 
muestra еп la fotografía. Tienen las dimensiones y Н carga que se mues- 
tan еп la figum 3368, Indique [а forma de analizar esta armadura 


SOLUCIÓN 

La fuerzaen FF puede obtenerse usado la sección ап de la Figura 
Ju. En la figura 25500 se muestra el Шаргата de cuerpo Әже del 
sagmentode h derecha. 


ЖҰМо-8 -HD = {3 - 1(3)- 14) - Қ5) - 956) + 6(6) - Fep(6tan30”) =0 
Fep= 520кМ(Т) Кер. 


For inspección, observe que BT, ЕО y HI son edementos defuerza 
ато puesto que “ТЕР, = Оеп las juntas AE y F, respectivamente. 
También, por врбсасбп +AZF, = 0 (perpendicular а AD) en las 
juntas de P О Sy Т puede determinarse directamente la fuerza en 
lsclementos PU QU Cy TC respectivamente. 
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EJEMPLO [35.70 


indique cómo analizar la armadura complesia quese muestra еп la 
брига 3-31 Las reacciones en Ке soportes ya se han cabculado. 


SOLUCIÓN 
La armadura puede clesificarse como compuesta del бро 2 puesto 
que lasarmeduras simples ABCD y FENG están conectadas por tres 
Бапаз que по son paralelas Пп concurrentes, a saber. СЕ, HH y DG. 
Sise usa la sección ag de la figura 3-310.с5 posible determinar la 
fuerza en cade barra de conexión. En la figura 3-316 se muestra el dis- 
grana de cuerpo те de ш parte izquierda de esta sección. Por lo 
ano, 


(ЖҰМА "б  -3(6)- Fppíbsend5") + Fopoos45"(12) 
+ Fopsenas"(6) = 0 0) 


HEF O. 3- 3- Fgysends? + Fogiendó” т 0 (2) 
DEF, =, -Еаусо45" + Fog - Ecgoosds"= 0 (3) 


А partir de la ecuación (2), Еу, = Fegtntonces al resolver ЗігіШій- 
neamente las ecuaciones (1) y (F se obticne 


Евн = Fop = 258 k (С) — Fpg=3.78k(T) 


Aha puede realizarse 641 апі de сайа armódura simple conec- 
tada siguwendoe! métodode los nudos. Рогектрі,соп baseen la E 
pura 3-51с,ездо puede hacerse en La 9 рианты secuencia. 


Aitor A Detecmios la fuerza ға АН y AD. 
та D: Deiere 1а fuerza еп DCy DB, 
Junta С: Determine la fuerza €n CB. 
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| | PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


FS Determine la fuerza ЕП los de mentos РО 80у БС ЕНЕ. Determine la fuera + 106 elementos GF, CF y 
e ind ue + еп еп te постое n comparación. Серие еніп en ensimo en compresión, 
400 1b 


ЕЗ-Е. Delermin; la forze eo elemens Су НС FI. Derermnelitieracalos elementos F EFC y BO 
e id q ue ti chin en tenion o en co presión. ciodiquesiestán en tensióno e ncompresión. 


uin b жю ао йы ik 


F5-11 

ЕМЕ  Deiemiine Їй fuerza en КЖ elementos LA AD y НС 

сіміншекенміп en tendón пеп compresión, FL. Dacrmine la fuerza аз dos plemeni GF, СЕ y 
СР e indique нені сп lensión сеп compresión. 


D БУ 
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PROBLEMAS 


ақ Detainee la fuerzaen baselement GF. FOy СР +2 Та amaduá Howe está sujeta a іл arga que 5е 


(Ма armadirade puente Ind ique Ù іперін mente están en muestra Determine les fuerzasen kselementos {ЄЗ y 

тейбиз о en compresión SUpongs que todas los elementos ОС. адден loselementos esión entcisióno tt ampe- 

estánconmect ados mediante pasadores шіп 5иропра que todos los elementeseztán оосо 
mediante риш e. 


Prob. 3-18 


3-19, Determine Afuera en lorclementos¿K.IMy Ср 
Indique al los elementos están en tensión о еп compretión, 
Mentiñique todos los elementos de fuera cero, 


32  Derermencla ierte Кесетпел tos Bir EH Y BE 
de le armaduras ітксіздде sl loselementosestán en tensióno 


Prob 3-19. шш ш] 


«АЖ ë Deierminelafuerraonlóss ement GF. Кү (Т) 
de la amadursen voladizo, Indigbesi los ebementos erlin 
en be пак з en compresión. бу роті да que todos krié le: men - 
тн езіп conectados mediante pasadores 


| өм.” тун ARN 
Dm ds Y a 


Frob, 3-22 


HA Debernmine la та e nlos eke mepi GF {СКҮүСП 
de la іітімішгде lechos іше H loselementos estin en 
lesión о еп compresión. 
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3-25. Determiso lafueræ ce n lose le menta iH ID y CD 
de la armadun, Idien los ckmentos están entensión с 
en compresión. Supongaque todos kosele mentos están on- 
nictados Mihanere preadores, 


3-26. Determine lafuerzaentoselementos di Cy € Dde 
h armadura Indique sí ioxelementos están en tensión с еп 
ceoumpresón. Supo пй que adod los ele пкентовченітісеян- 
wins mediante pasadores. 


"3-24. Dietermme la fuerza en los elementos GF, FB y BC 
de la armaádora Frk eindige S bareme enin en 16i- 
sóno en compresión, 


3-17. Determine ias fuerzas enlos elementos К, CD y Cl 
de la дета. Indique 57 dos de monos Hinta bensiin с 


encon presión. 


91м - Tm 


Ne кай. 


Proh 3-27 
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3.7 Armaduras complejas 


Las fuerzas en los elementos de una armadura compleja pueden deter- 
mise siguiendo d método de los nudos; sei embargo, la solución re 
querrá escribis las dos ecuaciones de equiébrio pera cada una de las j 
Amas de la srmedura y después resotver el conjunto completo de 2) 
ecuaciones en forma simultánea * Este enfoque puede жт poco práctico 
skos cálculos se realizen manuslmentc,en especial cuando las armadu- 
mson muy grandes. Рог eloa continuación se presenta un тодо más 
directa рага analizar una armadura compleja, conocida como сі mépdo 
de loselementos subsiiiios. 


Procedimiento de análisis 


Con referencia а la armadura de la figuea 3-321,5€ requiere o ЮК siguientes pasos рага 
determinar las fuerzas сп los elementos mediante el mécodo de los elementos sustitintos. 


"био pade гоайуңгъы fácilmente empleando una compra d0ra, como se жаанга en el 
черн шс 14 
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Reducoón a una madura simple estable 


Determine las гелесісесі en los soportes y comience рог imaginar cómo analraría ta 
armadura aplicando el método de los nados, es decir, pesando de una junta а Otra y 
resolviendo рага encontrar cada fuerza de elemento, Sise ilegaa una junia donde hay 
tres incógnitas, elimine uno de los elementos en la articulación y reemplácelo por un 
elemento рулары en cualquier otra parte de la armadura. De esla manera, 3€ 
reconstruye Ін armadun como una armadura simple estable. 

Por ejemplo, en E figura 3-320se obeervs que cada junta tendrá tres fuerzas de ele- 
mento desconocidas manando sobre ela Porlo tanto, se Ekminará сі elemento AD y se 
reemplazará соп e elemento imaginario CE. figura 3.325. Exa armadura puede ansli- 
тиче аюга mediante el método de los nudos para los des lipos de carga que siguen. 


Carga externa sobre uná armadura simple 


Cargue la armadura simple con ta carga real Р ydespués determine іа fuerza 5; en ceda 
elemento г. Cuando ls reacciones ya han sido determinadas, en la figura 3-32 se puede 
comenzar en lajunta A раға determinar las fuerzas en AB y AF después en la junta F 
рага determinar las fuerzasen FE y FC luegoen le жина D para determinar las fuerzas 
en DE y BC (bs cuales son iguakes а сето}: posteriormente, en la junta E pam 
encontrer ER y EL y fealmente laju nta E раға determinar lafuerza en BE. 


Retiro de lacarga externa de la armacira simple 


Considere la armadu ra $mple sn la carga externa Р. Coloque argasúnilarias guales 
pero opuestas alineadas sobre la armadura en las dos juntas de las cunles se тено el 
elemento. S eta fuerzas desarrollan uma fuerza 3 en е Himno elemento de шін 
armadura, етййпсек por proporción una fuerza х desconocida en el elemento retirado 
ejercerla una fuerza de xs, enel Hésimo elemento 

Con base en Іа figura 3-32, las cargas unitarios iguales pero орен» ло сүзіліп гейс- 
ciones en Яу С cuandose aplican las ecuaciones de equilibrio a toda la armadura. Les 
fuerzas 5 pueden determinarse medame un нан de las juntas en la misma secuencia 
anterior. es decir. primero la junta A.duego das juntas EN, E y por último la junta E 


Superposición 
Si los efectos de las dos cargas anteriotes se combinan, la fuerza en сі ¿ésimo elemento 
de la armadura será 


5 =$, + 15 (1) 


En particular,para el elemento sustirado EC en В figura 3-32b la fuera с =$ дс + 
хз, Como el elemento El сп realidad no exite еп E Armadura original se elegirá х 
con Una паат tal que prodlec una frerraceroeo El. Porconsiguiente, 


Ser + ІЯ Ep” П (2) 


ox= -Ғ ріс. Una vez que ЭС ha determinado d valor de х, [аз fuerzas en los otros 
elementos ¿de la armadura compleja pueden determinarse A partir de la ecuación (1). 
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EJEMPLO Эи 


Determine la шегін en cada elemento de la armadura complea que 
se muestra en la figura 3-23. .Supongaque lasjumas E Ру D жеп- 


cuentran еп la misma Әлен hormonal Indique a los elementos están 
en tensión о ел compresión - 


SOLUCIÓN 


Reducción a una armadu simple estable Рог inspección, cada 
punta Hene пез fuerzas de сіспыяңо desconocidas, Н anális de las jun- 
tas puede realizarse en forma manualsi por ejempia,se ebmira сі eke- 
пм CFyse sustituye por el elememño DB figura 3-35, Liarmadura 
resultante es estable y no соіарватё. 


a tema sobre la тува timple Comose muestra en la 
figura 3-33 хе han determinado las reacciones en loa sopor es de laar- 
тайма Aplicando el método de los mudos, primero puede analizarse 
la junta Cpareencontrarlas Шегіазеп юж elementos CH y Cf) luegola 
junta Ё, dondese observaque FA y FE son elememos de berza сего 
después la jonta Е para determinar las fuerzas en los elementos ЕН 
y ED:¡posteriormente,Ja шиа 1) paradeterminar las fuerzas еп DA y 
DE ypoc último lajunta Б. paradeterminaría fuerzan Н.А. Estas йит. 
zas $ se regisirao en И columna 2 de la tabla 1.donde se considera a la 
tensón comopesitiva ya la compreesióncomo negativa. 


Retiro de la carga externa de la armadora simple. En da figura 
3-33с se muestra іа caga miana que adia sobre h armadura. Estas 
fuerzas iguales pero opuestas по crean reacciones сжіегпах solee la 
amadura. El вп/Жеіз dejun bs sigue ІН oúsma secuencia indicada an. 
rroorménte esdecir,se дпа Шап lasj mlas C FE E Пу B Los resulta 
озде! апі язе fuerzas 5,5% registian en la colomna Jde la tabla 1 


Superposición. Se requiere 


брат пш! КЇ рд” 


А] sustituir losdatos еп £ par fpadonde 5' „ев negativa puesto дие 
а fuerza ез де compresión, se Пепе 


-250 +(3167] =0 х= 243 


Los valores de хх) se regisian en lacohimna 4 de h tabla 1, y Las fier- 
жаз de elemento relés Жл= 5 + ту enman en h columna 5 
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3.8 Armaduras espaciales 


Una armadiro espacial consiste en elementos que están imidos entre сі por 
sus ciemos para formar una estuctura bidimensional estable. En lasec- 
сібп +2sedemosiró que la forma más simple de una armadura bidimen- 
siomal estable se compone de elementos dispuestos en forma de шъ 
inángulo. Después se conetriyó Lira armadura plana simple con base en 
езе elemento triangular, añadiensto dos elementos a Іа vez pam formar 
nuevos miembros, De manera similar ей miembro más simple de una anme- 
dura epacial estable es un tefroedro. foemado рог іа conexión de seis ce- 
mentos mediante cuatro juntas como mues tra еп le figura 3-44. Todos los 
elementos adicionales añadidos а este ebernento básico serían redundamies 
para soportar la fuerza F. LUinaarmadura especial simple puede constr гае 
a partir de ete miembro tetraódiico інін, agregando tr nuevos slenen. 
tos уйга junta para аз formar tetraedros multiconeciódos. 


Determinación y estabilidad. Al observar que сп tres dimen- 
siones hay tres cculaciones de equilibrio para саба junta (EF, = 0 EF, = 
0 EF. = 0) entonces pera ima armadura especial сп un número jde 
puntas, bay $ ecuaciónes diponibles. Si ls armadura бепе їп número ё 
Fgm 3-М de barras y un número ғ de reacciones, como ез el caso de una armadura 
plana (ecuaciones 2-1 y 3-2). ез posibke escribir 


soma dura nena bde 


estáticamente determinada — comprobar 
estabilidad (3-3) 


estáticamente indeterminada — comprobar 
estabilidad 


La estebilidad кете de laarmadura espacial requiere que іаѕ rescoones 
са los sopentes mantengan la armadura en equilibrio de fuerzas y mo- 
mentos respecto de olalesquier es En ocasiones eso puede compi- 
рате poc mspecctón, perosi la armadura es estable una sOlición de las 
anacos de equilibriodará rsilados meitenes. La evabildad in 
nia puede comprobarse 4 veces medge una inspección соніайока de 
в dispojción delos elementos. Siempre que саба juntase ma цепка Fiji 
por sus soportes oclementos conectados, de modoque по pueda Moverse 
con respecto а ls demás juntas, la estructura puede clasificarse como cs- 
ble internamente. Además, Sise hace Un análisis de fuerzas de lanrma- 
dura y se obtienen resultados ¡nconsisieotes entonocs la configuración de 
Ь armadura será inestable O tendrá шпа “forma сейіса”, 


Supuestos para el diseño. Los elementos de una ar madura espa- 
cal pueden tratarse como elementos de fuerza axial, siempre que la carga 
вета se aplique еп las juntas y Estas e forineo mediante conenones de 
rótula. Este supuestose pisia sipomendo que tos elementos шкі por 
шта тотоп $ criicén еп їп punto común y el peso de los pementos 
Á peda ignorarse, En los casos en el de ш elemente $e miya en 
н бо ема б е análisiz por lo general үш име” aplicarlo como una fuerza 
vertical con la mitad de sy magnitud apbcada a cada extremo del elemento. 
Para сї análisis de fuerzas, los soportes de ua armadura espadal suc- 
kn modelase como un etabón como, una junte de rodillos plana, una 
funtade rodiños ranurada о una junia de гбпяа. En Іа tabla 3-1 se mues- 
tra cada uno de estos soportes ysus componentes de fuerza reactiva. 
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TABLA 3-1 Soportes y sus componentes de fuerza reactiva 


Т 
пу | 
| 
| 7 
РРА 
=> 
A ““ 
P77 “у 
ГИК", 
27 
| | 
2 
"ÍA 
— y A y 
т х 3 
md llo 
(3) x 4 
І 
| 
A 
“ % 
й ——- F 
ж” ғ, 
РА / 
E / 
: F, 
miiy parh r өзі igy 
тп ип cilimira: 
і8 
E E 
| г? 
-----) —E 
ғ ғ, 
Pi 
т / 
r F 


122 Carlrulo 2 ANALISIS DE ¿ARMADURAS ESTÁTICAMENTE DETERMINADAS 


z Componentes de fuerza x, y, 2. Como ctanólisisde una arma- 
| «ша espaciales tridimenstonal,a menudoscrá necesario descomponer la 
fuerza F de un elemento en los componentes que астап a lo largode los 
eyes 1, 3,2. For ejemplo, en la figura 3-35 el elemento АН tene uma bongi- 
tud і y proyecciones conocidas х, у 7 а о largo de los ejes coordenados. 
Etas proyecciones pueden relacionarse соп de longrud del elemento 
mediante la ecuación 


= М +у+г (5-4) 


Como la fuerza F atka lo largodel ejedel elemento, las componen 
tes de F pueden determinarse рог proporción de ln Siguiente manera: 


Ё, = Ң3) К,” (>) P,a 83) (5-9) 


Tenga en cuenta que ЁЛ cequitre 


Em Y PA E 5-8 


.. El uso de estas ecuaciones se ilustrará en el ejemplo 3-12. 


Elementos de fuerza cero. Еп algunos сол, 4 análisis de las 
putas de un armadura puede Simplibc.arse si es posible detectar Ки ele. 
mentos de fiera cero al reconocer dos сазо Comunes en E geometría 
де Let junas. 


Cam L Si odos loseclementos concalados а ши armadura menos uno 
están en el mimo ping y siempre que ninguna carga edema amie 
sobre la punta, el elemento que no se encuentra en el риле de los demás 
elementos debe estar sometido а una fuerza сего, La prueba de esta fir- 
mación se muestra еп la figura 3-36.donde loselementos А.В y С езіп 
enel ріапох-у, Como 12 componente 2 de Ел дере ser cero parasatisfa- 
er EF, = į) el elemento D debe ser a elemento de fuerza сето Por сі 
mimo razonaámiento,el elemento O soportar UnA carga que puede de- 
Eminga а partir de EF, = 051 una fuerza exterá йін sobe la junta 
y tiene мад componente que ación а lo lago del je 2, 


Debido asy chade mia de codos, la torres 
de ente иро те шап parasosiencr апай b- 
nem de паи 210 сга. 
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Caso 2. Siw һи determinado que todosmenños dos de varios elementos 
conectados a une junta soportan fuerza cero.los des elementos restantes 
también deben soportar fuerzacero, empre que nose encuentran а lo 
argo de la misma bner. Esta shuación se ilustra en Н figura 3-37, donde 
sesabe que А y С зоп elementos de fuerza cero. Como Қ, es colineal con 
el ge y entonces b ppicación de EF, = 0o EA = 0 requiere que las 
componentes хот de Ғзеяпсего. Enconmsecuencia, F y = 0. Si éstees а 
caso, Fp = б puesto que EF, = 0. 


Figura 3-37 


Debe prestarse atención especial a los dos casos anterior es de carga y 
geometría de lasjuntas, puesto que сі análisis de una£rmadura espacial 
puede simplificarse considerablemente si se detectan primero los ede- 
mentos de fuerza сего, 


Procedimiento de análisis 


Para determinar Ін fuerzas desarrolladas en los elementos de uta atmada espacial 
puede isarseel málodode hs мерсие о € méndode los oidos. 


Método de las seccionmas 


Si sólo deben determinarse аралат fuerzas de elemento, puede usarse e método de hs 
жешине. Cuando se pasa ima sección imaginaria а través de una armadura y Ésta se 
dride en dos partes, el sistema de fuerza que ación еп cada ona de las partes debe 
satisfacer las жін ecuaciones ежа гез de equilibrio; EF, = 0 AF, =й. EF, = 0) 
ЕМ, = 02M, =i ҮМ, = 0 Mediante la elección adecuada de lasección y dos ejes 
рага sumar Éuerzas y momentos, ез posible calcular directamente muchas de las fuerzas 


de elemento desconocidas en ua armadura espacial empleando ua sola ecuación de 
eguilibrio.A este respecto, recuerdeque e momento de una fuerza respecto а Unteje ез 
coro siempre Que la Латта зға parles el eje o зш línea dencción pase а través de ит 
puto en eleje, 


Métado de los nudos 


En general 31 deben determinarse las hierzas en sodos los elementos de la armad ura, 
сі modo de los nudos e el más adecuado раа realizar гі alas Cuando se utiliza el 
métbdo de hs nidos, es necesario resolver Lis tres ecuaciones de equilibrio escalares 
EF, = 0, УРУ = 0, ТЕ, = (еп cada punta, Como es celativamente ТАС dibujar los 
diagramas de cuerpo libre y apicar las ecuaciones de equilibrio, el máodo de los nudos 
es muy consistente en su aplicación, 


123 


124 Гарітіло 3 ANÁLISIS ОЕ ARMADURAS ESTÁTICA МЕМ ТЕ DETERMINADAS 


EJEMPLO |3772 


Determine la fuerza en cada elemento de la armadura espacial que se 
muestra en la figura 3380, La armadura сїй soportada por una junta 
de rótula en A, una junta de rodillo ranurado en бу un cable en €. 


SOLUCIÓN 
La armadura ёз estálicamente determinada puedo que b + к= 30 


bien 9 +6 = X5}. fgura 3-385, 


Reacciones entos soportes. Esposibleobtenerisireaccionesen 
les soportes a partir del фарма de cuerpo libre de toda la arma- 
фига, бена 3-38b5,de la siguente manera: 


ХМ,-0. — —600(9) + 8/8) =0 8 = 00 
EM, =0; С, =0 

ZM,=0, B,(8) - 600(8} = @ B ,=6001b 
EF, = Д 30 - А; = 0 A, = МИНЬ 
EF, = Д A, — 0 = 0 Am НИ 
ҮР, =0; А,-Өй-еП А, = 60 


Junta А El método de los nudos puede empezar En B puesto que 
hay tes fuerzas de elemento desconocidas en esta junta, figura 338c. 
Las componentes de Бар pueden determinarse por propotción а la 
bogini dd elemento BE,como Se indica еп las ecuaciones 35. Se 
hene que 


EF =Q ADN) + Fas[E) = [} Еър = MIb (т) Resp. 
EF, = 0, W0- Fac -W0B)=0 Fami Resp. 


EF, =0 Р – 00) =0 Ғ,д" G001b(C) Resp. 


Junta А. Usandoel resultado para Fa, = 600 Б (C),el diagrama de 
антро Шхе de la junta A se muestra еп la figura 3-38d, Se tiene 


EF,=0; 600 — 600 + Farsen 45° = 0 


-F al i)+600=0 
-00 + Ey + 6708(д) = 0 
Ep =Ü Rep. 


Junta D Por insperción, los elementos en la junta DO figura 3380, 
soportan fuerza pero yá que la disposi de loselementos estimar 
a cualquiera de los dos casos analzados еп referencin а Las figuras 336 
ү 2-57. Además, а parte dela figura 3-35 


EF, = 0 For ={] Rep- 
TF, = 0; Foc =I Rap 


Junta С. Porolservación del diagrama de cuerpo libre, figura 3-34/, 
For” 0 Кур. 


ЗЕ жамап ESPÁCLALES 
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EJEMPLO [3,13 


Determine los elementos de fuerza сего de la armadura que se mues- 
шаі еп da figura 3-92, Los soportes ejercen las componentes de rac- 
ción en la armadura como se indica en іа Figura . 


SOLUCIÓN 

El diagrama de cuerpo libre, figura 339a, indica que hay ocho mac- 
ciones desconocides рата cuya solución sólo hay disponibles ses 
ecuaciones de equilibrio. Aunque éxe ses el caso Es reacciones pue- 
den determinarse, puesto que В + ғ = 3З[ о 16 + 8 = АВ) 

Para detectar los elementos de fuerza сего, ез necesario comparar 
las condiciones de la geometría de las jumas y la carga con las inchi- 
dasen las figuras 336 y 3-37. Comidere la junta A figura 3-396, Como 
los elementos FC, FO y FE se encuentran en d plano х' y! y FE no 
estáen este plano, Fires un elemento de fuerza cero (Debe sasia- 
сезе EF. = 0) Ген misma manera. a partir de la junta E беша 
43%, EF e urnelemento de fuerzta cero, puesto que nose encuentra en 
el plano y”-7. (Debe satistacerse ХЕ, = 0) Volviendo a da juma Ffi- 
gura 3-35, puede observarse que fm = Рост О puesto que Ey = 
Ёһ; = буу no hay fuerzas externas que acien Sobre la junta. Use este 
procedimicolo para demostrar que 4% esun elemento de fuerza caro. 

El análisis numérico de fuerzas en las guntas puede proeder ahora а 
analizar la junta С (Fror 0 para determinar las fuerzas еп GA, СЯ, 
G€.Despuésse analiza la junta H para determinar las fuerzasen HE, 
НЕ y НАЛА ушла Eparadeterminarlas fuerzasen ЕЁ Д.Е арша А 
раге determinar las fuerzas еп ALAD y А. junta E pera determi- 
nar la fuerza єп НС. y А. Б, lajunta Р pera determinar la fuerza en 
PCy O. A, урог último lajunta раға determinar СС „С. 
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| PROBLEMAS 


“3-4. Гхаеппше las ікетгаз en todos los elementos de la 3-30. Dietermiss lá fuerza еп ceda iememo € indique 51 
armadrra compleja. Indique si ka clementosestán en ten- las ele mentos están en tensión о еп 60 m presión. 

Hno спектр езіп, du кеген сва: USO а AD por unele- 

mento ubicaloentre Ey C 


hp ра 
Proh. 3-28 


3929. Determine lis Fuerzas en todos los elementos de la IN. Determins lafuerzaentodos lose mentos de la ar- 
irmaádua (compleja) en forma de tod. Indique 5) los сіс- madura compleja Indique бі loseleme tos estánen tensión 
me nos están eo tensión оеп compresión. бареле стт Sesti- cencomprealón. 

ПруВ ГЕ por упш mento ubicadocotre Ky F, 


im иа = за — 


Proh 3—3 


128 Гарітлюо 3 Амды ОЕ ARMADURAS ESTÁTICA MEM ТЕ DETERMINADAS 


«3-31 Deitamine la fuerza desarrollada, еп cada de- 3-34. Determine la fuerza en cada elemento de la arma- 
menio de la armaduracspacia 1 e nmdque sl los elementos dun espacial с indique sl log elementos están en tensión о 
estáneo tensión еп compresión, Lacaja бепе ша peso de en compresión. Lau madir ese sostiene mediante articula 
15016, dones de rótula o C, D,E yG. Мын A резаг de que esta 
armadura es deserminada de primergcado, сз posible una 
sdución debidoa la simetría de la сагаа y la geometria 


Proh 3-34 


3-33. Determine la fuerza tn cada elemento de la arma 3-35. Determine lafuerzacnionélomentos ҒЕу Ее la 
dua espacial e indique и loselementas esanen Lensión о armadura espociole mdique H los elementos өшіп en Len 
en compresión Superenciz La reacción del soporte en Ё són о en compresión. La armados se sostiene mediante 
ылы a lo largo de elemento ER. ¡Por qué? una articulación derátula єп С успара res cortos co A YE 


3-26, Determine la fuerza en ke elementos GO. GE y 
ҒІнісің мтлайшгасЕрыла! cinden Қас kmentos cuido 
сп ейп © en coma presión, 


3-31 Determine la fuerza en cada dde mento de la arma 
durá espacial [od iq ue silos elementos estácentenstióno en 
compresión. 
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3-38. Deiermino la fuerza сп los elementos БЕ, BFy ВС 
de la armedua espacial с indig ue 1i das cementos. están en 
lensión o encompresión. 


FM Гикізик la fuerza сл 105 ceme nios СІЗ ED y СЕ 
de la armadura espacial e ind q ue a los e leme nlos están en 
тымо encompresión. 


| PROBLEMAS DE PROYECTO 


HF. La ппплйжал Prat de techo están espaciades 
imme ate В сада 15 pics, La cubierta, d material dd 
techo y los Mipro tenen ш peo promedo de 56 
ІҺрісі El edificio está situado en Nueva Work, donde la 
сақа de meve prevista es de 20 Гре y la carga de helo 
pronosticada es de В bpe. Estat cargasse producen аъ d 
deca етіле tal proyectada del techo. Determine La Ferz 
en caca сіс mento de bida a lá carga muertay а 1ш cargas de 
la пісте у сї hielo, Desprecie сірезо de los elementosde la 
o қүда террора que Acuna arc їй йїп Y quee Feos un 


Pro ed ерки to 3-ІР 


130 Гағрітло3/ Амдіі5і5 ОЕ ARMADURAS ESTÁTICA МЕРТЕ DETERMINADAS 


REPASO DEL CAPÍTULO 


Las armaduras se componen de elementos delgados unidos en sus extremos para formar una serie de triángulos 


Paraclanálisis se SUpone que los elemen tos estánoomec- Te > Г 
tdos mediante pasadorcay que lascargas se aplican en. 

las juntas. Por ky Lanto, los demen tos estaránen lemión O (—— ЕНИ E m (с 
саосиарғезіма 

1 лал ва paeden гілніісегісеп tea formas: 


Laesarmadrras simples se forman comenzando con ыпеістеліку (підпр шаг inicial серіні ас сољоса а dos elementos сойх 
y una punta paraat formar unse gundoiriángulo,elcd Lera. 


Lis тти compuestas зо forman alovaccir entresídos o más armadurassimples овапфо una juniacomún yaun tke 
mento 44 lic io nal. 


armaduras ире 


Ši e | mmoro de barras q g je me n tos de una armadura ££ 
b pebenen rresociónes Y hay f juntes cating 


be r= Z, la астык га сз estática mente determinada 
b +r > 2h armadura сз estática mente inde termin da 


REPASO DEL САТА 131 


La агала игазе rá inostable externamente H Шеге ассо певао п concurrentes o paralelas, 
La escabilidad interna puede verificarse al contar el número de barras blis rescciónes: Y Ша juntas, 
Sd т PE 21 1ваппабигаезв тше е 


Sib + га 2h armadura ин puedeser inestable,por loqueesn ecesaño impeccionarlay buscar arregioade barrazque 
formen un mecanisno рата, swi formar unclemento mangular. 


ina шігініпіетті det nit 


Ша mad сіз plinas pueden unirse рот el méd 
de los nudas. Esato se Басе seleccionando Cada jun Aen se- 
cuepcia, de modoque (спра соч клёкат игш herra со- 
nocilla y al menos dos incógnita, $e construye dl 
digramade cuerpo lbre de cada ¡unta y secsoriben yre- 
riven dos ecuaciones de equilibrio de fuera TF, = 0 
y IF, = O а fin de determinar las fuerzas de elemento 
desconocidas. 


Ға el miedo de lar secciones СФ Meesario parar Una 
sección através de la ermadica y des pués dibujar un dia- 
жатпа de cuerpo libre de uma ¿de sue partes seco басак, 
Después se determinan 135 fuerzas de cemento corladas 
por la seccióna partir de lastres ecuaciones de equilibrio. 
Koarmpimente puede cocontrarse una MILA incógnita sl зе 
жалап Ки montetosespectas іші punto eli iret las 
obras dios fueras. 

Lás агпыміуған compuestas y complejas también pue 
den analizarse porel métodode losnodos y сілкініп de 
la secciones. Pará oblener una Solón directa de la 
fuerza сп un tlomerto particular de una armadun com. 
plejapuede emplrane el” më todo delos ek mentos sust 
шч". 


Las мах y mabes simplemente apoyadas que forman la estrucia са este 
edificia fueron diseñadas para resistir la fuera cortante y @ momento internos 
que actían en toda su longitud. 


Cargas internas 
desarrolladas en 
elementos estructurales 


Ame: de determinar las proporciones de un elemento estructural, es 
necesario conocer la fuerza y el momento que actúan Әп S iner. En 
вме capitulo se desarrollarán los métodos рав hallar estas cargas en 
puntos específicos а la largo del de de un elemento, y para mostrar 
gráficamente la variación utilizando los diagramas de fuerza cortante y 
de momento. 5e presentarán aplicaciones tomb рав vigas Como pan 
marcos, 


4.7 Cargas internas en un punto 
especifico 


Como se estudió en k sección 2-3,La carga merna еп ип punto especÍ- 
fico de un elemento puede determiarse aplicando el método de lar seo 
dones En шелегі! esti сатра par шай estructura соршпаг consistirá еп 
ina fuerza norma] N tna fuerza cortante Y y o momento fecon ante 
МЕ Sn embargo, debe tenerseco menia que estas сатай5 representan 
en realidad Las remultaníes de la distribución de esfuerzos que іы sobre 
eláreatransversalde] elementoenta sección cortada, Una vezqueseco 
генет las compas ternas resultantes la magnitud del esfuerió puede de- 
terminarse siempee que se suponga me distribución de esfuersos sobre 
el áreade Іа sección transversal especifica 


* Los marcos т?т nales tembién puede estar ки тей dos aun жән ийа dr он, 
que tiende a doblar ele keme n Le respecto de ки ере. 133 
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Carítulo 4 


CARGAS INTERNAS DESARROLLADA E EN ELEMENTOS ESTRUCTURALES 


Convención de signos. Ames de presentar un método para en 
contrar la fuerza interna normal, la fuerzacortante y еї momento Perio- 
nante, ев necesorio establecer ima convención de pios paca definir ss 
valores “positivo” y “negativo”.* Si bien la elecdón esarbitraria, la con- 
vención de signos que se adoptará aquí ha sido ampliamente aceplada 
en la práctica de la ingeniería ечгиспзга! y se ihistra en [а figura 4 ш. En 
la cua izquierda del elementocortado, la fuerza normal N аса hacia la 
derecha, la fuerza cortante interna Y actúa hecia abajo yel momento М 
acia en sentido inverso al de las manecillas del reloj (antiborario). De 
acuer do con latercera ly de Newton, ша fuerza поггпа), ила Шет?а cor- 
tante y un momento Пехкелшіме iguales pero opuestos.deben actuar еп 
һ сага derecha del elemento en la sección, Quizás una manera Тісі de 
recordar esta convención de igos ses ablar Un pequeño segmento del 
elemento y recordar que una fuer zarnormal positiva беке aalergar el 
segmento, Пана 4-1) que ила фета cortante positiva tiende а hacer 
girar {тё ттен? m el seido de las manecillas del reloj (horario), Баша 
4le y que um momente Йрполатце positivo Rende а doblar A segmento 
еп forma cóncava hacia arribaa manera de un “recipiente раға aqua,” E 


08] | 


*Estorerá de аай pusteiormente еп атаны 4-2у 4-1, dande F ү М жел ра йп 
еп función de ху depoi герле p іГбежемее El hacha de jones неш орвхеп- 
інін apre кй de лье запо амірыг сно снн росна чаа Pi Їз денім 
рага т, урала зда ісін түй pists үлі coreo deir izar шпа Ғотилбт үш (т), 
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Procedimiento de análisis 


El siguiente procedimientoofreceun medo de aplicar el método de las secciones para 
determinar la fuerza pormal interna, la fuerza coftante у e momemo fermante en una 


ubicación especifica de un elemento estructural. 


Reacciones en dos soportes 


a Antes de “cortar” a secaonar el elemento, puede ser necesariodeterminar las reñocio- 
nes en sus soportes de modo que las ecuaciones de equilibrio sólo se utilicen para re 
saver las cargas internas cuendo se seccione el elemento, 

Siel elemento ея parte de una estructura articulada, 185 reacciones en las articulacio. 
nes pueden determinarse mediante hs métodos de há sección 2,5, 


Diagrama de cuerpo libre 


= Mantenga todas las cargas distribuidas 105 momentos de par, y 15 perras фе агійап 
sobre el elemento еп Mm ubicación erac, después pase una Sección imapinaria а 
través del elemento, que sta perpendicatar а 81 ge еп е punto dondese desca deter- 
minir la carga interna, 
Después de hacer lasección dibuje un diagrama de cuerpo lbre del »egmentosobre el 
que atie el menor número de cagas En la sección, indique las incógnitas resultantes 
N Yy Mide modo que aien еп Suse пісіп positivo (figura 4-12). 


Есине de equilibrio 

“ Los momentosdeben sumarse еп la sección respecto a lose jesque paesana través del 
centroide de la sección transversal del lemento,con d fio decliminar las incógnitas N 
y Y. para asf obtener una solución dreda de M 

в Sila solución de lasecuaciones de equilibrio es una cantidad соп magnitud negativa, 
e sentido direccional Sipyesta de la cantidad es opuesto А que $e muestra en el did- 
grama de cuerpo Бізге. 
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EJEMPLO [41 


El techo del edif tio quese muestra en la fotografía Пеле ші peso de 
18 kN/m? үзе sostiene sobre vigas simplemente apoyadas de $ m 
de largo ente las cuales hayuna separación del m.Cada viga. que se 
muestra en la figura 4-2b.transmite su carga в dos tabes, ubicadas еп 
la parte delantera y trasera del edficio. Determine В fuerza cortante 
yd momento intenosde la viga frontal еп а pumo C.figura 4-2а. Мо 
юте єп cuenta el peso de los elemen оз. 


IGN 724N TLN pm AAN 


н» 
md 
burde 
інім | 
432%5 а ЕГ 
SOLUCIÓN 


Resociones еп los so portes. La carga del techo зе transmite а 
cada vigacomouna lade unsolosentido (LL = m/i m = 8> 2 
Por lo tmto.la carga tributaria en cada viga imerior es (18 Кш) 
1 пй = 18 kN/m. (Las dos vigas del borde soportan 09 kN/m.) De 
la figura 4-2b, la reacción de cada viga interior sobre la tmbe єз (1.8 
kN/m(8 m)/2 = 72 ЕМ. 


ілам т 
ГІТРЕІЗІІ 21114 
шы ДЕЧ | | 
03m | oe Sm 
Абақ IZEN 72 SAB км 
рр не 
TZ iH Т. КАТ 
o 


Diagrama de Cutrpo libera En la fgura 4-20 зе muestra el dia- 
grama de cuerpo оте de la viga Tenga en cuenta que la rescción de 
саба columna ез 


(2(3.6 Ем) + (72 kN)/2 = 432 kN 


le) El diagrama de cuerpo libre del segmento ізушегіз de la trabese 
Figs 4-2 muestra еп la figura 4-2. Aquise supone que las cargas Internas 
ашап en эш sentido positivo. 


Ecuaciones de equilibrio 
ЇЕ =% 432-36-2(T.2)-V¿=0  Ve=252kN Resp. 


(HEME= Met 72004) + TALA) +3524) -432(12}=0 Mea 302kN=m Нер 
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EJEMPLO [4:2 


Determine la fuerza cortante y el monento memos que actúan сп 
una secdón que pasa por d punto С de la viga quese muestra еп la fi- 
gurad da. 


R ШШ | 1111 í 
Б РЕ 


(ау 


SOLUCIÓN 


Reacciorms аз los ворота. Al Sustituir la carga disicibuida poc 
q fuerza resultante y calciilar јаке acciones, чё obtienen Tos residia- 
dos que se muestran еп ta бе ura 4-30. 


Diagrérna de cuerpo libre. Se considerará el segmento AC 
que produce la solución más sencilla, figura 4-Х. La intensidad de la 


сира distobuida en Cse calcula por proporción.es decir, 
яр" б pies/lBpiesM3 k/pe) = 1 k pie 


Ecuaciones de equilibrio. 


МЕР, "Ы 9-3- Игд с БЕ Resp. 
LEM o=% —9(6)+3(2)4M¿=0 Mo=48k-pie Бар 


Ese problema ¡hidra la importancia de mantener la сатра distri- 
buida sobre la viga hasta después de secconarla Si В viga de la fuera 
4-3Іме mecmará en Cel efecto de la carga disiribuida sobreel seg- 
mento AC по se reconocería, yel resultado Y ге9% y Мсн H pie 
seria erróneo. 
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EJEMPLO |43 


El panel de piso DE soporta la hierza de 9 k que semuestra enla F 
аша d-deel cuala яп vez 6stásimplementeapoya боеп SISextremos 
por vigas de piso. Estas vigas transmiten as cagas а la trabe simple- 
mente apoyadad F, Determine la luerza cortante y el Momento inter- 
nos que actúan enel pumo С de la trabe. 


SOLUCIÓN 


Resickaernentosgoportes. Entafigura4-4bsemuestranelequi- 
bro del pansi de pisa, hs vigas de pao y Га trabe, Se recommenda ve- 
ofica estos resultados. 


Ошкұйыта de cuérpo bra Se utili el diagrama de cuerpo libre del 
*gmento ACporque condice а la sokición más sencilla, figura 4e 
Зора en cuenta (ШЕ AC no s0portacargas Өзге las vigas de piso. 
Ecuaciones de equilibrio. 

ТЖЕ „=й, 3.35-Б-К.а0 У,-ш-2,35ұ Resp. 


HIM =й; 37H 154 6(3)4M¿=0 M¿=3825k:pie Resp. 
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4.2 Funciones de fuerza cortante 
y de momento 


El diseño de una viga requiere іш conocimiento detallado de las varia 
comes de la fuerza cortante у yel momento М internos que аена еп 
сайа punto а lo lago del eje de Іа viga. Por lo general, la hrerza normal 
interna dose considera pordos razones: (1) еп [а mayoría de los casos las 
cargas aplicadas a Uña viga actúanen forma perpendicular а 8: ee y por 
lo tanto.sólo producen una fuerza ИМеппа cortante y оп momento feyo- 
nante(2) y para іпез de diseño, la resistencia а la бетга cortante de la 
viga y en рагбсшас, a В Mexión, es más importante que su capacidad 
раға resistir la fuerza normal. Sin embargo, Бау una excepción impor- 
tarte в eto cuendo las vigas están sometidas a fuerzas maaks de com- 
peesión, puesto que deben investigate бі pandeo о la inestabilidad que 
pudir an Ocurrir. 

Las variaciones de Y y Men función de El posición л de ua punto athi- 
ага а Lo largo del eje de la viga pueden obtenerse mediante d mando 
de lassecciones analizado еп la sección4. L біп embargo, aquíes necesa. 
ño localizar la sección imaginaria о cortar a ша dSiancia arbitraria г 
desde un extremo de la viga en vez de en un punto Esperifico. 

En general, las funciones de la fuerzacortame ydel momento internos 
етіп discontinuas, о аг pendiemeserá discontmua, еп dos puntos donde 
el upo o la magnitud de lacarga distribuida cambia, o bien donde se apli- 
quen las fuerzas сопсепіга бех о los momentozde per, Debido а esto,laz 
fimcones de ің iuerza cortante y del momento deben determinarse pera 
cada región de 16 мра localizada entre cualquiera delas dos disconimui- 
dades de carga, Ет ejemplo, las coordenadas xr y y deberán usarse 
pera describe la variación de Y y Мет toda la lengited dela viga en la F 
ишга 4-5т. Estas coordenadas serio válidas sólo dentro de Les мерген 
desde A hath F paris, de Ba Срагах., y de Са D раа х АШщйЕе 
сайа ima de estas coordenadas tiene el memo igen como se ha seño 
міс aquí ¿ste гиз tiene por quéserel caso. De becho, puede ser más fácil 
desarrollacias funciones de fierza cortante y de momento, empleando 
fas coordenadas 1157354 бе llenen origenes еп A,By como зе mues 
tra en ba баша 4-56, 4quí д y тунп posilivas hacia la derecha y ж es po- 
ivb bacia la izquierda. 


Аы. 1D 


же. зымды e] 


El mimm adicional Qiie реороссюнан Les 
piera vais Їшїп сонын se щи 
са hos soportes әні cd y cde өсімін en 
estis imbes de puente. Aquí, las reaccion ел 
саш-агёт aran des fuerzas contamos сп іш 
rabo ylosrcfuerma evitaría padon Loca" 
lados сп las alos ad alma de la ibe, 
Аста, tengas сп curia 1а ылатын del 
opone de osdládor gautada por асам n- 
sión lérmicade la cubierta del puente, 


{Ы 
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Capitu 4 


CARGAS IMTEANMAL DESARROLLADAS EN ELEMENTOS ESTRUCTURALES 


Procedimiento de análisis 


El siguiente procedimiento cfreceun método para determinar la varición de la fuerza 
cortante y el momento en шпа viga en función de la porción с 


Reacciones en los короюн 


+ 


Determine las reacciones en Los soportes de la мра y descomponga todas las fuerzas 
externas en 5 compooentesque асбап еп forma perpendicular y paralela Al eje de 
h vaga. 


Funciones de fuerza cortante y de momento 


Epeañique por *epartdo las coordenadas х y sus orígenes asociados extendiéndose а 
ke regiones de la viga entre las fuerzas concentradas ұй) momentos depar.o doode 
Һауа шта dscontimidad de la гатра дізігімініз. 


Scone la viga en brma perpendicular а su e a cada distancia x.y соп base en “4 
diazrama de cuerpo liwe de une de ісе segmentos determine hs incógnatas V y Men 
la Sección cortada еп función de х. Еп el diagrama de cuerpo libre, Y y Af deben mos- 
rame actuando ensus direcciones positivas, de acuerdo com la convención de signos 
dada еп la паша 4-1. 


V se obtiene de IF, = Оу M зе obliene al sumar momentos con respecto Al punta 5 


ibicado en laseoción cortada EM, = 0 


Los resultados peden comprobarse obsenrando que dMidx = Y y que didir т w, 
donde w es positiva cuando acta hacia arriba, alejándose de la viga, Estas relaciones 
че desarodao еп lasección4-3. 


Lacviguctas, YISA y trabes UE рдо реша кзіелег gie pero 
puedendiseñarie unive? посве conocen ізі пег olante yel 
momenlo сп loda ш lord. 
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EJEMPLO | 44 


Para La viga que зе muestra en ШЫ figura 4-ба, determine la fuerza cor 
tante y el Momento como шпа función de х 
Tke 


ЇЇ] [| 
аата 


(а} 
БҒіаригай-б 


SOLUCIÓN 


Aracciortes en de soportes. Conde Їп de calcular las renocciones 
en dos soportes, la carga distribuida se sustituye рог su fuerza resul- 
шие de 30 k, fe ura 466, Sin embargo, es importante recordar que 
eta resultante по ез la carga гені en la viga. 


| 


Funcionts de forza cortante y de moménto. En la барра 4-бс 
x muestra un Шаргита de cuerpo libre del segmento de vega om bon- 
Bud г. Тепде en cuenta que la intensidad de la carga trinmgularen la 
sección бе encuentre par proporción: decr, н/с = 2/30 0 w = 1/13. 
Con la inmensidad de carga conocida, la resultante de la carga distri- 
buda se encuentra de la manera ла! como se muestra en la figura. 
Por lo anto, 


+IEF =й; 30 
Ұ-30- 0033352 
lf r к 
- -- = —{[ -— - ша 
HEIM; 06 60 sax + (2) + м 0 


М = -600 + Wr — 001114 


Observe que ОМОГ = Y y que ЧУЛ = — 1/13 = w, lo cual ive 
como una verificación de los resultados. 
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EJEMPLO |45 


Рага la vga que 56 muestra en b figura 4- 7а, determine la fuerza cor- 
tante yel momento en Eunciónde х. 


“Ey 


= Із E қы 
а-а Apa 


zoup 


11 | 
1583 k- рє боро -->---- 14 pies — —— Ша ере 
0% 
Figura 4-7 


SOLUCIÓN 


Reacciones en los mapastes. Las macciónes еп el soporte [joson 
V= 08 Ку М = 15886. pe Ggurad-75, 

Funconas de fuerzacortantey de momento — Didoque Бау па 
dscootaridad de lá сида distribuida еп 1 = I pies, сен сопунје- 
ratse dos regios de х con elin de describo las hinciones de portante 
y de momento para toda la viga. Асан лу е5 Apropiado para los E pies 
de la rquierta y 5 puede usarse рага el segmento restante. 


0 sr s 12 pies Observe que Fy М зе muestran en la dirección posi 
üw, fura 4-7с. 
+ЇЕ =a 1084-43, -V=0,. V=L08-4x; Resp. 


(ЕМ; = 0, вв — 108579 (умео 


М = —1588 + Wir — 2] 
0 рез = љ = 20 piesfigura 4-74. 


ЖТЕҒкеб. 108-48-Y=0, у= 60 
{+®М =0, 15КЕ – Ю85у, +48(x3 -6) + М =Й 
M = 60% — 1300 


Estos resultados pueden verificarse еп brma parcial зі зе Hene еп 
que Ma quecuando o = Mpjes entonces F= 50 ку M= —100 E. pie, 
Además observe que dM/de = VydV dx = w 
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EJEMPLO [4:6 


Рага la viga que se muestra еп la fig wa 480.determine la fuerza cor- 
ante yel momentoen función фе х. 


LL 
pi a Бике 


р > {мик ш 
Figara 4-8 тазыша УЛ. А A 
i A ОЮК а 
qm 
ua— | i 
ви ——| 
~ Y m 
Там инам 
(м 
SOLUCIÓN 
Ба әссіс енез en dos Soportes Раа determinar 195 resccossen los 
smportes, hi carga detribuida зе dede ел ima сара briangnlar y шпа 
rectangular, a las cuales [персо reemplazan 515 fuerzas cesulktames 
Estas resccones ya 56 һап calcidado y se muestran en el diagrama de 
антро libre de la viga, figura 4-86. 
Funciines de fuerza cortante y de momento. Еп la figum 4-Вс (жан, 
muestra шл diagrama de cuerpo Жзге de la зесеніп cortada. Como улу 
en el caso anterior, la carga trapezoidal se susti:ye por una dirtribu- „хи EJAN) 
ción rectangular y una triangula г СИмегуе que b intensidad de la carga тюк а 


Friangular el el corte se encuentra por proporción: айтта, la fuerza 
resultan te de сініп carga disipbuida y su ubicación están indicadas Al 
aplicar ls ecuaciones de equilibrio, % tiene 


44 м 
0 — ла ШЕ 
«ТЕҒ,-0б6) %-іш Қа Y=0 
V=75-101-1,11 Resp. 
A [1 
EMM -75x + ла«2) t ЕЛЕНЕ +M=0 
М = 754 - 5а? — 03700 Rep. 
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PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


Е4-1. Detertitos la fue rza пип, la fuerza cortan le y el Ғ4-4. Determines la fuerza norma L la fuerza cortan le y el 
гите Merkea e miternosgue астап еєпеіршав Cde marien to Незкжмне птеттиуз que actúan en el үніне E de 
Lripa. la viga. 


юам 


ЕН Кеш 


ij А ё з 3 т | 
ah moii e 9 paí — US ques PM pls —- 
FH 4-4 
E-L Пметшіге la fuerza normal la fuerza cortante y сі 64-5. Dermie la fuerza normi, la fuerza cortante y el 
momento Метин іп егеу сизе алап ел elpunto Cde сахт пі erica күпі е үп 107004 que АН en gl pun lo C de 
avga. la viga 


SEN Ait 


GEL ШШШ 
ЭЛЕН 6 Е Ы. 


84-3.  Deterasiss La fuerza normal, la fuerza cortanie y d F4-4 Derrmine la fuerza normal, la fuerza contanto y сі 
momento Пехюаыце internos que астйап en el purto С de O ышка 
la viga viga. 


Е4-3 
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Е4-7.  Paralaviga mostrada, determino in fuerza cortante AA Determue la fuerza cortante y elmomento inter 
el mae гісін егізі en función dex. пой кп función de х а К ро de la viga 


Min = 


BRK 
SiN 


FL Рага la viga mostáda determine la fuerza corte Е. Сее ойлар la fuerza cortante y el momento mier 
yelmome nto internose8n función der. nos en función de х alo largo dela viga 


BEN 


= __ # | 
кыз 


FS. Determine ің Роста cortacte yd momona inter PHIL Determine la fuctzacoria Пе y clmomento inter 
nal en función de х а 16 lago de la viga. nosenfuación бел a lo гро do la viga 


lät 
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PROBLEMAS 


H. Demme la fuerza normal, la fuerza cortarse y el 
ските тїї exinmbnte memos еп ұм puntos С у D de la 
мка. Suponga que d soporte өз Ats unk атеист y 00 
В ға шп rodillo. 


EIN 


42. Demme la fuerza поі, la fuerza corame y el 
manero Heron de іп termos еп Қ pan ісе C ү D de la 
ұла Suponga que d soporte өз E cs rodillo, El punio Р 
está ubicado justos laderedía de la carga de Kb k. 


і0Е 


С D 
R A іше „а 
Proh 4-2 


4-3. BaguidónD'F y la colum oa D Е de la grita tienen un 
peso uniforme de H lb/pie Si d gancho y la carga pesan 
00 libras, Фа туе la fuerza porma, la fbeza coname y 
el mome nto Вехі отте imerros ел lospuntos A, B y Cde 
la grúa. 


94-4. Determine la fuerza mmal, la fuerracoriame y el 
ameno Hexñonan | internos рп $ punto E Considere 
шен = ПЧ. 

4-5. Тағірд АН Gñará кісі momento interno mánno en 
D alcanza 300 М. тп ыа huerza normal es elelemento HE 
Пера в 1500 М Dotermino la сажа w más grande que puede 
кро. 
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4-6. Determinr la fuerza Normal. la Puerta соге y el 44% Determine le батта normal, la fuerza солт y el 
momento Flecionante internos en los puntos С y Г de la momento Merionante internos em d punto Cde La viga, El 
viga Suponga que el soporte en A єз un rodillo y que Bes soporte en A e ші rodillo y 8 esuna arbcolación. 

una articulación. 


——13 m 


4-7. Сетин" la fuera normal, la fuerza согшис y d 4-40. Determine la fuer? normal, la fuerza cortante yel 
mano Aeconarte iaoa еп сі puro С. Sapenga que monto Merionante internos en el pune C. ирина que 
азге accio as en os 90 portes A y Я жз ye тісі. Ms resocion е са los sopories А y Pon vertical. 


акт 


| за AE A 
Proha 4-7 


"4-8. Determine lá fuerza поёт, lá Шегуй corre y el 4-11. Determine la fuerza norma, la huerzá cortante y сі 
momento Nexionante inona еп бі probo С. Supmga que пять ЁК ват іл атаса, сть сар pun los Cy O. Suponga 
из reacciones en lol soportes A y й зоп verticales. que las re acciones en Ке зо pones Ay Fany en lode, 


Зак 
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"4-12. Determine la fuerza cortante y el momento а lo 4-15 Determine la fuerza corante y а comento а lo 
агро de la viga en Ги ación de т. largo de aviga en función de х, 


4-13. —Deiermos la fuerza cortante ү dd momento em la *4-16, Determme Li Merza contarte y cl momo ш 
viga de pro en función de т. Suponga que elsoporteenÁ ез lurgode la ківае función dez. 
шиа. articulación y q ue сє unrad slo, 


GIN 


4-4. Derermine lá fuerza салтын y Ч momento й 0 4-17. Determine 1а Fuerza corante y e momenño а lo 
largo де la viga en función de г lago dela viga en función de ү, 
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ЖАН. Deteimioe la Fuerza cortante y el momentoa lo 4-1. Determino la fuerza Согимие y сі momento m le 


где dee la viga enfunciónde т. viga En fuoco der, 
2h pie 104 At 
97р 
y А моь 
én ipa HA 
Prola 4-18 г 
иһ 


Рныһ4-21 


4—19. Determine la fueza соге y Сі momento В lo 
kirpo de la viga en funciónde x. 


422  Determino la Fuerza cortante y e momento қ kt 
largo де aviga Шикі епосі Фет. 


“LA  —Deermine la Їшстєд cortante y сі momento б la 
vigaen funciónde х 
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д (шыма (ІЙ 


Les y aris саг риз concentradas que aci 

4 sobre esta viga de coocre l0rel згамізсгенп 
una rarisción de la carga inlerta сп ly viga. 
Por cota итш. as ырлы ығы уг и- 
ias de haaa coria y de tame В 
жк ante con elo dede har correctamente 
laviga. 


4.3 Diagramas de fuerza cortante 
y de momento para una viga 


Al representar gráficamente his variaciones de V y А ап Ңтоса der 
que sevbtuvierso ёп la sección 42, las gráficas resultantes se дена 
арата de |шегіп cortante y diagrama de momento, especloramente. 
En Не casos dende (та viga está sometidas varias huerzas concentradas, 
pares y cargas distibiadas, la praficación de V y Men comparación cOn х 
puede ser bastante себна puesto que debe п representarse varias [intin 
nes, Enesta sección seanaliza un mitodo más Simple pará la сигин 
de estos diagramas, un método bisado en las relaciones diferenciales 
que existen entre la carga, la fuerza cortante y d momento. 

Рага obtener estas relaciones, considere la viga AD de la Figura 4-%. la 
cual ені sometida auna сатра abiara distribuida w = нде) уй Une 
señe de fuerzas concentradas y pares. En el siguiente análisis, la carge 
distribuida ж considerará pomiiva cuando gone hacia arriba солы $e 
muestra es la figura, Se coosiderará el diagrama de mepo lire para пп 
pequeño segmentia de la мра con longitud Ах figura 495, Como este 
segmento 56 сірі en ип punto т а lo нро de hi viga que по tá some- 
ініс а una fuerza concentrada оң шь par los resultados obtenidos тыз son 
aplicablezen lospuntos соп cargaconcentrada. Sesyponeque ің fuerza 
cortante y el momento Пелинінме internos que $e muestran en el din- 
кипа de cuerpo libre artian en la dirección pesiliva de acuerdo con 14 
convención de signos establecida. figura 4-і. Tenga en cuenta que tanto 
la fuerza cortante como e rimeno que асап sobre М сага детесһа 
debenau mentáren una cantidad pequeña yfinitá соп el finde mantener 
al segmento en equilibrio. La carga distribuida зе reemplazó por una 
fuerza concentrada w(x4r que bta а una distancia Eraoconal A 
desde el etemo derecho, donde 0 < e< r, [Porejemplo,s1 withes ani- 
forme © constante, entonces w(r)áxr actuará en tAr, así que « = 33 Al 
арікснг las ecuaciones de equilibrio, se tiene 


+]EF е0: — Viwxjax—(Y+4Y)]=0 


АР =w¡1)Ax 
[+FEMp =й; -БАу-М- ь(хуїдхє{йхү+ (Ma Аму "ù 
АМ = Vår + wir) «(Ах): 
mcr 


major [A 


43 САСАН АБ ОЕРЈЕВТА COAT ANTE YDE MOMENTO РАВА Lii KGA, 


Si se divide entre Ах узе toma сі Umie cuando Ar — estas ecuaciones 
se convierten єп 


x = их) 
А А : HH) 
Pendiente del cm Е ы, de ta 
de fuerza cortante carga distribuida 
ам 
тт 4 
(42) 


Pendientedeldiagr ama 
de momento 


AAA 


| = {етен cortante 


Comose ha señalado la ecuación 4-1 establece que la пен етке del dia- 
grama de fuerza cortante en иһ punto (dvix) es igual с la intensidad de 
la сатуда distribuida mix) өп ese punto. Del mimo modo, la ecuación. 24 
establece que k pendiente del diagrama de momento (dMédx) es igual a 
la mtensidad de la fuerza cortante еп ея punto 

Las ecuaciones 4-1 y 42 pueden “imegrarse” desde un punto hasta el 
ara entre fuerzas concentradas O pares (por ejemplo, de La Cen la f- 
gua 4-94), en cuyo (850 


АУ = [сда 
9-3) 


АМ = f Vixjdx 
(14) 


A Ш мі bajo el diágrama 


cel momento de fuerza cortante 


Como se he señalado, la ecuación 43 establece que ef cambio ел lo 
fuerza cortante entre dos puntos cualesquiera de una Ий e igual al drea 
bajo el diagrama de carga distribuidaensre esos puntos. Del mismo modo, 
kh ecuación 4-4 establece que d cumbio en el momento entre dos pumor 
de una viga signal d irea bajo el diagrama de [шта cortante єтє сыт 
puntos. Si las áreas bajo los diagramas de carga y de fuerza cortante son 
fáciles de calcular, Insecuaciones 43 y 4-4 proporcionan un métedo para 
determinar noméricomente los valores de la бетга cortante y ed mo- 
mento en varios puntos a lo lago de una viga 
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Гарітіо 4 


CARGAS INTERNAS DESARROLLADA E EN ELEMENTOS ESTRUCTURALES 


м М+ ам ты 
ЫЙ" рар» 
T 
"ыа hii ти 
ғ (6) 
Funes 4-10 


Con bawen la derivaciónanteriordebe observarseque lasecuaciones 
41 y 43 no pueden usarse еп los puntos donde actós una шега сойсеп- 
irada, puesteque estás ealacioónes по toman en cuenta el cambio repen- 
tino de la fuerza cortante еп edos puntos Del mimo modo, debidoa 
ша decontinuidad del momento, lasecuaciones 42 y 4-4 по pueden am- 
plearse en ісе puntos dondese aplican momientodepar.A fin deconsi- 
derar estos dos casos, es necesario tomar los diagramas de cuerpo libre 
de los elementos diferenciales de la viga que se muestran ел la figura 
4-9%,los cua bes están en puniscon fuerza concentrada y Momentos de 
раг En las figuras 4-100 y 410b respecti va mente,se muesiran ejemplos 
de estos elementos. А partir de la figura 4-00, se observa que d equili. 
brode fuerzas requiere que el cambio еп la fuerza cortante sen 


+TEF,=0. àF = -F (4-5) 


АЯ, cuando Е actúa Акта abro sobre la viga, АУ es negati уа por lo que 
el digrama de corte muestra un “salto” Aras abajo, Del mismo modos 
Е actán hacigarriba,et salto (Ay) eshacia arribaCon base еп la figura 
4-106 cuando Ах — Qel equilibrio de momentos requiere que el cambio 
en el momento sea 


¡+tEMo=0: АМ =M' (4-6) 


En ефе caso á зе aplica шп momento de расехтегпо M' en sentido hora 
río, АМ 45 positivo, poc lo que el diagrama de momento saka hane 
ariba, y cuando Mi заба en sentido comirarto ш de los rmarnecifos del 
relos,el salto (АМ) debe ser hada abajo 
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Procedimiento de análisis 


Elsigusente procedimiento aporta un método pera construir losdiagramas de fuerza cor 
tante y de momento рага una мра empleando las ecueciones dí а 4-6. 


Reaccions өп los soportes 


8 Determine las reácciones en los soportes y descomponga las fuerzas que actúan яте 
la vga сп 95 componentes perpendiculares y partlekos 9 бс de la viga. 


Diagrama de fuerza cortante 


я Establezca losejes F y x y атаба ke valoresde В uena cortante en los des елгге- 
тет de lá зарн. 


Dado que Ф (de хн lapendiente debdagrama de feria conante en cualquier punto 
es igual a Ін intensidad de lacurga distribuido en ese punto. (Tenga еп cuenta que wes 
positiva cuando actúa hada arribal 

Si debe deermmarse un valor numérico de la fuerza cortante enel puntO.este valor se 
puede encontrar empleando d máodo de las secciones cama se via en la sección 4-1, 
o шеп puede (езе la ecuación 4-3, ta cual establece que el combio ел іл ытта cor 
terre es igual 8 drez bajo el diagrama de carga distribuida. 

Como w(1) зе integra pará obtener Y cusado wir sen Ша curva de grado п. Víx) serh 
una curva de grado л + L Por ejemplo, 9 {ху ез uniforme, Kirjed neal. 


Diagrama de momento 
са los ejes M y х y grafique los valores del momento en dos extremos de la 


YA 
Dado que 4M/dx = Y, lapendiente de dugrena de momento en cualquier pimo es 
igual в la intensidad de la fierta cortante еп ese punto. 

En ebpunto donde la fuerza cortante escero,dM/de = Ù porbo que éste puedeser un 
puntodonde el momento puede ser máximo о mínimo, 

Sidébe determinari el valor numérico da momento en па punto, est valor $e puede 
encontrar empleando el método de las secciones como se o en ін зекіді 4-1 0 me 
dian іс la ¿cuación4a, la cualesiableceque e cambioen el momento сз іршіі ві dre 
bajo el diagrama de fuertacoriante. 

Como Біз) 56 inregro para obtener M cuando у(х) sea una curva de arado п М(х) 
será оба curva degrado л + L Porejemplo di Víxjes lineal, M(x)será parabólica, 
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се г" 1 Los dos elementos horizontales de la estructura que Sostiene líneas de 
alta tensión estín sometidos а lascargasde cable que se muestran еп 
la баша H 0. Dibuje los diagramas de fuerza cortante yde momento 
para cada elemento 


i f SOLUCIÓN 


Reacciones en los soportes. Сада posteejerce una fuerzade 6 КМ 
sobre cada elemento,comose muestraén el diagrama de cuerpo libre- 


Diagrama da fuerza cortante. | Primero se grafican log puntos ex 
remos =й Y = -4 kN ya =6m Y =4EN, Dara 4-1 16, Comose 
ha indicado, La fuerza olante enire cada fuerza concentrada es mms 
шліг puesto que m = dF jdt = 0 La herze cortante justo а la derecha 
del punto A to Су D) puede determinarse por а méiedo de las sec- 
dones, figura 4-1 Кі. Ed diagrama de fuerza cortante también рең 
establecerse “siguiendo 15 carga” en el diaprama de «метро Ірге. Co- 
menzando en А, h carga de 4 kN actila Бачча abajo de modo que Y, = 
-4 k. Ninguna carga actúa entre A y Bpo 0 que la fuerza Cortánte 
es constante. En Б.а fuerza de kN acia heia arriba por bo que la 
fuerza cortante ча hacia arriba 6 kN desde =4 kN һаҹа + 2EN, 
eiobtera. 


Diegrama de moménto. En primerlugar зе gf wa el momento cn 
los puni os extremos r = 0 А = Оул = бг М = 0, figura 41 k. La 
pendiente del diagrama de momento dentro de cada región de 15 m 
de longWud es consiente puestoque Y también es constante. Los valo- 
res especificos del momento, como еп € pueden determinarse por сі 
métbdo de las secciones, рға 4-1 14 o hucndo e cambio en е mo- 
mento mediane d йен Бао ті diagrama de fuerza cortante, Рог 

¿como М, = Пеп Асн ta СМ, = M, +A My =0+ 
(905) + (2LF) = =3 ЕМ. m 


скы: maA hi 
pease Winste mgin 


М ANa} | padri М со pora 
| РА 45 /) g 45 п һ | ы, 
ÁS х (шу 
| 7 | 15 | 14 
| = ч má ті E 
e Я 
-< =. БЕК 
i} E 
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EJEMPLO ¡AB 


Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de momento para la viga 
quese muesira en E figurad-La. 


lll 5" 


"= 1e- —_ M 


(а) 


Figura 4-12 


SOLUCIÓN 


Macienasenlosiaportes. Гаѕгеас ciones yásehancalculado y 0". Е =. 
. a . TIN n 
же muestran еп ebdiagrama de cuerpo libre de h viga figurad-126, ша эш ——° э 
жел! 
Diagrama de fuerza cortante. Primero se grafican los puntos езх -i Yap iramae 


remos 1 =D V= + kN y x= %m, V= 6) kN, aere que d , Pandienta ME regalia cues lente 


quew = Den х =Uytermina con uwnapendientede w= -WKN fm. ұм” 
El рип de fuerza contae coo puede encontrarse medame el 
método de las seccionesaplicadoa un segmento de vigadelongitudx, 


figura 4-12е. Se гедшеге que F= Орог lo que 


diagra ma de fuerza corame empieza conuna pendiente cero puesto W(kN-m) ІК м A 


=, 


в) 


Ошыағыты de momento. Рага 0< 1 < 520 mel velorde Ін fuerza 
cortante es positiva pero decreciente y por lo tanto, Ш pendiente del 
diagrama de momento también ез positiva y decreciente (Фах = F} 
Enr = 5.20 mad M/dx =Ù Lo mismosucede раа 520 m €x < 9 п. 
Б fuerza cortante y por ende la pendiente del diagrama de тюе Кз 
зоп negativas y crecientes, tal como se indica en E figura. 

El valor míximo dd momento está ell r = 520 m puesto que еп 
ele punto dM/¿x = Y = 0 figura 412d. А partir de disgrama de 
cuerpo Вие de la figura 4-1le se tiene 


КЕМ; =0  -30(5.20} + 3120229) 20 (2) + М =й 


М = kNm 
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EJEMPLO [49 


Dbue los diagramas de fuerza cortante y de momento para la viga 
quese muestraen le һеш 4-13, 


SOLUCIÓN 


Retocionme өп le soportes. Las reácciónes ya зе calcularon y se 
mian en el diagráma de cuerpo Ірге. 


Diagrama de fuerza cortante, Se galian bos valoresde la fuerza 
cortante en 09 puntosextre mos A (Y, = + КІШ y B(V¿" -00 
Б) En Cb fuerza cortante ез discontinua puesto que mhi hey una 
fuertaconcentrada de 600 lb. El valorde la fuerza cortante justo а la 
derecha de C puede encontrarse ші seccioner із viga en езе punto. 
Esto produce el diagrama de cuerpo lbre que se muestra en equili- 
brio en la figura 4-13е. Este punto (F= -ЯНІ ІН se grafica sobre el 
diapramadefuerza cortante. Observe que еп /) nosepresentaningún 
sakoodiscantinuidad de lafuerzacoritante,eneste mitoes dondese 
арса un momento de раг de 4000 Б - pie, figure 4-13). 

қ Diagrama de momento. Elmomento en cada exiremo de la viga 
el сего, figura 4-13. El valor del momento еп C puede determinarse 


y y Satan de mpat iva mediante el método de las secciones, figura 4-1 3e,0 bien enconirando 


Panjene Моста Mito negariva el dreabajocl diagrama defuerza cortameentre A yC ComoM, =0, 


Мет М, Ж АМ ae =D + (Ob Іріген) 
М. = 1000 It- pie 


Además, dado que Мос- DOD ib- ріс еі Momento өз Des 
Mp = Ме + АМ = Ditib- pie + (— 5004 X5 pies) 


М, = 1500 Ib- pie 


Ела punto D ж produce un зако debido al momento de par de 
4000 Eb. ріс БІ métodode 1й5 94cciones, Fura d-13f da unvalorde + 
2500 16 «pie justo Ala derecha de I} 


41 Dia a КЛА ПЕРЦЕНТА CORT ANTE Y ПЕ МОМЕКТТІО PARA ОҢА WKS 


EJEMPLO | 4:10 


Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de momento раға cada una 
de las vigasquese muestran en la figura 4-14. 


15h) - сд 


Жам 


кешеги стони 
роі ete Faj рігчжей егі 


Е т) Vegara сызлап га 


Е раны М Pai wiena 


Pir 


SOLUCIÓN Урозпттадентескетце 
En todos Ич; casos se ban сайсшасіз las reacciones еп los soportes yse Maq) pendieite М үлі? дестесі me 


melican ёп la parte Sepenior de las figuras. Sipliendo hs técnicas des- 
oritaseo los ejemplos anteriotes, 105 diagramas de Пюгга cortante yde 
momento se muestran debajo de cada viga. Observe con cuidado la 
forma en que se establecieron,con base en la pendiente y el mo- 
memo, donde dde = wyvdM/dr =V.Los valores colculadosse ha- 
Ваз empleando 8 método de llas secciones о bien encontrando las 
freas бебар de los diagramas de carga о de fuerza cortante. 


4 


, 
3-і (рыз) 
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EJEMPLO ТЕСТІ 


La viga quese muestra en la fotografía se Usa paró SOsiener ша parte 
de la saliente de la puerta deentrada a unedificio. En Ја figura 4-150 
se muesra el modelo ideadrado de la viga y de Н carga que заба 
sobre ella. Suponga que В ез un rodilo y que Ces una articulación. 
Гнімде los diagrama de fuerza core у de momento para la viga 


SOLUCIÓN 


Remciones en los soporte Las reacciones se calculan de la 
forma habitual. Los resulladosse muestran еп la figura 4-15b, 


Diagrams de fuerza cortante. Primero se grafica b fuerza cor 
ameen los exiremosde la viga esdecir. Y, =0 үү —219 EN fi- 
gura 4-15с.Рага encontrar la fuerza сопапе а la izquierda de Баке сі 
método de las secciones рага el segmento 48,0 bien. calcule el área 
Баю ed diagrama de carga distribuida, es decir. AY = Ve-D = 
— (0.75), Fe = —7.50 kN. La resección en el soporte hace que la 
fuerza cotante sake — 150 +1531 = 781 М El punto de fuerza cor 
tante oro puede determinarse a partir de la pendiente —10 kNm.a 
por Iriángulos semejantes, 7.8170 = 219/ (1 —), x= 078} т. Observe 
cómo d diagrama Y sgoe la pendiente negativa, que se define por la 
caga disinmbuida negativa y constante. 


Olagrama de momento. Primerose жайса el momento еп los 
pumosextremos, H, = Mem U Figurad-154. Los valoresde -24i y 
0239 en сі diagrama de momenta pueden calcularse por e método 
de las secciones о bien buscando las áreas Баро el dingrarna de fuerza 
cortante, Por ejemplo. AM = Mp —0= Ц-750Ңо75уе —281.Mp = 
—2.81 kN -m Asimimo, demuestre que el momentopositivo máximo 
es de 0239 ЕЧ -m Observe cómose forma el diag mma de М. si 
guiendo la pendiente definida por ebdiagrama de V. 


„ыт 
CUYA хін 
ТА 


8) 
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EJEMPLO |4212 


Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de momento para la viga 


compues ta que se muestra en la figura 4-169.Suponga que lbossopor- 
Esen А y С эж rodillos y que E y Eson conexiones articuladas. 


ө pu Ф у 


SOLUCIÓN 


Raaccimoós en Ба soportes. {лате que lossegmentosdevipase 
desconectón del pasador еп Alas resaones en los soportes pueden 
crculare como se muestraco là figura 416b, 


Disgrarná dẹ fuerza cortanta Сот siempre, зе comienza por 
gañrear la fuerza cortante en Юз extremos А y E figura 4 [бс El per- 
БІ del diagrama de F se forma siguiendo su pendiente, definida por la 
carga irge de establecer los valores de lafuerza cortante usando las 
ieas apropadas bajoel diagrama decarga (curva w)a Іп deencontrar 
el cambio en la fuerza cortante. El valor cero para Н fuerza cortante 
en х = 2 pes puede encontrare empleando triángulos semejantes о 
usandola estática, comose hizoen la figura 4-12e del EjemplodH. 


Diagrama de momento, —Primerose grafian los momentos en los 
extremos М, "ӨСЕ. pie y Me = О Раша 4-16, Estudie el diagrama 
y observe cómo se establecen las diferentes curvas mediante Аах 
= Y. Verifique los valores numéncosde los picos usando la estática о 
calculando las áreas apropiadas bajo сі diagrama de fuerza cortante а 
іп deenconirar el cambio en el momento. 


140 Гарітілә 4 


CARGAS IMTEAMAS DESARROLLADAS ЕҢ ELEMENTOS ESTRUCTURALES 


Ей PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


EHL.  Dibuje los diagramas de fuerza contarte y de mo- 
ento рага la viga, Indique los үгел lossoparts y ез 
i- uncambio en Іш carga. 


-——— Ea ни и ШЕИ 


14—15 


Е.4-14. Гаре los diagramas de fuerza попаце y de nmo- 
mento para la viga. Jod que losvalores en lossoportesy еп 
los punine donde ке prodirzca un cambio enla carga, 


EN 
бін ы 


Е4-15. ІГяһде los Жатақ de Питта contarte y de mo- 
meno paca lá Viga Іп uc завея. en Ке soportes y еп 
каше еше poira un cambio en la carga. 


W kepit 


Ғ4-і6, Грије losdiagramasde fuerza contarte y de n 
mento рага la viga Ind que los dores enka soportes? en 
los puatos donde бе prodieca Uncambio еп la саҙа. 


lët 


Е4-І7. Dbue losdiagramas de fuerza contante y de mo- 
mento рага lA viga, Indique Los valores еп losgypories y ea 
los puntos dere se produzca ип са пуку еп. а carga. 


JAN jas 


закл 


4-18. Tibu losdiagramas de мета cortan be у de mo- 
mento рага із viga. lodique Los valores бм lizsoportes y m 
las pu pros donde se produrca un cambio en la сатра. 


4млн 


маш. 


17778... —і___. 2 jia ja 
мәк 


Е4-19  Diibujelos diagramas de fuerza cotan te y фе пи 
mento раға Іа viga Lodig ue los valores en bos sopoia yin 
los puntos donde $e pradesa Ші cambio еп lá carga. 


ÖRN 5 AN de 


| А 
— 3 ьс ИШЕ a 
04-19 


Е4-20 ibuje кейарғылаз de fuerza cortine y de mo- 
mento part la viga. Endig ue losvalores ЕП lozzoportes y en 
25 pon iosdondese ркхарга Un cambio en la carga. 


2 Ее 


43 ГИАСНА МЕ бЕРМЕНТА OORT ANTE Y ПЕ MOMENTO РААА ИМА МСА. 181 


| | PROBLEMAS 


4-24. Thie los diagramas de Петта coreo y de mo- 4-55. ТАБЫ los diagramas de fuerza ormie y de ma- 
memo para la viga. 


| 
{ o ЕБРР =н еы 
Proh, 4-26 


4-21 Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de mo- 
memo parali viga. 


"4-34 Dibujo dos diagramas de fuerza cortaniey de mo 
mento para lviga. 


а nn.  — > - == “ 
=_ 1 1- — “4-28 oo і de дзр зааг y de пю- 
mento рака la viga {ajen Шгпипав pirimemos mos- 
La pies +4 pies ГИРЕР. - габоз:(Ъ) соекікте que M, = 500 N-m.L=8m. 
Proh. 4-24 м, м, 
i | | 
--і2 - Э —<— 143 yl 
4-24. Гіс los diag ramas de fuerza colant y de mo- Proh 4-28 
mento рага le viga 
4-29. Dibuj los diagramas de люта сопале y de mo- 
6" meotopara la viga. 
Ят: 
Ж ЖН т асири 


| 


дәт) S y $ 
4 о PE ғ” 8С 
se. ! і 1 
„| „|4 e 
P] эш 2---- kh 
Proh 4-15 


4 
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4-30 buje los diagramas de fuerza cortante y de mo- 
certo бе rionanie par ala viga. 


4-І, Грир" dos disgramasdo fuerza cortante y de mo- 
mento para la viga, 


4-32. ibu ісе dingramas de fuerzacoriante y demo- 
mento pará la viga. 


10k Pej іре» ] 1507 ‘pie 
Pra. 4-22 
4-34 Dibuk los disgramasde fuerza cortante y de mo- 


mento рага із viga. 


WIN ян 


CARGAS IMTEANAS DESARROLLADAS ЕҢ ELEMENTOS ESTRUCTURALES 


4-54 [bie ке diagramas do fuca cortante y de mo- 
mentopara la viga. 


«ют 


4-34 Гиһше ор diagrammer de Hierza portante y de mo: 
mentopara la viga. 


х0 Ыра 
А 


1200 1b- pie 


Prab, 4-35 


94-36, Ініме dos йш патын de Fuerzacortante y de mo- 
mento para la viga Suponga que el soporte en В e una ar 
ticulación Y qued es un то. 


4-51 Гирш los diagramas de fuerza cortante y de mo- 


mento para la viga. 5 oponga que e 130 porte £ n В es una anticu- 
lación: 


E kN/m 


АА DIAGRAMAS OF АЛЕГА CORTAS Y DE MOMENTO PARA UN MARCO 


44 Diagramas de fuerza cortante 
y de momento para un marco 


Recuerde que umnie cose compone devais edzmentos que езіп co- 
nectados fijamente о articulados en sus extremos. Con frecuencia, el di 
señode estas estructuras requiere elaborar diagracnes de fue гта cortante 
y de momento раса cada uno de sus elementos. Pam Analisar cualquier 
problema, 56 puede uilizar el procedimiento de análisis descráo еп la 
sección 4-3, Para eblorsnecesario primerodeterminar Б reacciónen los 
soportes del marco, Después aplicando el método de las secciones, geen- 
cuentran la fuerza axial,la fuerza cortante y el MOmentoque ación еп 
ke extremos de cada ebomento. Los diagramas de fuerza cortante y de 
momento para cada elemento pueden dibujarse de В manera descria 
anteriormente, siempre y estando todas las cargas 56 descompoogan en 
componentes que acilan en forma paralela y perpendicular al eje del 
temento. 

En la práctica, al dibujar el disprama de momen to se ua wna de las dos 
convenciones de юго existentes. En particular, бі el marco es dewr- 
creo reforzada los diseñadores sielen dibujar el diagrama de momento 
positivo еп el tado donde el mato edá sometido a tensión, En стах ра 
labras,si el moment0 produce tensión en la SUperficie externa del marco, 
el diagrama de momento se dibuja positivo ел este lado, Como el on- 
ogo pene ила Daja resistencia а la tensión entonct se podrá decir de 
un vistazo en qué lado del marco debe colocarse el acero de refuerzo. Sin 
embargo, en ene texo se илагй la convención de signos contraria en la 
que sempre те dibuja el diagrama de momento positivo өт el lado donde 
los elementosesión sometidos acompresión. Ésta es la misma convención 
que se usó para Юз vigas y se апанғб ет la sección 4-1. 

Los sigabentes ejemplos ¡Jistran Өне procedimiento en forma miid- 
гий, 


Parati disho de esta trabeciop Шашы porada дік: Orma рагу 
Ше un пате сні concrelopara conirioción. primero и: їгшхдгоп. и 
Шақа mude [persa (ма тиеу de momento. 
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EJEMPLO Ada 


[Не el disgrema de momento para el maxo abusado de la беша 
4170. Suponga que el soporte em A es un rodillo y que Bes una a- 
ticulación. 


М (Lie) 


15 
- (рез) 


(с) 


Figera 4-17 


SOLUCIÓN 


Resccionea en los soporten [ах rescriones еп dos soportes se 
muestran en el diagrama de ожтро libre de todoel marco, figura41 76. 
Con estos resultados,el marcoseseccióna en doselementos, y өз de- 
terminan Las reacciones mtemnasen Las juntas extremas de los ebemen- 
tos, igur 4-17c, Observe que La сара externa de5 k sólo se miir 
eme diaprama de cuerpo Libre de lajimte еп C. 


Diasgrarna de momento. De acuerdo con nuestrá convención de 
Senos positivos, y el uso de las iécnicas descoñas еп B sección 4-3 los 
diagramas de momento para los elementos del marco зоп солу» se 
matra en la figura 4-17d. 
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EJEMPLO [4:14 


Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de momento para el marco 
quese muestraen Ін figura 4-184.Suponga que А es una articulación. 
Ces un rodillo y Bes una junta fa. Ignore el espesor de los elementos. 


DLANA A ¿pie 


SOLUCIÓN 1 
Tenga сп cuenta que la carga distribuida atia sobre una longrud de / | 

H) pies W2 = 14,14 pies, Las rescconesen todoel marcos calculan 

үзе muestran еп su didgrima de cuerpo Боге, figura 4-182,A partir de 

ete diagrama se dibujan los diagramas de cuerpo libre de cada ek- 

mento, Figura 4-18с, La carga destribuida ел ВС пеле componentes а 

lo largo de ECyperpendaculares азы сједе (0.1414 kfpie) соз45° = 

(12.1414 k/pie) sen 45° = 0.1 kpe. comose muestra, Con base en 

cios resultados, los diagramas de fuerza cortante y de momemo tam- 

bén зе presentan en la figura 4-8. 


тимадеуні рез) 24 
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EJEMPLO 74215 


Diibuje los diagramas de fuerza cortante y de momento parad marco 
quese muestra en le figura 41%. .Suponga que А esunña articulación, 
Ces un rodilo y A es una junta ба. 


SOLUCIÓN 


Reacciones enlosroportes. Е діа grama de cuerpolibredetodo 
el marcose muestra en la figura 4-196. Aquila carga distribuida. que 
representa la сагро del viendo, ha sido reemplazada por su resul tante 
para después calcular las reacciones Luego se secciona el marco en В 
үзе determinan ls cargas internas en ese punto, figura 4-19с, Como 
unacamprobeción,el equilibriosesatisf асе еп lejunla 8 locual tan- 
bién se muestra en la figure. 


Diagramas de cortante y de momento. Іле componentes de la 
сатра distribuida (72 XN)/(5 т) = 144 kN/m y 06 КМ}Д® m} = 19.2 
KN fm,se muestran en el elemento АН, figura 4-194. Los diagramas 
aodados de fuerza cortante y de momento se dibujan рага cada ee- 
mento, comose muestra en las figuras 4 19] y 4 192 
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ІНЕН» 13M 17010 -m 


ж | 
170% ж! | 
IS- yp 15kN 


ылы 20 
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4.5 Diagramas de momento construidos 
por el método de superposición 


Dado que tas vigas se ийй ғап priocipalmente para resistir esfuerzos Пе- 
xienantes es importante que ef diagrama de momento areomp айе a la so- 
hición paca 81 diseño. En la sección 43 el diagrama de momento se 
construyó dibujando primero el diagrama de [werra cortante. Sin em- 
bargo, si se aplica el peincipio de superposición, cada una de lascargas еп 
Ь viga puede 1ratarse porseparado y entonces el disgrama de momento 
puedeconstruirse en una serie de partes en vez de hacerlo en una өгіз 
forma que en ocasiones resta complicada. Más adelante еп d teo se 
verá que eto рыніе ser especialmente ventajoso cuandose aplican mé- 
todos de deflexión peomérica para determinar tanto В deflexión de пла 
viga como [ах reacciones €n vigas estáficamente indejerminadas. 

En el análsis estructural, la mayoria de lts cagas aplica das sobre vigas 
es ima combinación de las gargas de la pra 4-41 La construcción de los 
diagramas de Momenti asociadosse апаһуо еп el Ejemplo 4.8. A En de 
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entender cómo se usa el método de superposición para construir el Жа - 
шыта de momento, сопӛйете la vga simplemente apoyada que se 
muestra en la parte superiorde la Пип 4-21a.Aquí hs reacciones ya se һал 
calculado, por lo que el sistema de fuerzas sobre И viga produce una 
fuerzacero Y ua momento resultante, Eldisgrama de momentopara este 
сазо se muestra єп h pane superior de la figura 4-21 Observe que 
езе mismo diagrama de momentose produce pera В vga ен voladizo 
amdo esd sometida al mimo siema de cargos estáticamente giym 
lentes que la viga Simplemente apoyada. En vez de considerar todas las 
cargas sobre eda viga de manera simultánea al trazarel diagrama de mo- 
mento, se pueden superponer dos resultados de les cargas que actilan por 
separado en las tres vigas en voladizo de la figura 4.210. Рог lo апі, 5і se 
dibuja el diagrama de momento рага cada viga еп voladizo, һа ша 4-21, 
alsuperponerestos diagramas зе obtiene el disprama de momento resul 
tante de la viga simplemente apoyada. Por ejempio,con base en cada uno 
de kæ diagramas de momento separados, ё momento en el extromo А es 
M, = —200 — 300 + УЮ) = Q como compruebacnel diagrama demo- 
mento supeñor de la figura 4-21b. Еп algunoscasos es más ННІ construk 
y utilizar ota sene de diagramas de momento estáticamente equivalen- 
кз parauna viga, en lugar de construir el diagrama de momento “resul. 
шее la viga que soele ses más complicado. 
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De manera similar, tembién puede simplificarse h construcción dd 
diagrama de momento “result ante” pera ши viga con una siperposición 
de vigas “simplemente apoyadas”. Por ejemplo. la carga sobre la мра que 
se muestraen la parte superiorde La Figura 4220 esequivalente alas car- 
zas de la viga que se muestra сп la parte inferior. Еп consecuencia, se 
pueden usar los diagramas de momento separados para саа una de 
estastres vigasen vez de dibujar el diagrama de momento resultante que 
se muestra en la figu ra 4220. 
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EJEMPLO | 4.16 


Dibuje los diagramas de momento рага la viga quese ouestra en la 
parte superior de la figura 4234 usando el métodode superposición. 
Considere que la viga estáen voladizo desde el soporte еп Я. 


SOLUCIÓN 

Si la viga estuviera apoyada en voladizo desde Б. estaría sometida а 
із cargas Estáticamente equivalentes que Se muestran еъ ta figura 
42%. A continuación зе muestran las 1res vigas en voladizo Super- 
puestas junto con sus diagramas de momento asociados, figura 4245 
(Como una ayuda para w consirucción, revise la figura 4-20) Aunque 
no es necesario aquí, la suma de енси diagramas producirá el dis- 
ката de momento tesultantepara la viga Como una práctica, m- 
кше dibujar este diagrama y compruebe los resuhiados, 
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miperposición delos рона demia аклай superposición de la vigas еп voladizo 
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EJEMPLO Ра 


Ініне los diagramas de momento рата la viga quese muestra en la 
parte superior de la figura 4244, ieando el método de superposición. 
Considere que la viga estáen voladizo desdeel pasador en A 


SOLUCIÓN 

Les vigas еп voladizo sUperpueslas ЗЕ muestrán en la figura 4-24e, 
puerto con sus diagramas de momento asociados, figura 4-24. Tenga 
en сис que la reacción en el pasador (225 k} no se considera уа 
que по produce mingún diagrama de momento, Como un ejercicio, 
compruebe que el dingra me de momento resultante es el que se рге 
senta сп la parte superior de la figurad-246. 
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| | PROBLEMAS 


4-М, Dbue los diagramas de fuerza сола y de mo- «4-41. buj los diastamasdo foeta cortante yde mo- 
mento пага cada mo de los tres elementos del marco 5 mento para cada шн) de los elementos del marco. Suponga 
pon касс! marco estás riculado еп A.C yO, y gue шу que A es Un сылыт y que Г está articulado, 

una junta fija еп В 


A XA 


Probi 4-40 


42 Гире los dispeimas defierza cortante y de mo 4—41. Dibuje los diagramas de fuerza coriante у de mo 
mento paña саа uno do los e e nos del marco, 5 upon ка mente рах сафа uno de losekmentosdel marco Suponga 
quee soporte eo À св una articulación y en D es un rodilb, quee] marcoestá агікпікісеп В,С y D yque А estáfijo. 


ES pa 
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4-42. Dibuje dos diagramas de fuerza cortante y de mo- 94-44 Dibuje los diggama de fuerza cortarte y de mo- 
mento рага cada uno de los elementos del mano, Suponga mento рға cada clemento del marco, Suponga que d 
que A está fija, que lajun ш en F ез una асып, y que maron tiene Ша soporte de rodillo ап A y in soporte articu - 
Cem soporte de rodillo. ladoea = 


4-43. Ініне los diagramas de fuerza cortante y de mo- 4-45 Гіле los diagramas de fuerza corte y фе mo- 
meno раға сада cemento del marco Suponga que d monto рага cada clemento del marco. Los elementos están 
marco está articulado en A yque (ев шп гойо. articulados en A.B yC. 
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4-46. Ілішіс los diagramas de fuerza cortante y de mo- “44. Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de mo- 
me ndo para codec lomo nto de lmarco. meto pam cada elemento dd mero. Las шін en A, E y 
Catánaticilda. 


4-47 Dibuje los disgramas de fuerza corame y de mo. 4—49. Dibuje los disgramas de fuerza cortante y de mo- 
mentopsracada dementodol marco Supongagq ue lajurta mento para cada uno de los hos elementos del marca 5 y 
en А eslásruculada удио elsoporteea Cun rodilk Lé ponga que сəй articulado en E CY Г Y que фа encuenta 
місізсібп en Ё está fija La carga delviento se transferc a зеп А. 

ka elementos en las correas Y lacgueros desde los зотат 

loss implerseo le poy ados de la pared y el techo. 
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45 Dibuje los disgranas de momento раса la viga 4-54. Dibujehos diagramas de mome nto par ela viga usando 
ando el máiodo de superposición. La viga está en vola - el método de superposición. Considere que la viga está en 
dro desde А. voladizo desde el sopone articulado en A. 


4-99  —Dibge los diapramas de momento рага $s viga 
ірткі método de superposition Considereq іс la viga está 
en volado desde el osciadere n E. 


Жам 


г | ж кре — ++ 
арышы ишш, [] м зка 


Prob 4-5) = 
a 


Prota, 4-54/4-55 


те Г 
o — 


4-51 Сие los фа рга Зе momento раг а la viga 
кімнен са» de superposición. 


5 Гује los diagramas de momento para із viga 
ішікіс el método de Supe гүн бп. Contdereg ис шірінді 
en voladizo deade gle xtremo E 


sS ГУБЕ los diagramas de momerto рага із viga 

Uian micodode superponen Corniderque le viga сілі 

en voladizo desde а ex remo A 

4-64  Díbuje los фара mas de momento раға la viga 4-57 Dibus los dagumm de momento para la viga 
yanin сі método dè ape rposición. Ё опа idos Eq ue la viga está usando el método de superporición. Conaldereq ме la viga otd 
simplemente apoyada сл A yen Acomo se muestracn laf- и еп la f- 
gura. 


250 My ple 


PROBLEMAS DE PROYECTO 


dr. Рл Ч fotografía sc muestra yo balcón ¡cido cn d 
ercer piso de un motel. Está construido con una losa de 
cmeretode 4 pulgadas de espesor (рхана la) la cual se 
apoya sobre les cuatro gas de piso simplemente apoyadas, 
des trabes ТАЗЕ eo voladizo АН y FG y Las (айым Eron- 
cal y portenñor. En la figura khèctme se muestra d plano 
ideakeado de la extructura con dimensiones pometo. De 
ituerdo con los сірге locales, lá caga үйе de halcón os 
de 45 pst інде los фарта mas de fuerza coriarte y de mo- 
mento рап la trabe Montal НО? yuna Wabe lateral AR.Su- 
pooga que la trabe fromal es un canal con un peso de 25 
Грае y que las іабс» laterales tienen seocionos de иа 
жиза. con ші peso de 45 [Б / ре. шкиесіреоке la vigas 
de pisoyde la baranda frontal. Paraesta solución considere 
cade una de аз cinco lotaseomo bosas dedos vias. 


4-27. Н pabellón que se muestraco la Tocografía propor- 
dona cespuerdo а la entrada de ша edificio. Considere que 
tbdorloschome ntos Езіліп plo meme apoyados Lasbarras 
de apoyo en С ГА FF бепе un peso de 135 Ib y ura tongi- 
tud de 21) pies cada una. El techo ticos 4 puleadas de ct 
ремин y debe ser de concreto Него con ийа densidad de 
102 bf pie” Sesu poneque la carga viva calmada рос la atimu- 
lación de пьете es irpezoidal,con 50 pil a la derecha. (соп: 
tra la pared) y 20 paf a la izquierda (cn 15 saliente), Suponga 
que la bota deconereto está sSimplen9enteapoy ada entre las 
vigas Dibuje los diagramas de fuera cortante y de mos 
mento para la siga lateral АЛ. No tome encuentasu pesa. 


PROBE MAS ПЕ PROYECTO 


Prot 4-24 
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4-3Е En щщ буша ye Muestra d plano estructural identi- = 19 A 
ndo de un sistema de piso localizado anal vestíbulo de un | <£ 2 
edificio de oficinas, El peo es de сопсгео reforzado con “ра 

шайға de 4pu lpadas de espesor. $ las paredes del род 

del elevador están hechas con mampostería de comae H- L | A 


gerosólido de Аршрайав de espesor, y Henen una altura de 
10 pies, derermane el momento тайыз en la ұма АН. W- 
DREE lpeso deloselemen tos. 


p 7 


REPASO DEL CAPÍTULO 


Los elementos сыге ROMA а сағрая аллы 
муки ша Тисіта normal: interna 7% una Fuerza cor 
tante Y у ша mome піс Пе хіспалѓе M Para e montar 
estos Мыке сінші punto esperífico de шп їс memo, 
debe garse el método de lus secciones. Para e llo es пе. 
созағыу дараг Vo digg ana de cue гун) Бе de pas pg- 
mento del Четіпстід,у despuésa ріс lía tre beaoac 
de equilibrio. Siempre muestre las bres carpas Wierna 
Sobre 15 sección епш е соса. ринит. 


ш г” 
¿Mm М p . 


Ы Y 
ulereción de ono rpomtivos 


14 Fuerza cortante y de mome n bo puede ек presario еп 
шесі de х в lo lar go de lele шешіп al ета Мосс el 
ongen en ua punto fijo(normalmen te enel extremo 
isuiendo del elemento, para despbés usar dl método 
«Нақ secciones, donde se realiza la sección a una dis- 
{дшш іл desde clorigen). Par alos elementos smc bi- 
dos а caras diversas deben extenderse diferentes 
cone cenas х ел [те Las cargan. 


Punt 


E 
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Los diagramas de fuerracoriante үде momentopara losclomentos БАЛКАШКА pueden dibujarse praficando las funcio 
mesde fuerza cortante yde momento También peden dibujarse usando las dos riëcióties gráficas. 


x a м(:) 
Penblentedel diagrama Е Биепейай dela Pendientedeldía grama 
defuverzacortánte Жүл філія де momento 


} = (Euerza cortante 


Tenga en cue ntaq ue unpuntode fuerzacoriarie coro localiza al pantode momentomáximopueno que F = ddr -() 


АУ = ТЕ as AM = / иа de 


Área bajo el 
нерат = баруына de ct Е ачан аана 
fuerza cortante de fuerza cortante 


= 


carga distribuida el momento 


Lina fuerza. que botón hacia абаро геа vigahorá quee Шарга па defuera cortamle әле acia MÉS, y ип momento de 
рат сп ве пікіс contrario akie las тәсім dd reloj hará quecl diagrama de momento salte acia abajo. 


Empleando A método de superposición, los diagramas de momento рага un elemento puedenreprese ntarsemedianie una 
зеге de formas ініз dimples. Las formas represents сі diagrama de шюшеш рага cada uma de las сарая por separado. 
Entonces іла атс cuslante es lasuma alget ie z ica de bos diapramassepar ados 


Este puente de aco parabólico sostiene la cubierta que comunica ambos extremos. 


Cables y arcos 


А menudo los cables y arcos constituyen аі elamento principal рага 
soportar cargas en muchos tpos de estructuras, y an este capito se 
analizarán sigunos de los espectos más importantes relacionados con 
su análisis estructural. В capitulo comienza con un estudio general de 
los cables, seguido de ип análisis de los cables sometidos a una carga 
concentrada y а шпа carga uniteenmemente distribuida. Como la ma- 
yoria de los arcos son estáticamente indeterminactos, sólo se cosside- 
гана al саво especial de un arco con tres articulaciones. El análisis de 
esta estructura ayuda а ила mejor comprensión del comportarmarto 
iindarmental de todas las estructuras aqueadas 


5,1 Cables 


En las obra de ingeniería con frecuenciase usen los cables parasopor- 
tar y braosmitir cargas de ып elemento а otro. Cuando se utilizan рага 
sostener techos colgantes, puentes colgantes y las ruedas de un carreión. 
los cables representan el elemento principal pam saporar las cargas 
sobre la estructura. En el análisis de fuerzas de estos sistemas, se puede 
pasar por alto el peso del cable ensf:sin embargo, cuando los cablesse 
шал como tensores para antenas de rado, íncasde transmisión eléctrica 
о torres de perforación, el peso del cable puede llegar a ser importante y 
debe inchirs еп el análisis estructural. En las siguientes secciones se 
tendránen cuenta dos cesos un cable sometido а саграя concentradas y 
un cable sujeto а шпа carga destibuida. Siempre que estiscargas sean co- 
planares con el cabie los requisios раға el equilibricse formulan de ma 
пега idémica 
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Lacubiería deun puente atirantado se so4- 
Шетке mad ante uns serie deca blesconer іш- 
Шы es vación pantos alo largo de ds coil rta 
т Ке рни. 


Cuando se oblengan Ыл relaciones necesarias entre la fuerza en сі 
cable ysu pendiente, se supondrá que сі cable es per feciamert: Песне e 
inextersible, Debido a su Bexibilidad, сі cable no ofrece resistencias la 
fuerza cortante о a Б Пех y рог lo tanto, b fuera que actúa en е 
cable siempre es tangente aésteen lospuntos ubiados en todasu bongi- 
tud Si es inextensible.el cable Пепе una longitud constante, tanto antes 
como después de aplicar la сатра Enconsecuenaa, ипа vez que se aplica 
Ы carga, la geometría def cable permanece fia у el cable, o un segmento 
de éste, puede tratarse como un перо rigido. 


5.2 Cable sometido a cargas 
concentradas 


Cuándo un cable cuyo pesosé puede pasar por alte Soporta varias cargas 
concentradas, tiene ta formade varossegmentos de línea recta.cada то 
de los cualesestá sometido а una fuerza de tensión constante, Considere, 
por ejemplo, el cable que зе muestra en la figurá 5-L, Aquí Pespecifica el 
ángulode Ға cuerda del cable AR y les el daro debcable, Si las distan 
gas Lp Буу La y las cargas Р, y P son conocides.entonces сі problema 
consiste en determinar 65 aier incógnitas de que consta la tensión еп 
сий ино de lor tres segmentos las caro componentes de la reacción 
еп A y Boy les Hechas poy yo еп dos dos puntos Cy [2 Para la solición se 
pueden escribir dos ecuaciones de equilibrio de fuerzás en сода uno de 
los puntos А, В Cy D.Esto se traduce еп un total de ocho ecuaciones. 
Para completar la solución. será љесезшъо conocer algo acerca de la geo- 
metía del cable a На de obtener la novena ecuación necesaria. Por ejenplo, 
sise especifica la ќомати кӛзі del cable F.entoncesse ша el teorema 
de Pitágoras para relacionar Y con cada uma de bs tes longitudes de los 
Segmentos, escrito еп térmmos de Ё Yo Yo, Lp Le у іл, Por desgracia, 
este про de ргооісппав no puede resolverse сол facilidad manualmente, Sin 
embargo, Otra posibilidad consiste en espeoficar una de las flechas, ye O 
Ұр. en vez de b longitud del cable, De esta manera. bs ecunccivoes de 
equilibrioson suficientes para la obtención de las fuerzas desconocidas y 
la fecha restante. Una vez que зе obtiene [а flechá en coda punto, £ 
puede determinarse por tigonometría. 

Al realzar un anólsisde equilibrio рагаш problema de ese fipo,las 
fuerzas ел el cable lambién pueden obtenerse escribiendo lasecuaciones 
de equilibrio para todo el cable о cualquier porción del mismo. El si- 
guiente ejemplo ilustra estos conceptos en forma numérica. 
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EJEMPLO |54 


Determine la tensión encada segmento del cable que se muestra еп la 
Egura 5-22. Además, ¡cuáles d valor de la dimensión А? 


SOLUCIÓN 

For mspección, bay cuatro reacciones exterdas desconocidas (А.А. 
D, y Пуру bes tensiones desconocidas, Una en cada stgmento del 
cable, Estás siete incógnitas, junto соп la flecha A pueden determi- 
parse а partir de hs ocho ecuaciones de equilibrio disponibles (EF, = 
ЦЕҒУ =i} aplicadasa los puntosdesde А hasta г. 

Un métodomás directo peraáencomerar la solución es reconocerque 
k peodiente del cable CD está especificada: por ende.en la figura 
ST he muestra Un diagrama de саетро hbrede lod e cable. Laten- 
gönen A зертеп CO puedeobtenerse de la siguiente manera 


“ЕМ, = @ 
Тер(3/5](2т) + 722(4/55.5 т) - ЗЕМ(2т) - 8kN(4m) = 0 


Top = 6 79ЕМ Resp. T ` 


ЗЕМ 
Ahora ез posible analizar de manem secuencia el equilibrio de los йи mhas 


римоз Су O Punto С (figura 5-2 


EF =k 679ЕМ(2/5)-Ғ.жсоз8ьс-0 
HER, =й 6709 kN(4/5) -88N + Tasen бұ = 0 
бс = 3237 Tu= А ЫМ 


Punto В (figura 5-24); 


LYIF = -Т,,сов0,, + 482 kN cos 31.3" = 0 
+PIF,=0; Т,,мтФ, - ARAN sen 32.3" - ЗЕМ = 0 
ШУ = 538' 7,4 = 6%) EN Rep. 


For lo tanto, con base en la бр ига 5-22. 


й = (2m)tan53.8% = 2.74m 
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5.3 Cable sometido a una carga 
uniformemente distribuida 


Los cables proporcionen ца medo muy eficaz para soportar el peso 
merno de las [гарез о losas de puentes con daros muy amplios. Un 
puente colgante es un ejemplo típico, en el que la cubierta está swper 
dbda del cable por medio de una serie de SUjetadores cerrados espaciados 
de manera uniforme. 

Para analizar este problema, primero se deterrninará la forma de un 
cable somebdo A ши caga vertical но imifommemente distribuida de 
manera horitontal, figura 5-30. Agw. bos ejes 1 y y tienen au origen сп сі 
Y | punto más bgo del cable. de modo que en este punto la pendiente ез 
Ым” oro, En la figura 5-30 muestra eldiagramade cuerpo libre deum seg- 


Ja sá 


sal As mento pequeñodel cable con una longñud 45.Como b fuerza de tensión 
Pr AAAAA<á=2 {4 -——— еп el cable cambia continuamente tanto en magnitud como en dirección 
(а) a todo lo hrgo del cable. este cambio se indica en el diagrama de cuerpo 


Бие con АТ, La carga distribuida зе represe Мі рот medo de 9: fuerza 
паше wd la cual actós еп Ал/2йезде d punto О 

+ Al aplicar las ecuaciones de equilibriose obtiene 

| ЕК,=(, -Гсозй + (T + AFjoos(0 + Ай)-й 

FIEF, =0, -ften 0 – már) + [Г + АТузеп{# + А8) = 0 
LEMo =Q m[drj(4xf2) - Teos 8 dy + Tsm Pr =O 


—а ы se divide coda una de estas ccuaciones entre Ах узе юта а límite 


а | 
а ГЕНЕ cuando Ax Oy porende cuando Ay 0,440 y АЈ — O resulta 
а(Гсоѕё) 
(9 е" о (5-І) 
F 5-3 
== d(T зепб) я 
ж (>-2) 
t. En (5-3) 


Al inde grarla ecuación S-L doode T = Б, eng = Use tiene; 
Тсозӛ- Fy (54) 


lo que indica que la compogente horisonial de la Merza еп cualquier 
punto а lo lano del cable se mantiene азата. 

54 se integra b ecuación 5-2. teniendo en cuenta que Tsen $=0 en 
г = Q гейша 


Гзепбз ты (5-5) 


Al бун h ecuación 5.5 entre ta ecuación 54 se elimina 7 Luego, 
isando la ecuación 5-3, 65 posible obiener В pendiente Фа cualquier 
punto, 


a = SÈ „= (5-8) 
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Sise integra рог segunda vezcony = Оепх = Oscobliene 


wa 
у=. Ж (5-7) 


Éxa es la ecunón de una parábola, La constante E, puede Gbjenerse 
mediane el isc de В condición de Fora y ж й ёх =}, Por lo tanto, 


ны. 
Кн = ш.а 5-8) 


Finalmente, al sustituir en la ecuación 5-7 resulta 
por (5-9) 


De lá ecuación $4, h еенэ mana ёр cable ocre mardo Hs má- 
uma es decr,en х= L Por lo tamo, apartar de lasecuaciones 5-4У 5-5, 


Та" МЕЕ + (ы (5-10) 


D bien, con баз еп in ocuación 5.8 es posible expresar Гь en térmi- 
nos de w,.cadecir, 


Tage LT + (12А (5-1) 


Observe que se һа ignorado el peso del cable, сі cual escniforrre en 
toda la оппа del cable y по ado largo de зі proyección borizemtal. En 
realidad, un cable sometido a su propo peso y libre de cualesquier olas 
cargas tomará la forma de una curva oxenaria. Sin embargo, 9 la rela 
абп de flecha sobre claro es pequeña, como en el coso de la mayoría de 
has apácaciones estructurales, eta curva эс aproxima а ша forma pe 
rabólica, соге determinó aquí. 

Con base en los remltados de este análisis, se deduce que un cable 
темама forma parabólica sempre que la carga muerta de la cu 
berta para un puente colgarie о ша mabe de suspensión se djuribuya 
uhi formmemente en Wda la longitud proyectada horizontal dd cable. Por 
lo 1anto,si la trabe de la figum 5-Аа зе sostiene mediante ши serie de 
ganchos, que “Яйп cerrados y uniformemente espaciados, la carga en 
cada gancho debe ser lamusma para que puedasse purarse que el cable 
бепе una forma parabólica, 

Si se usa este Sipoesto,es posible realizar el апаН5і5 estrictoral de la 
mbe о de cualquier atra estruchwa que esé suspendida [inremente del 
cable. En parbcular, si ін mabe está simplemente apoyada, así como sos- 
tenida por el cable, el análisis será estáticamente indeterminado de pri 
mer grado, figura 5-45.5іп embargo, si la mabe бепе un раадог imerno 
еп algún puto intermedio de toda ш longiud.fgura S-4c,ésta sería una 
condición de momento cero y por lo tanto sera posible realizar Un and- 
sis estructural determinado de la trabe. 


Ерте Verrazano- Narro ей Іш сиди 
ШІ poro Чд. Мук Yok cds g -ih 
daro priodpal de 260 pe (130 ko. 
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Elcabke de la figum 554 sostiene una mibe que pesa 850 lb/pie. De- 
termine la tensión en el cable en los puntos A бус 


Ба 
Ес 


Vipra 5-5 


SOLUCIÓN 
El origen de los ejescoordenadosse establece en el punto Bel punto 


más Бо del cable,donde la pendiente ез cero figura 5-54 A partir de 
la ecuación 5-7, la ecuación parabólica del cable ех 


Suponiendo que el punto С зе encuentra а x de Н,яс бепе 
„ “5 „г 
20 ka 


Fy = 2255? 


Además, pura d punto А. 


ай = 2 1100 – хур 
Ен 


425 7 
A | 
3? + 200r – GH = 0 


х' = 4142 pies 
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Ри lo tamto.con base еп las ecuaciones Zy 1 (о la ecuación 56) se 
bene 


Ен = 21254142]? = 3459216 


х = (00 - 41.42) = —58.58рјех 
= 002331 58.58) = —],466 
ss % 


fa = --53,79" 


Lkando la ecuación 5-4, 


p= EH. 364592 


н a 617 E . 
wA ms(—-53,79") т? «ер 


En el punto Вг = 0, 


& = 


14592 
= — = 365 k 
gni’ 


д 41.42рїев 


= 0.02331( 41.42) = 09657 
ГР) 


Br = H 


EH Жаза 


Тет ый аа I Resp 
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EJEMPLO [513 


El puente colgante de la figura 5-бет construyó usando dos armadu- 
msde rEidez queestán conectadas en sus extremos mediante ип pa 
sady en Cy se sostienen mediarieun pesadoren А ушп oscilador en В. 
Determine la tensión máxima enel cable ІН.ЕІ cable tene unaforma 
parabólica y el puente está sometido а зла сіп carga de 50 КЇЧ. 


г 14im- 12m — tim- 12m 


(a 


А Эш 
E- ма 
Ф) 
Heura 5-6 


А, 


SOLUCIÓN 

En № figura 5-60 se muestra 4 diagrama decuerpo bre del sistema 
cable armadura, De acuerdo con la ectoción 5-4 (7 pos # = Ец), 1а 
cepas ste horizontal de la tensión del cable en Гу Н debe ser om- 
нде, Ен 5 s loman los momentos qm respecto а Бузе tiene 


E Ma = 0. -і,24п) - Aj 24m) + SEKN(9m) = 0 
dy + А, = 175 
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Fh 


se considere sólo Н mitad de la estructurasuspendida, figura 56c, 
entonces al sumar los momentos con repecio 8 pasador en С.е ob- 
bene 


it Мс =й, ЕА т) — Fahm) — Р, т) — Ay(12 т) = 0 
1, + A, = 06607F y 
Арагиг de estas dos ecunciones, 
1875 = 0667Ғ,, 
Ең = 28125 kN 


Рага obtener la tensión mima en сі cablese utilizará Н ecuación 5-11, 
рет» primero es necesario determinar con base еп h ecuación 5-5 el 
valor de una carga my que зе Spone Uniformemente distribuida: 


Fuh 2128125 ҰМ(Е m) 


М-ы (12т}? ызын 


Por lo tanto, usando Ін есшкібп 511.52 Пепе 


Тыз = пым + (1/2) 
= 3125012 m) Vi + (12 m/2(8 тд? 


= 469 kN Resp. 
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PROBLEMAS 


5. Геле гое late іб en cidi segmento del cable y la A Determine dá tensión en сайа sepnento de cable y la 
lensandtotal de éste, distancia ү л. 


ТІН 
= 
| Шш. хш 4 5 шы. 
-—4 pios —|— á pie Зра — | ж z йш] 
шь àk N 
Ртоһ5-1 Prob.5-3 
£ El able ABCO soporta la сыра mostrada. Deter- 4-1 El cable soporta la carga mostrada Determine la 


атағы: Шылым mánmaen d cable Y laflecha del punio A distáncia х p, Medida desde A. ala cual аста а кеден сі 
punt. Considereque P= 40 Б. 


5-5. E cable soporta la carga mostrada, Determins La 
maii de la fuerza borrontal Р de manea Әнел, = б 
pes 
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$a Derema las fuerzas і у Р, necesarias para mante - 
ner alcableen la posición indicada, esdecir, de modoq ue el 
segmento CD не marte ора borizontal También encuentre 
їйсагуа ТЫ стар en ссе, 


FL El cable está so me tido a lá carg шіогше. $ i lä pe n - 
diemede! cableen el punta O esigual a cero. determine 
асосіо бе lacurva y la fuerzacnelcableco lospun los 
Оув 


5-8. Elcablesoportalacar далы ип te de нж KHB pie. 
Determine la tensión en d cable en sala soporte (apoyo) 
A ұй. 


5-9, Ditermine la tonsión máxima y mínima en el cable. 
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HE ІЗделпіле la сақа uniforme miring, medida m 


lb pie, que puede soporta" el cable si et capaz de tostener 
una tensión m fimade 3000 lb anez de rompe l e. 


ea ка A 


Па 


Froh 5-10 


FIL El cable está so me tido а una carga uniforme w = 
¿540 lb pee. Dievermañe la tensión mioma y шїшшш en e 
cable. 


y $0 pies 


"5-12. Elcable que эб muestra on la Паста está sometido 
аа cargattilorme в). Determine la relación entre la eie- 
táaciónA теі aro £ queso тай ната en el uso de la canti- 
dad anima de matecialparrel cable. 


Froh EL 


543. Ілеге están өтіс lacas y cuelgan del cable 
parabólico Devermine lafuerzartudximaene! cable cuando 
Mestructuza sesomete в а car расце һе Muestra. 


х 12 pies 4h ques 4% 12 pios = 44 pros 
Proh 5-13 


5-8. Determinch tensión máx ma y minima еп el cable 
parabólico у Іа fuerza en cada uno de los pine bos La trabe 
байат auna carga uniforme Y $0 conecta mediante 
un parador еп E 


5-5. —Dibuje los diagramas de fuerza cortadte y de mo- 
maxo para Lis trábes artici ladas АВ yBC.Elcabke bene 


una forma parabólica. 
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45-6. Elcablese romperá cuando la temión máxima аі 
cance Tay = МАЙ kN Determine la carga aniforidemnente 
нін нікі w máxima necesaria pam deserrollar esta ten 
sión márima. 

5-17. Elcable está sometido ama carga uniforme de м = 
8 EN/m Determine la tensión máxima y minima en сі 
cie, 


5-19. Las vipa АН y НС ке sostienen mediante el cable 
Де бете: unaformá parabólica. Dete гпіле kM tensiónen el 
a ble en ls puntos Ò , F y È „asl como la fuerza en cada ung 


de kasu jetadores igualmente espaciados, 


5-18. Elcable Дур está some tido y una car ga utt iformede 
ДИМ y m. Sise раза por altoc] pero del eabley бпдщ» 
de la penhiente en lospuntos A 7 Ё жә 30760, respectiva 
mente determine lá curva que ейге: Liiocomadelcable y la 
amén miiia desarrollada en сабе. 


"5—38. Dibuje loz díaga mas de cortante y de moma ic 
pora lu vigas AB y ECH cable Беле una Forma parabólica 


--- 
Jm y 
ІШЕ == PA || 
Sm 


SRN LENA 
mimmi ahel Tm' 


Prota 5-20 
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Гағітло 5 CABLES Y АШЙСО5 


roo де des вк Шінгіспер 
t 


5.4 Arcos 


Al igual que los cables, los arcos pueden usarse para reducir los momen- 
los de flexión en bs estructuras con claros amplios. En esencia Un ағсо 
funciona como un cable invertido, por lo que generalmente recibe carga 
en compresión, aunque, debido а su rigidez, también debe resistir algu- 
nas fuerzas de flexión y de cortante dependiendo de cómocesté cagado у 
сой sea su forma. En particular si d жсо Depe una forma perabólica 
y se somete а una carga vertical ит formemente dsinbuida de mancra 
harizootal, entonces a parte del análisis de los cables se deduce que el 
arco sólo resisirá fuerzas de compresión. En estas condiciones, la farma 
de arco se denomina aros funicilor, porque dentro de @ no зе producen 
fuerzas de flexión ni fuerzas coriames. 

En ta Figura 5. 75е muestra Un шоо pico, que especifica síguna de la 
nomenclatura que se ша para defmir su geometría. Dependiendo de 
la aplicación, pueden seleccionarse varios lipos de aros para soportar 
una carga, ін arco fo figura $44 suebe hacerse de concreto reforzado. 
Aunque su construcción puede requerir menos material que la de otros 
tipos de arcos, debe tener pilas de cimentación Sidas, puedo que es in- 
determinado de tercer grado у en consecuencia, pueden introducirse 
пз bones adicionales al arco.debido al asentamiento relativo de sus so- 
pones Unarco de abs articulaciones, Piera 5-86,50 hace comúnmente 
de metalo de madera. Es mdeterminado de primer grado у aunque noes 
tan rigido coma un arco fijo, ез дро sensible al asentamiento, Esla es- 
гига podría hacerse estátficamente determinada al sustituir una de las 
articulaciones por un гойо. Sin embargo, al hacerlo de exa manera se 
elimina la сарасіава de la estructura para resistir Е Пехіде a lo largo de 
su daro y por ende, serviría como una viga cumva y по como un arco. Ln 
arco de Fer aricidlaciones, figura 5-8 que también se hace de metal o de 
madera, es estáticamente determinado, A dife rencia de los mcos estáti- 
camente indeterminados, по de асап los cambios en el asentamiento о 
һ temperatura. Por último,si se van a construir arcos de dos y bres articu- 
hiciones sin requerir grandes pilas de cimentación y ж el espaciamiento 
noes un problema, entonces los soportes pueden conectarse mediante 
un tirante, figura 5-44. Un аға» ййгантайт permite que la estructurase 
comporte somo una Widad rígida, poeto que el tirante soporta la com- 
ponente horizontal del empuje еп los soportes Además, tampoco le 
afecta el asentamiento relativo de los soportes. 


arco de tresa tico нсіз пра аа 


(а id} 
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5.5 Arco de tres articulaciones 


Con el fn de obtener um idea de la forma en que los arcos Ітзікстйеп 
las cagas, в continuación se comsideraráel análeis de ип arco de les ar- 
tiullaciones, como el que se muestra enla gura 5 т. En e:stecaso, la terce- 
га articulación se encuentra еп la corona y dos soportes (о apoyos) estón 
adiíerentes alturas, Sise desea determinar las reacciones en los sopies, 
el arco debe desmontarse para después hacer el diagrama de антро 
Біле de cada clemento.comose muestra еп la Figura 5-95, Aquí hay ses 
incógnilas рата 185 cuales hay disponibles зев ecuaciones de equilibrio. 
Un máodo рага la solución de este problema conaste en aplicar las 
ecusgones de equilibrio de momentos repedo а los puntos A у A La 
solución simultánea producit las rescciones €, y С,. Luego, las reaodo- 
pes еп bos soportesse detecminana partir de les ecuaciones de equibbrio 
de fuerzas. Lina vez obtenidas estas rraccio mes, es posible determinar las 
fuerzas normal y cortante internas, ad como Las cargas de momento еп 
cualquier punto del arco siguiendo el método de las secciones Aquí por 
supuesto, la sección se debe tomar perpendicular al ge del arco en el 
punto considerado. Por ejemplo, en la figura 5-9с se muestra el diagrama 
de cuerpo Әже pera el segmento AD. 

Los arcos de tes articutacriones también pueden tomar la forma de dos 
ermadoras articuladas cada una de las cuales reemplezería а las costillas 
del sco АС y СЯ enla figura 5290. El análisis de esta forma sigue d 
mismo procedimiento descrito anteriormente. Los siguientes ejemplos 
Шыштап estos conceptos en forma numérica. 


іш 
| 

Шы 

с, 24 
А, г, 
Е ма— р, 

А РЕ 
| 
m қ 
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ө 


El arto de ar maduras de ч articiilación сі 
кшійғараға soporiar una parte dela carga 
dei techo deeses есін» (a). El serca- 
miento muestra que el arco елей atic зіміз 
пзи parte superior {b }. 


{с} 


19% Гарітло 5 CABLES Y ARCOS 


EJEMPLO [5,4 


о” El puente de мез con спјша abierta y tres агісша ciones, como el que 
se muestra en la fotografía llene una forma parabólica. й еше arco 
debe soporta ша carga uniforme y Пепе das dimensiones mdicadas 
enla Agura 5100, demuestre que el arco está someiido ado dcoMmpre- 
sión ала enun punto mtermedio como el pumo П Suponga que la 


SOLUCIÓN 

Aquí losapoyos (soportes) езіп s la mima altura. Los diagramas de 
cuerpo libre de todo el arco yde la parte RC зе muestran én las figu- 
ras 5-100 y 5 ЮЕ. A aplicar las есин de equilibrio, зе tiene: 


Ык 
теа азы es ei Жон Басуда A елан, Т 
| | | 
SA APT 
R 
A AA (22 
a дере 
А, с, 
(В 


Arcocompleto: 
(TM, =0, € (WOpies)- SIKk(Mpies) = 0 


C,= 2% 
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Segmento ВС aro; 

Ұ-ЕМ, = 0 —25 (2% pies) + 25 k(50 pies) — С,25 pies) =0 
C,=25k 

ҮР, = 0; В, = 25 к 


+ ТЕР, = (Е В, 256+ 05ка 0 
В, = 0 


Una явен (ігі arco tomada а través del punto D,x = 23pies у = 
-2425У5ӘУ. = -625 pies se пямена en la Fira S-10d, La pen- 
diente de lsegmentoeo Des 


ans Y. „250 --05 


de (sy 4 r= poa 


Өш 266° 


АЈ aplicar las ecuaciones de equilibrio, figura 5- liki зе tiene 


ЖЕК,-% 25- Noas266" - Vp sen266 = 0 
+HEF,=0; — 1251 + No sm 266" — Vocos 266 = 


[HEMp =Ù М, + 125 k(125 pieg — 25k(625 pies) = 0 


No a 20k 


Resp 
Fp шш а Кезр. 
Resp 


М = 0 


Міні Жі їнгє tuverauna lorba diesemte о sila сатра noiera uniforme emtososs la 
шегін coriante y el o mento ternas жегін айо. Adems, 51 зе шата опа үні за 
белье poyda тага apariar Ш саг рь dia рны а, Jendri ce йи ша пына епп 
Шамасы шітіне de А = 603% - pa Por compatación, os más сбсікіме тенізігес- 
тил жейде la corgaen compresdós directa (nunque debe 4 соает le үикы!н- 
dicide pandeo) qué генігіг Ш carga ісінің & ип caco o Eo dore 


197 


198 CartruLo 5 CABLES Y ARCOS 


EJEMPLO [®5 


El arco atirantado de tres articulaciones esá sometido а la carga que 
se muestra сп Н буша 5-la Determine la fuecza en los elementos 
СН y CB. El elemento GF.trazado con ncas decontinuas en la a- 
madura, está destinado в nosoportarfuerza alguna. 


5 км 1545 


Figure 5-11 


SOLUCIÓN 
Las rescciones еп los soportes pueden obtenerse de un diagrama de 
cuerpo libre de todo el асо, figura 5-1 1É: 


шам Y {к EM, =0, ЕД? т) – ENG ту - ЖЕМІС т – B kN(9 m) = 0 


в y E,=25kN 
S ҮР, =0 A0 
> +TEF,=m0; А, - 15kN — ЖЖМ — 15kN + 25kN =0 


Sm y Ay DEN 


Fas Liscomponentesde fnerza que actúaneo lajunta Cpueden deter- 
minarse considerando а diagrama de cuerpo libre de la parte ir- 
1т----3т- quierda det arco, figura 5-1 1с. Primero, detecmine la fuetza: 


L+EMce=0 F,g(3m)-25kN(6m) + 15%М(3ш)-0 
Faz = 21.0 KN 
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Entonces, 

ЖҰҒ,«%б  -C,+210kN=0, C,=Z10kN 
HEF,=0, 25ЕМ-ІЗЕМ-ЖЕМ4С,-), С,«ІЙЕМ 
Para obiener las fuerzas tu СН y СИ, puede usarse d método de las 
juntas de la siguiente maneri 

Junta С: Прога 5-1 1d. 


HEF, = Fe – ХАМ = 0 
Fac = 20 ЮМ (С) 


ямка C figura 5-Пе, 


Ға) — 21.0ЕМ — ғо) = 0 
Ecolda) + Fed Aa) - ЖЕМ + 10kN = 0 


F ce= 269kN (С) 
Ғсн-47Ч4ЕМ(Т) 


Nma- En panora, kaarna afirantados жг 
жарап са pienea AQUÍ la cubierLa елі 
kendn por barras de enpense que 
pr iion кї cura el arco La cubierta asli 
en lesión, de mado Jue mporta el empuje 
шай о la darea піл 00 9 елі Шы EL 
игез, 
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EJEMPLO 6 


El arco de armadura de tres articulación es que se muestra еп la figura 
5- Ea soporta h carga simétrica. Determine b altura A requerida 
рага lasjuntas Ву Dde modo que el arco tenga uns forma funicular. 
El demento HG está destinado а no soportar fuerza alguna. 


SOLUCIÓN 

Рага шаһ carpa simétrica, la forma funicular del roo debe se perabá- 
fica como lo поса la línea discontinua (Гарна 5120), Aquí debemos 
enoar la ecuación que se ара а eta forma Silos es туу he 
пеп 90 origen en C, la ecuación es dela forma у = —єт^, Para obtener 
Ы constante сё requiere 


-(8рі)- –{20ріез)? 
с = 00%975лме 


Por lo tanto, 


урт 100375 /ріє)(Юріез]? = –2.75ріея 


Ая que а partir de ін figura 5-12a. 
h = 15pies-3 75 рез = 11.25pies Resp. 


Aprovechando езе valor, # abora se aplica el método de los nudos a 
їн armadura, los resullados mesran que la cuerda de Н рате supe- 
пет y odas los elementos de la diagonal serán clernentos de fuerza 
coro, y la сатра simétricaserá soporada sio por los elementos АЙ. 
ВСС y DE de la cuerda inferior de la armadura. 


55 AMÓ DS TRES MANILA CIONES: 201 


| PROBLEMAS 


ZIL Elamo sirnmado de resarbcolació mes está some 
bdo a Баз саграк inriradas Determine бач pomponéntes de 
ш геєассышерң А ү. asicomo lave йай enel cable, 


ü 


A 


Pre, 5-21 


832. Determine las herzas resultes en los pasadores 
А.Н y E dela агаа de techo arquesday de 161 ал 
сопе 


5-13. Elamo de e njuta co n гез articulaciones está some 
tido a las carpas indicadas Determine сі momentó interno 
ею б1йгсю еп ер смог. 


"EA. Elaroatranxicide bresarticulaciones ғ some 
do а [а= сарат maticadas Determine las conmpaesin tes de 
h reacción en А y Cal como lá tensión еп la barra. 
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525 El puente está сопл[пдийп como yn aeo atirertado 
deres айса Mol г Determine Wa compe mes horizon- 
tal y vertical de lareacción enlasartic uu laciones (pas мізге) 
A,B y CE. екшеп DE tezedocoo Шызы disco ntiruas 
está destinado апо sopertar fuerza alguna. 


IPA  Desermine las alni ras de diseño A, А, уй; de la 
cuerda nfenor de la armadura de modo que ВГ arcodetres 
articulaciones responda сото yn arco funicular, 


95-28. Eljarco de enju ба de bres arte u риза езі some- 
tido а la carga шіге de 20 kN/m. Determine el mo- 
mento interno ene larcoenel pumao 12 


4-17. Determinelas сот ponentes horizontal y vertical de 
Ы reacciónen kaput tA, E y Cdel argo de bres articula. 
сопезбиропд ше 4. Ey € están conectados median cun 
pasador, 


5-19. Laestuctraarquesdaestá sometida а а сагра que 
зе muestra еп la fgura. Determine las componentes bori- 
zortal y verticalde lusesociónen A y D así сола tesón 
сп la bora АЙ. 


REPASO DEL CAPÍTULO 


Les cables soportan кз cargas en tensión 5664 considera 
patectame rte Mexibles, 


Sel cable estázometido a cargas concentradas entonces la 
Ey za que MGA сп сайа segmento de cable se determina 
modiymto lá apheptión de las сс mes de equilibrio d 
digrama de cuerpo libre de los pupos de eegmentos del 
cable 0 а Las juas dondese шікап Las fuertes, 


Ха есаб soporta Ши carga Undormea lo Largo de ша dis- 
tuncia bortrontal proyectada, emonces el cable toma la 
inma de unapar с1а, 


Lo аға están diseñados primordialmente рав ворот 
una fuera de compresión. Parssoportar Una сата unfor- 
memene disiribuida sobre su proyecciós horizontal se re- 
quiere una forma parabólica. 


Los arcosde tres etico buchi топ estílicame nie determi- 
mdos y puedan analizarse separando los dos elementos 
para desp ш ар hear las exueciones de eg bilibrio g cada e l- 
mento. 


йэм ОП. CAMILO 
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Al dañar los ederteitos de aste puenta deban tenesa e сіуегін las cares 
rrióuiles cansadas por los trenes. Las iness de infipencia para los elementos 
forman parte importante del análisis extructural 


Líneas de influencia 
para estructuras 
estaticamente 
determinadas 


Las lineas de influenca tienen una aplicación importante en el dseño 
сіз las estructuras que resisten grandes cargas vivas. En esta capítulo 
яр estudiará cómo dbuar la linea de milvencia рага una estructura 
estáticamente determinada. La teoría se aplica a estructuras que están 
ameétdas a una carga dstribuida o a una serne de fuerzas toncentra- 
des, asimismo, зе presentan aplicaciones específicas раа viges de 
piso y vigas de puente. Al final del capitulo зе analizan la determina- 
ción de la fuerza cortante viva y el mosterto máximos absolutos en un 
шинтетіто. 


6.1 Líneas de influencia 


En los capítulos anteñioresse han desarrollado técnicas parael análisis 
de [verzas en hos elementos estructinades debidas A саз muertas O 
filos. Se ba demostrado que los diarramas de fuerza cortante y de mo- 
mento representan los métodos más descripios para mostrar іа varia- 
año de esas cargas en Un elemento. Sin embargo, і шй estructura está 
sometida ашпасағта vird 0 móvil la variación deh fuerza cortante y del 
momento de Sexión en el elementose describe mejor usando la Клей de 
mffuencia, Una linea de influencia representa la variación yasea de la 
reacción, de la fuerza cortante, del momento о de к deflexión еп ип 
puto específico de ип elemento, a medida que Una fuerza concentrada 
же mueve д о largo detelemento. Despuésde construiresta lineae po- 
sable deciden vistazo dóndedebe colocarse |асагрв móvilsobre la es- 
mutua de modo que сее la mayor mfluencia еп 24 punto específico. 
Además, entonces puede calcularse la magnitud de la reacción, la fuerza 
owiane, d momento 0 la defierión asociadosen el punto a partir de las 
ordenadas del diagrama de la línea de шетала Por esto las líneas de 
miiieoca Megan im papel importante én el diseño de puentes, carriles 
de grúas industriales, transportadores y olas estructuras dende las car- 
каз se munen а 10 largo de ип daro. 
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Adinque el procedimiento para construir una línea de influencia es bas- 
tante básico, debe tenerse clara la dferenco entre coms una inca de 
mbluencia y un diagrama de fuerza de corte o de momento. Las líneas 
de influencia representen el efecto de ша сагв móril sólo en un parto 
epeol fico de un ele mento, mientrasque los diagramas de fuerza cortante 
y de momento represe пап el ebcto de las cargas fas en todos los pun- 
tos aldo lago del ge del elemento. 


Procedimiento de análisis 


Şise desea construir la Uneade influenció en unpunto Резресі ісойе un Че mentopara 
cuniquier función (resoción, fuerza cortante o momento) puede usarse cualquiera de los 
dos procedimientossiguientes, En ambos сазо зе elegirá la fuerza móvilque tengi una 
magnitud їп dimensiones de unidad” 


Tabulación de valores 


Coloque ua сира шы{апа en varias ubicaciones, х.а lo burger deletemento yen од 
нану use la estática para determinar el valorde Es finción (reacción, бетга por- 
tante © ъс нуу еп гі punto «ресі нса. 

біле descaronstruir la пев de influencia parsuna fuerza de reacción vertical en un 
punto sobre uns viga, considere que la reacción келі positiva en el punto donde өлік 
hacia arriba. 

Si se уай dibujar una Enea de influencia de Merza cortante o de momento en un 
punto, same la fuerza cortante oel momento еп el punto como positivos de acuerdo 
өт Нн misma convención de signos que se emplea en la elaboración de los diagramas 
de fuerza cortante y de momento, (Ven la figura 4-1). 


Todas Las vigas estábeamente determinadas tendrán Hnes de influencia que conskten 
en segmentos de línea recta. Después de algo de práctica 56 adquiere із Capacidad de 
minimizar ka cálcudos y ubicar ta carga unitaria séloen los puntos que representan los 
рио edremos decada segmento de jinea. 


Рага evitár errores, se recomienda primero constriar шаң tabla que contenga las “car- 
йз ивйнгіяз en g contra а valor correspondiente de la función calculado en сі punto 
específico; ta decir “la reacción A" “la Merzacortante V""0“el momento M."Una ver 
que $e la colocado la canga ёп varios puntos a lo еро del daro del elemento, es posi- 
Ме graficar los valores tabulados y construir los segmentos de н línea de influencia. 


Ecuaciones de las lines de influencia 
+ La línea de infloencia también se puede construr al colocar la carga undara en una 


posición ире х sobre el elemento рата despeés calcular el valor de R, Fo M ed 
punto еп función de д De esta manera зе puedes determing y representar gráfica 
mente las ecuaciones de Юз diferéntes segmentos que componen la Шез de influencia, 


4 дгатіӛт оета elección жел pika enla sección 6-2. 
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EJEMPLO |61 


Cooairua la línea de influencia parala reacción vertical enel punto A 
de la vigaque se muestra еп la бржа 6-12. 


SOLUCIÓN 


Tabulación de valores. Se coloca ша carga unitaria sobre la viga 
en cada punto х seleccionado, y el valor de А ве calcula sumando los 
momentos respedo а E Porejemplo cuando х = 2.5 pies y x= $ pies, 
жа las figuras 6-16 y 6-1: respectivamente, 106 resultados de A, ж 
introducen en la tabla, figura 6-14 Al graficar estos valores se obtiene 
Б línea de influencia pera la reacción en A figura 6-Іг. 


демен! 
Е E B- = 
ЖЕ la 
< + Ekk = A, (10) 4103) =й С + TM 1, cl +9 -0 
A 7 


A,=0,7Í E 


б) td 


inca еі иеа paraa, 
(е) 


Ecuación de la паа сав гна. (Сню Јасагда шала 96c0- 
loca a una distancia variable х desde A figura 617. h reacción A, 
finción de т puede determinarsea partir de 


EM = (k -A4,(10) + (10 — ху) = 0 
A, =1- $1 


Esta Wonca se rera en la figurat-1e. 
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EJEMPLO [4.2 


Construya la nea de influencia раға la reacción vertical en et punto Я 
de la viga que se mesra en la figura 6-24. 


SOLUCIÓN 


Tabulo de valores. (Соп baseen la estática, compruebeque los 
valores раға la reacción 8, que aparecen en la tabla, figura 6-22 están 
calculados correctamente para cada posición т de la carga unitaria. Al 
graficar los valores зе obtiene ia línea de influencia quese muestra en 
la figura 6-22. 


Е 


фе!шссїа рага, 


t} 


Ecuación de la ines de influencia, Sise aplica da ecuación de mo- 
mentos respecto a Aen ќа Figura 6-24. 


РЎ А ¿O Н,(51-Ц2)- 0 
В, = {х 
Lo ulterior se grafica еп la figura 6-2. 


T 8 


к= М 


1—4 


а, 
id) 
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EJEMPLO [63 


Coostuya іа línea de inflvencia para la fuerza cortante еп d punto С 
de la viga que se muestra еп la баха 6-34. 


SOLUCIÓN 


Tabulación de valores. Еп cada posición х seleccionada рага la 
carga unitaria, 56 aplica el método de las secciones рага calcular ей 
ralorde V, Observe en especial que lacarga unitaria debe colocarse 
justo а la irquierda (х = 257) y a la derecha (х = 25% del pumo С 
puestoque lafuerza cortante es discontinua еп Cfigurast-36 уб-3с. 
Al graficar los valores de la fgura 6-30 se obtiene la linea de influen- 
Ча рага La Fuerzacortante en C figura 6-32. 


м. + ТЕЕ „Г, =й, Ы! 
825 
е 


Еш ей% de la iine de influencia, Aquideben determinarse leia 
des ecuaciones puesto que hay dos segmentos en k línea de míluen- 

cia_debidoa В discontinuidad de la fuerza cortante en C figura 6-3f te) 

Estás ecuacionesse grafican en ін Figura 6-32. 


[С м 
жеи | анх к 
4», 


ТЫ в 


(0 
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EJEMPLO [64 


Construya la linea de influencia para la fuerza cortante en el punto С 
de la vigaque se muestra en la figura б-да. 


SOLUCIÓN 


Tabulación de valores. Coo base en la estática y el métodode las 
saimes compruebe que los valores de la fuerza cortante Yen el 
punto С de |а figura 6-4bcorresponden а сайа posición хе la carga 
unitaria sobre l vigo Al grabcar losvalores de la figura 6-4b se ob- 
беле la lea de inflbencia en la figura 6-4с. 


Ecua;iceves de la línea de influancia. А partir de la figura 6-44, 
compruebe que 


Ус = ід О=л<а4т 


Үс-і-із dm © уж 12m 


Estas ecuaciones «с grafican en la figura 6-4с 


don лага 


ч E 
=| 
йж г <4ш 
——{% 


А, =1 Er 


EJEMPLO [63 


Coostruya la línea de influencia para d momentoco е puto Cde la 
viga que se muestra en la Сага 652 


SOLUCIÓN 


Tabulación de valores. En cada posición seleccionada рага la 
сава unitaria, el valor de М. зе calcula mediante el método de las 
secciones Por ejemplo, vea la figura 6-56 para х т 2.1 ges Al graficar 
los valo гез de la figura 6-5 se obtiene la inca de influencia рша сі 
momento en С figura 6-51. 


| ¿"TM к -M, + 02515) -0 
M 125 
Ye 
023 


{6} 


Ecuaciones de la línea de miiyracia, Los dos segmentos que Eor- 
man la línea de influencia pueden determinarse empleando EM =0 
funto cone método de las secciones que se muestre en la figura 6-5е. 
Al ргабсаг eslas ecuaciones Se Obliene la linea de influencia que se 
mesia en із figurab-Sd, 
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s m 
ha дс поо раға М, 


9) 


{+ХМс=0; Мо%Ц5-:)-(1-флхіз-9 (+ EM м--н 


Мет le %0ж:<5ріс 


M ¿=5— {х 


$ pies < x = 10 pies 
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EJEMPLO [6.6 


Construya la Ноев de influencia рага а momento еп € puto Cde la 
vigaque se muestra еп la брига 6-64 


на 


Мной 


ш 
Құтшаб-5 


SOLUCIÓN 
Танаска devalores. Like Ь estática yel método delas secciones 
para vérificar que 105 valores del Momento М. еп el pinto Cde la б 
рша 6-6 comrespondeo 3 cada posición г de la carga undara. Al pra 
ficar los vatores de la figura 6-Gbae obtiene ta línea de inflbencia de la 
ба urate. 


м, 


Іш 
Lake 


— 
ha Ml e о 


Boca de lefinencia pura М.- 


ч (9 
Ecuacion ss de la linea de ihsanda. С base еп la figura 6-60 
compruebe q іе 
Me = ke Usx<4m 


Me = 4 -br ат <a Ж lim 


Estas сспасісасз se ұтабсап сп la figura 6-65. 
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6.2 Lineas de influencia para vigas 


Dedo que las vigas fo mabes) constituyen ke elementos principales para 
soportar cargas En Unsslema de poa en la cubierta de un puente, por 
elo es ігірогінгіс tener h capacidad de construir las líneas de influencia 
рага las reacciones, la fuerza cortante od momento en cualquier punto 
específica de UNE vigh. 

Cargas. Uha vez quese ha construido la linea de influencia para Une 
función (reacción, fuerza cortante о momento) se podrán colocar las 
cargas vivas sobre la viga para producir el valor máximo de la función, 
A continuación se considerarán dos tipos de cargas. 


Fuerza concentrada, Dedo que los valores numéricos de una fun. 
ción раға una Баса de influencia se determinan mediante ши carga uni- 
taria sin dimensiones, entonces рага cualquier fuerza concentrada Е que 
жаба sobe E viga €n cualquier posición 1 el valor de lafunción puede 
encontrarse al mulielicar E ordenada de la línea de imffuencia en la реті- 
ción хро lernmagnitud de E Por ejemplo considere la línea de ішетін 
раға La resoción el el pubta A de la viga АН que se Muestra еп la Geura 
6-7. Si la carga unitaria йй en л = jE la resoción en А es A, = Lomo lo 
ms la linea de influencia, Por ho tanto si Ei fuerza Р Юз зе encuenta en 
ese mismopunto.la reacción ез А = (IHF}b. Porsupuesto, este mismo 
valor también puede determminárse por la estática. Obviamente, la pe 
encia máxina catisada por Fse produce al colocarla sobre la мра en la 
misma ubicación queel pico de la Hnea de influenca enestecaso enr шо, 
donde la resoción sería А „= (1)(F) lb. 


Carga uniforme. Considere una paíte de una viga sometida а una 
carga udii orme wo figura 68, Comose muestra en la Cigura,cada seg- 
mento dx de esta cargacres una fuerza concentrada de 4Ғ- му di sobre 
ha viga.Si ШЕ яе encuentra en 1 donde Ін ordenada de Б linea de influen- 
сш de la viga para alguna función (reacción, fuerza cortan te o momento; 
es y, eo tonces el valor de В función es (dy) = (wady. El efecio de 
todas las fuerzas concentradas АҒ se determina dl integrarse por toda la 
longitudde la viga es decir. / waydx = wo fydx. Además,.como fydr 
equivalen al бта bajola khea de influencia¡entonoe5,en general, а valor 
deuna función casada por uma охра uniformemente distribuida es sólo 
ef drer bajo а Unea de infiuenciaparo la función nuetiplicada por la іп. 
insidad de іл carga uniforme. Por ejemplo, enel coso de Ь viga caf gada 
uniformemente que se muestra en la фео га 8-9, la reacción А, puede de- 
lenminarse а partirde ba inea de influencia como A, = (árenHwp) т Į} 
(ІШІ) ға = 412 Por supuesto este valor їшїп pede determinarse 
con base en la estática. 


y 
$ 


Enes de iollypezciapara А, 
Figura 6-7 


6—14 
Erea de infhuenca раға lafunción 
Figora 6-4 
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EJEMPLO [47 


Determine la fuerza cortante pesitóra máxima que se puede desarro- 
Вагеп el punto Cde la viga quese muestra en la бе ura 6- Нм debida 
auna carga móvil concentrada de 4000 0 y una carga móvil uniforme 
de 2006 ре. 


Й < 
079 


| 


LEX: 15 
i 


-025 
inca деіл бәостылараган г 
м 


SOLUCIÓN 
En сі ejemplo 6-3 se estableci la fea de influencia para Їн fuerza 
matane en C, la cual 56 пашыта еп labigura Ó-106, 


Fuerza concentrada. [а fuerza cortante poñtiva mioma en С зе 
produce cuando la fuerza de 4000 b se ubica сп r = 2.5" pes, puesto 
que es el pico positivo de la lnea de influencia. La ordenada de ete 
pico es + 0.75:0е modo que 
Yu 0,75(A0001h) = 30001b 

Corgauniforme. Са carga móvil шиі оғплестен la influencia positiva 
méima para Y cuando la carga achka sobre la viga entre x= 25” pes 
y к = Ù pies, puesta que dentrode esta regón із línea de influencia 
bene un área positiva. La тартыс de Y, debida а este сатра сз 


Y = |К 10 pies - 25 pies)(0,75) [2000 b/pies = 5625 b 
Fuera cortent e máx ima total әп C 


(К) ыа" 30001b- + 562516 = 962516 Resp. 


Tenga en cuenta que una ve que se han establecido вз posiciones 
de las cargas empleando la línea de influencia, figura 6r lc es te valor 
(Ғалым, también puede determinarse usando |а estática y el mébdo 
de lessecciones. Demuesire queasi es 


sko lb 
| құлы 
Ат == ==] A 
ла с РЕР. 5—4 
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EJEMPLO [6:8 


La estructura del marco quese muestra еп 1а Migra 6-11 a se Шта 
раға sostener una grúa que ао теге cargas destinadas a almacena 
mienta en putos quese encuentran por debajo de ela. $e prevéque 
Б cargas en la plataforma rodante seade 3 КМ y que la viga СВ tenga 
ша таза de 24 kg/m. Suponga que el tamaño de la plataforma ro- 
dente puede разінзе por alto y que puede viajar а lodo lo impo de la 
viga. Ademés, suponga que л está articulado y que В es un rodillo. 
Determine las reacciones verticales máximas en los soportes (apoy оз) 
еп Ау Ryd momento máximo еп la viga en E 


Б ся ШЕ Sm- q. 1 


SOLUCIÓN 


Баман» máx па фп А. En primer lugar бе traza 1а linea de in- 
Muencia para A, figura 6-10. En especifico,cuando ima carga bois 
Па está en A [а reacoón Ей А ё 1 гол) $e muéstra Ей la Gira. La 
edenada ta С 25 133,Aquí d valor mimo de A, ocurre cuado 
Ы plsrafcrma rodante se encuentra еп С. Сото lararga muerta (peso 
de La viga) debe colocarse en toda la рані de h viga, 56 tiene, 


(Aa = 3000133) + 24(9.81)[1(4)(133)] 
= 4679 kN Кезр. 


Reacción máxima ап В. La ines de influencia (с viga) toma 14 
lormaquesemuestraenlafigurst-1 1, Los valoresen Cy Aw deter- 
тылып con base en h estática, Aquí. la plataforma rodantedebe estar 
еп E Por lo tanto. 
(ву = 200011) + 249.81 )[1(3)01) | + 24951) -0333)) 

ж 3.3] kN Rep. 


Могат máximo in O Lalit de miiueocia ficos E formaque 


—-—-+— — ——— 
«е muestra еп la figure 6-11. Los valores еп Су D se determinan а g4 63—051] 


partir de la estática. En ече газо, 


(Mojas = 2000(075) + 24(9.813/4(1)(-0.5)] + 24(981)14(3)075)] 
a 2.46ҰМ-т Resp. 


1a 
-084 [mi T) 
laa de inf da рага В, 
(9 
М, 


025 


к- = 


linea бейте тила рага № y 
wi) 
F irab- 
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6.3 Lineas de influencia cualitativa 


En 1886, Heinrich Múller-Breslau des-arrodó una técnica para construir 
con rapidez la forma deuna línea de infivencia, Este máodo conoado 
como el principio de Millk:r-Bresima establece que la línea de influencia 
рат nafunción (reacción, fuerte cortanteo momento) елі а la misma 
escala que la forma alterada de la po cuando sobre ésta авиа fa función. 
Рага dibujar apropiadamente lafo гта alterada. debe removerse la cape- 
cidad de la viga para resistir la función de modo que b viga pueda defor- 
marse al aplicar Н función. Por ejemplo, considere Н viga de la fgura 
642а. Si debe determinarse la forma de la línea de influencia pam la 
reacción verticaf en A primeros sustituye d pasador por unaguía de ro- 
dillos como se mucstra еп la figura 6-12b. Se requiere una guía de rodi- 
Bos puesto que Е viga todavía deberá resistir una fuerza hortonial еп A 
pero ninguna fuerta vertical. Cuando la fuerza positiva (hacia arriba) A, 
se aplica сп A b viga se deforma бача la posición marcada con lineas 
суие," lo que representa la foma peneral de la tíneade influen- 
da pam A, figura 6-12с, (Los valores numéricos рага este caso езресі- 
бсо ya se calcularon en el ejemplo 6-1.) S debe determinarse la forma de 
ka línea de influencia рага Іа бета corante en С, figura 6134, la cone- 
són en € puede simbolizare mediante шпа gui de rodilloroamo se 
muestra en la figura 6-132. Ese dispositivo resistirá un momento y una 
fuera axial, pero ninguna fuerza cortante! Al mplicar una fuerza cor 
tante positiva Yra la viga en C yal permitir que la viga se deforme hasta 
Ь posición indicada con Eneas discontinnas, 3c encuentra la forma de la 
еа de influencia, comose muestra en іа figura ©-13с. Por último. si 
debe determinarse la ema de la línea de influencia parel momento en С. 
figura 6-і4ш,5е coloca шы bisagra о pasador interno en C. puesto que 
esta conexión resistirá fuerzas axiales y comian es, pero Ao puede resistir 
из mortento, figura 6-14b, Al apicar le momentos positivos Ми а la 
viga, Éla se deforma hasta іа posición indicada con Eneas discomiimuas, 
que es la foma de la línea de influencia, figura 6-14. 

La camprobación del principio de Milller-Breslzu puede establecerse 
mediante а principio del trabajo virtual. Recuerde que el tubajo es el 


A, 


Inca de infherncia pata А, 


to 
Figura б— 12 


вА батро del anilide кім |ы. posiciones әПетьй m se dibu јап а una escala € mgërada 


Eticho delarrabede опери спіса bata  paralluatrurel сопсеріо. 


en la Наса de influencia que debieron 
соты шізе parala cuga deliren. 


тақы кийиз мой ин dos врту qee soporien сата, Lario рт |штмісіп qomo ап 
mpra venta (46152-1, soporte (2). 
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Figura 6-14 


produdo de un desplazamiento меа porcina ferta т la dirección def 

desplatámiento 0 bien de шп desplatamiento de rotación por el momento 

еп la dirección de desplazamiento, Si Un cuerpo rido (viga) está en 

equiibria, la suma de todas las fuerzas y todos los momentos debe ser 

igual а cero. En consecuencia, $1 al cuerpo se le da un desplazamiento 

imaginario 0 virtusi el trabaje realizado por todas estas fuerzas y mo- 

mentos de par también debe ser igual а сето, Per ejemplo, considere la 

vgasemplementé apoyada que se шиезігиеп La Брига 6-15а аска está 

sometida а цаа carga unitaria colocada en шп punto arbitrario de toda si 

ктп. Sia Ва viga se leda un desplazamiento virtual (0 imaginario) бу 

enel soporte a figura 6-15 entonces sólo la resoción del soporte А, 

lacarga Unilaria realizan trabajo victual En especifico А, себі el tr 

фо positivo A Әу y E carga unitaria realiza el trabajo negativo —1Лу'. 

(El soporte en 4 по зе mueve y por lo tanio, la fuerza еп 8 no hace | 
алда trabajo) Dado que la viga está еп equiiibrió y por ende no $6 E 


mueve, el trabajo virtual suma cero, es decir, лаа 4 М 
С 


А,8ӛу-іІйутПһ 
Si se establece que 6yes iguala І.епкнке 


А, = áy Is |> 


En {щн ras êl valor de A, representa laordenada de la Шей dein- | qn 
femia ей posición de la хк unitaria, Como este walor ез спШүп- 4 > са. 
lente al desplazamiento ё у"еп la posición de lA сатра unitaria, muestra A 
que se ha establecida ізісғта de la Шма de эшта рага la reacción 
єп А. Lo anterior comprueba d principis de Múller-dreslau para las 
паи. Fent 5 
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Vé А 


Ге la misna manera, зі Ја viga зе secciona en С у experimenta un des- 
plaramiento virtus] $ сп este punio, figura 6-15c.entonocssólo la fuerza 
cortante en € y В carga unitaria realizan irabajo Por bo tario, la ecua- 


ción del trabajo virtual es 
Fey - ly = 0 
De mevo, Siy = l, entonces 


үзе establece la formede la knea de influencia pera la fuerza cortante 


ent. 


Por último,suponga la introducción de una bisagra o pasador еп dl 
punto Cde la viga fig шғаб- 15d. Sise presenta una rotación virtual Әфеп 
el pesador. sóloel momento іп lerro y la carga unitaria realizarán trabajo 


virtual. Аз que 
М25%-18у ай 
Sise езілінеге Eg = 1,96 obserwa que 
Мо” Y 


lo cual така que la viga deformada tiene la mimma formaque la línea de 
шішепсін раға el momento імегпо en el punto С (vea la бе ura 6-14). 
Por Supuesto, el principio de Múlter-Breslau proporciona ua método 
rápido раға establecer la fora de la línea de influencia. Una vez quese 
sabe esto, las ordenadas en dos picos pueden determinarse aplicando el 
mido bisco analizadoen la sección 6-1 Además,con Sólo conocer la 
forma general de la пея de influencia es posible ubicar lb caga viva 
sobre la viga y luego determinar el valor máximo de la función porel шхо 


de la estática En el ejemplo 6-1232 шега esta técnica. 
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ЕЈЕМРІО [6:9 


Para cada vipa de las que aparecen en las figuras б-1 баа 6-16, trace la 
ica de influencia рага la reacción vertical еп А 


SOLUCIÓN 
El soporte тъп А зе түзіншуе por una ийа de rediltos, puesto que resis- 
кі A, pero ос А. Después se aplica la fuerza A,. 


А; 
„АҢ | | 
Forma alterada д, luca de intipencia pans A, 


із 
Нетто 6-16 


De nuevo, же coloca una guía de rodillos en A y se aplica la fuerza A, 


A Ss | | 


Тота апеты Боса de mileencia para А, 


(e 


Еп еже caso debe usarse шла дий de doble rodillo, puestoque еже 


po de soparte resistirá lano un momento М, en а soporte jo 
como шпа carga Mal Æ pero потеззіті А. 


bea іс таййшегедарат LA y 
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Гағітло A LÍNEAS ГЕ INFLUENCIA PARA ESTRUCTURAS Е5ТАТІСАМЕМТЕ DETERMINADAS 


6.10 


(а) 


2 


Para cada viga de las que aparecen en las баша 6-17a 461 Tc, trace la 
loca de influencia para ta fuerza cortante сп El 


SOLUCIÓN 

Га guía der odios зе introduce en E узе араса la шегін cortante po- 
sima Ұр Otsene que dl segmemo derecho de la viga nosedeformará 
parque el гойо en realidad limia 4 movimiento vertical de la vigt, 
ye жа hacia arriba о haca abajo. [Vea d sopore (2) de и tabla 2-1]. 


ч 


„> 
E =. чы 


А 
Ya for maxitrzacia ined ШИнағыларағағ р 


Figura 6-17 


Al colocar la guía de rodila еп Я yaplicar la fuerza cortante posiliva 
en Bue obiieos Б foma alterada y la lhea de infhiencia correspon- 
dien te. 


Y, Fi 


Pa А... 
==. а 
_ "еа 


lnea de influencia para У, 


Loa vez más, lá guía de rodilos se colocar en Ese aplica la Бега onr- 
tante posibiva, y зе muestran la forma alterada y la nea de influencia 
correspondiente, Observe que d Segmento izquierda de la viga по зе 
deforma debido Alsoporte fio, 


i) 
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EJEMPLO [6,11 


Рага cada viga de las que aparecen en las figuras 6-1829 6-1Ec trace la 
lica de influencia para d momento еп ё 


SOLUCIÓN 

Se miroduce una bisagraco Я yseaplican 106 momentos positivos Ma 
а Ы viga Еп а figura зе muestras La forma altermda y И línea de im 
шелін correspondiente, 


— 


a ш 
Inca deinfl uencia par в Mr ~] 


Al colocar una bisagra еп Fy el aplicar los momentospostivos May 
М vigas зе obtiene la forma alterada y La ea de influen cin. 


Con la bisagra уе! momento posiivyo еп B.se muestran laforma siie- 
nda y da línea de infidencia. El movimiento del segmento izquierdo 
de Іа viga сеча restringido debidoa la pared fja en A 


--Е 
п> т. demiluenda рагі п ж) > _] 
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EJEMPLO [6/12 


Determine сі momento positivo máximo que prede desarrollarse en 
el punto D de la vigaque se muestra en la figura 6-19, debido auna 
caga móvil concentrada de 4000 b, una carge móvil uniforme de 300 
Бре уа peso de la viga que es de 200 Бре. 


SOLUCIÓN 

Se coloca una bisagra en П үзе aplican a la viga los momentos positi- 
vos Mb. La forma alterada y la línea de influencia correspondiente se 
muestran en la figura 6192, De іп mediato se reconoce que la carga 
móvil concentrada de 4000 libras exa un momento posirivo máximo 
en D cuendo se coloca ahí, es decir, el pioo de la еа de influencia. 
Además la carga móvil uniformede 300 1bépie debe expnderse desde 
С hasta E para cubrir la región donde є área de la linen de innuencia 
es positiva, Por último, el peso uniforme de 200 pie actúa a todo іс 
lergode la viga. Еп figura 19% 5 muestran las carpas sobre la viga 
Cuando se conoce h posición de ах cargas, 65 posible dererminar el 
momento máximo en empleando іа estática, En la figura 6-190 se 
сайлап las reacciones еп НЕ. Al secciones la viga еп D y usar el seg. 
mento DE figuraó-19e,se tiene 


¡+ Mp = Q -Mp — ЯИИЦ5) + 4750010) = 0 
М, 250 1b-pie = 22.56 pie Resp. 


Епеа de tofluencia para M y, 


ч 
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Ese problema también puede solucionarse usando olores numeri- 
cos para la inca de influencia como еп la ción 6-1, En realidad, ві 
iosspeccionaria figura 6-196,sólodebe determinarse el valor pico hen D 
Esto requiere colocar una carga umana sobre la viga en el punto E de 
h figura 6-19 y Inegodeterminar d momento intecnoen la viga еп Р. 
De muestre q ve el valorabtenido esh =3,33, Por triéngulos semejab- 
les, AFALO-5) = 333115 0) о bien А = 3.33, Por lo tanta, con las 
cargas sobre la viga comose muestran en la figura 6-1 Әс y empleando 
las áreas y valores pico de la linea de influencia, figura 6-1 9b se бепе 


Mp = 500/1235 - 10)(333)] + 4000(333) – 200/410)(333)] 
= 2590 b «qe = 225 %-ріе Resp 
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Е PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


FAL Utilice elpriocipiode Maller.Breslay ytrace Las H- 
пеач de ташыла para la rección verticalen A, la fuerza 
cortante ға E y el mo шешое aL, 


PRL Utiliceel рило de MOller-Breslauyirace laz li- 
oc de infipencia pam la coacción vertical en A, la forza 
corte es успат сб. 


њ-2 


-3 Litibceel рілсіріп de Mile p Breslau y шасе las ll- 
педа йе infivencia рага la reacción vertical en A, la Fuerza 
скуті ве еш Dyrelmemento en D. 


A 


Fó4, Utiboe e principio de МШШ r-Accalay y trace las H- 
rete dle induencia para la rección vertical eb A, la fuerza 
cortante еп тепти поел В, 


daa a aoao 


ЕЕ-5. [її d pinipig e Múller-Breslau y trace 185 H- 
nea de mátuencia pera la reacción vertical еп A, la fuerza 
cortan te en C y el mome mo en E, 


E ЖОЕ = -- = а, 
A й 


8-5 


Е6-5. LUitibceel pimio de Múller-Breslau ytrace lis ti- 
пел de inibiencia pera la reacción vertical сп A, la ferza 
cortante justos Y zguenda delsopor:ie де todilloen Eyel 
momento en А. 


A —-{ ATT -- 4 Б. 
= m жог gei 
F6-6 


MZ із яра soporia una carga viva distribaita de 15 
kimy una sols cara сопа гас E ЕМ La саг} muerta 
es de 2k Mo. Derermiae (a) 8 momento posibro iaio 
en Cy {b} la fuerza cortante positiva máximaen €. 


ты. ж е) 


%-7 


кан Ут - 
« 


5-8. ілуіра зрос una carga viva distribuida de 2 ШУЛ, 
үші эділ cor comica mirada de 6 EN La carga muerta сі de 
4ЕМт. Determine (а) la reacción vertical positiva máxima 
сп Ey [bel mono reogativomáxima ей A 


83 (маб PALENCIA СиЫЛАТУА 225 


| PROBLEMAS 


6-1. Dibuj las linas de miluenci раға (a) el momento 
en С: (bj la reacción еп By (6) la fuerza cortante en C, 54 
pon q ue está araculadoy gue A es шороо. Resuelya 
екін problema usando e méáodo básico de la sección H., 


6-2. Reudw el proble ma 6-L usado el principio de Mú- 
ег ІІ cslu. 


6-1.  Dibuje las líncas de influencia para (в) la reacción 
vertical en A;(b) el momento еп 4, y (cp la Fuerza cortante 
ға Я Suponga que a soporte en A ей Ajo, Resuelve еше 
proble ma ando | mé todo básico de la sección 6-1, 


6-4. Fesuelva clproblemaó-2 empleando е1ргіпсў йе 
Мийег-Нгекіші 


6-5. Гс las lincas de 


influencia para (в) la reacción 
verticalen ББ) la herzacortan te justos laderec ha delos- 
cilador єп A, Y(cjelmomentoco С Eespelva еме pro- 
bie тш шшк; e método básico de La sección 6-І. 


6—6. Resueba el proble ma 65 empleando el principio de 
МШЕ НАШ. 


ее ү ғы. ы 


үчтөй. 6-5%-% 


6-7. Dibuj: la twe аеш Писгеїярнга(а]е1 nromentoen 
E:(b) la fuerzacortante еп С; y(€) la resección verticalen # 
Кезен ee problema Usando е 1 mé todo байт de la ser- 
сн 8-1. бы pereacio” Eboporte en A sólo resiste шаа петта 
horizoniaby un momento Пезікэпа пір. 


4  Retucivaelproblemaió-7ompleandoelpiiocipio de 
мОШег-Вгезіну. 


6-9. Гаһир la acade in пелсіарага (a) la resoción ver 
фса en АБ) la fuerzacortanteon Ну (cjol momento em E 
Suponga que A ей fijo, Н üdy a сис problemausandor I 
mido básicade 18 sección 6-1, 


618. Resuelbracióroble ma 6-9 emple ando elpitociplo de 
МШШг-Вгеяашши. 


611, Ге Ін Нљсаз de influencia pam (а) le rescción 
verticaleú А: (ІМ la fuerza cortatitó en Ey (с) el momento 
єп C Вета este problena wman сі método básico de 
а есп 6-1. 


“%-і2  Resuelvael protema 6-11 empleandoel principio 
демше г- Вее, 


п “шж 


и. --ірін--ііре- а 


Proba, 6--1- Ш 
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641 Ілірде іне líneas de influencia рага (ауа resoción 
verticalen A:(b) la reacción тегістеп Рус) la fuerzacor- 
tire justo п la derecha del soporte en A, y (9) el momento 
en E Suponga que el soporte en A está arbolado y que E 
es uo rodillo. К esue га éste p гой le пиа usado el método bé - 
den de la sección 61, 


6-34. Кемин d problema 6-13 emplando е) рпасіріс 
de Moller-Brezlaz. 


"—— } 1а Н 15 2e 


Ресім. 6-196-14 


645. Ілуіра está some tidaannacar pam ета aniforene 
de 12 EN myuna solacarga vivade ӘЙЕМ Determme (а) 
el momentomárimo creado por estas сагразып C, Fib) la 
` ÑT cortante positiva mime e C Suponga que A <td 
шїк Lado y que E ой un rod io. 


ra 


446, Таға soporta иаа carga поста өз от de HN 
Nimy una ісің fuerza viva concentrada de УКИ М. Derer- 
гпітіс са) el momento polio тїйїп €, y (6) la fuerza 
cortante positiva máxima en С Suponga que el spone сп 
А ашп нуе Feti articuli. 


Proh 6-16 


617. Елі barra зе colocó пипасагая viva uniforme de 
300 lipie y una sola fuerza Му concentrada de 1500 Ib La 
viga tiene шп peso de 19) Ірі. Determine (a) la pesoción 
wertical máxima спе нәрогіс E y(bjel momento сф бо 
плазітну ёп el рамо B.Supongá que eltoporte en A сз ar 
ticulado y que F ек іні rodillo 


BL La viga soporta laa carga muera uwiflorme de (A 
k'piejuna arga yade 15 Куле, ушла ыла Fuerza туй con- 
cerrada de й k Determine (2)el momento positivo mi- 
qma m E y(b) la reacción vertical positiva máximaco E 
Supongá q ut A сй шп rodillo y q ue E está artiku lado, 


6 |а+дазы utiliza рига ылғы dos carga muerta de 
06 Ере, una cargavivade 2 Е/ріс y una carga viva concen- 
тым de Ek. Demie (а) la говс роза muimu 
(hacia arriba) еп A; (Ң el momento positivo máximo en C, 
yic) la fuerza cortante positiva mima а 1а dera hade- 
росте en A Suponga que A soporte en А está articulado y 
quo Я езип redilla, 


"5—20. La viga compuesta саїй sometida а una сыра 
muerta unttorme de 1.5 kN/m ya unasola caga үлде Ю 
ЕҢ Determine (а) el momento періге» máximo creado 
por estas сагдаз сп A, Y (b) la fuerzacoriamie positiva má 
тшпйен E Supoa que А esunsoporte fijo, E está Artico 
halo y C esun redih, 


6-2.  ¡Dóndedebecolocarseuna sola carga vivade 500 lb 
abre la viga que 56 muestra, de todo que спе d mayor 
momento еп D? ¿Qué valor бете me momento? Suponga 
шесі soporte еп A 25 Пе, que Нн әгі ado y que Сех 
шегіне, 
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6-23. La viga ve empia раш MOporiar UNA сара пцитіл 
de 200 Mm, шта carga ура des Kim y шй сатра vivecon- 
centrada de 20 ЕМ Determine (a) la rencción pol tiva mé 
ama hacia arriba en Eb) d momento porto má талы? 
ғас, y (e) la fuerza cortante пе ga пуа máxima en C.Su- 
porgaque Ay D están articulados 


ашина. 
A, E, Т 
Proh.6-13 


y E 
TA TREN 


8-24. La viga seua pam soportar шіл carga muerta de 
400 Пыр, una carpa viva de 2 ple y Una targi yra con 
cnir kia de Е Гете mine (2) 1а reacción verticalposi tra 
mhpimpeo 400) lafuerzacorignte positiva тілінің justo a 
hderecha delsopore бп A yic) d momento mgao пїй- 
хиты сп ({7,‚биү»зпрв que А 0840 rodillo, C está бјоу está 
аге. 


&-12. ¡Dónde debe cargarse la viga АВС соп una CAGA 
viva uniformemente distribuida de 300 lbépie de modo que 
ате (a) d mayor momento em el puno А y b} la 
máyor fuerza corame ёп D? Calcule los valores del mo- 
meto у la fuerza cortanto, лро ора que сізерогіс рп A 05 
Ajo que Feti articulado yque Ces un rodillo. 


6-25. Гаўра «с өза рата soportar ипе саг ga muerta de 
500 lipit. шш carga viva de ¿Epi y una сагра утта cor 
contra de Ek, Determine (а) la resoción рса mitima 
(hacia arribe) en А.) el momento positivo máximo en Ж, 
yic) la herra oonan te porta máxima а ladorocha del %о- 
porte en C.Supo tas que y Cion rodillos yque Desti ar 
бсш. 
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6.4 Lineas de influencia раға vigas 
de piso 


Ocasionalmente, los sistemas de piso se construyen como se muestra en 
l fgura 6-202,dcode puede observarse que las cargas del piso se trans- 
mien de las fosas а Һа vigas de piso luego а hs tabes laterales y final. 
menea las cofhemaarde soporte. En la vsta de plan ta de la Бол га 206 
яе muestra Un modelo шенітшмінде estesistemo. Aquí se Supone que la 
losa ез de una Sota ía y se divide еп deos simplemente apoyados que 
descansan sobre las vigas de piro Además, Б kabe está simplemente 
apoyada en le columnas Dado que las mabes son los principales se- 
mentos de carga en este sistema, а veres es necesario аз nsiruir que lineas 
de infhiencia de fuerza cortante y de momento. Eso ел especialmente 
Geto para bosedificios industriales que sesome ten а Шегір cargas con- 
cendradas. En este sentido, tenga en cuenta que шұ carga unitaria Sobre 
la Юа del piso se transfiere ala trabe sólo en 109 puntos dende hay cõn- 
tacto con Las vigasde piso, es decir, en lospuntos A, S, C y 2. Estos pin- 
tos se denominan puntos de panel y la герп que existe ente estos 
ремик se llama parel сонні BECen la figura 6-206. 


Fgura- I0 
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La inca de influencia рага un punto especifico sobre h viga puede 
determinarse mediante сі mimo procedimiento САО quese usó еп 
la sección 6-1,5 decir colocar lacarga unitariaen divessos puntas х de la 
losa del piso y cakcular sempre la función (de fuerza cortante o de m 
mento) en el punto específico 4 de la viga, figura 4208, Al graficar esos 
vabores en función дех se obtiene la línea de influencia parala función 
en Р. En particular,el valor para el momento interno enun panel de la 
mibe dependerá de dónde se elija d punto Р рага la шев de influencia, 
puestoque lamagnitud de Mpdepende de la ubicación del puntodesde 
ecbextremo de la trabe. Por ejemplos la carga unitaria actúa sobre la losa 
del piso como se muestra en la figura $-20e, primero se encuentran las 
raciones E, y К. sobre la losa y luegose calculen las reaccionesen los 
soportes Қ y Б sobre Н рс. Despuésse determina сі momento in: 
тп еп Р mediante el método de les secciones, figura 620d. Esto ге. 
яша m Mp = Ed — Fad — $ Por mado de un análisis similar, es 
posible determinar la fuerza cortamte mierna Ұр Бї embargo, en Este 
caso Yew comstanre a lo lago der pano BCV, > E — F y por lo 
tanto, to depende de И ubicación exacta d de Р еп d panel Por eta 
razón, las líneas de influencia parala fue гга cortante en vigas de piso se 
espeúfican para los paneles de la tabe y noen puntos espeeficos в lo 
largo de ésta Le fuerza cortantese conoce entonces como feria соғ- 
шне de parel. También debe hacerse nola que como k кабе sólo зе ve 
afectada por las carges transmitidas por las vigas de piso, generalmente 
la carga unitariase спен еп cada ubicación de la vigas de piso para es- 
tablecer los datos necesarios pam dibujar la nea de influencia, 

Lossiguientes ejemplos numéñcos deben darificarel кпйЁкїз de fuerzas 


Eldschoda siema del pea encale кісіміз debe wiren 
cuenta Газ ийде» aficas de кешжегішея de almacena- 
mentorobre el piso. Fura este propósito deben utili rare! f- 
pom de influcnoa, (Бинодғайа corimía de Porfand Comm 
Ausodañon ). 
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EJEMPLO [6.13 


L 


EU 0,0938 | 


Dibuje la líncade influencia рага la бетга cortan te en сїрап@ CO de 
һ viga de piso quese muestra en la Gpura 6-2L6. 


pri] E с D Е 
=] 
| оры =P 
da) 
SOLUCIÓN 


Tabshidón de valores. [а carga unitariase coloca еп ceda ubica 
dún de las vigas de piso y se calcula la fuerza cortante en el panel Ср. 
En la figura6-21b se muestra unatabla con bos resultados. Los detales 
de loscálculos, cuando х = Oy х = 2) piesse dan en hs fizurasó-Zic 
y 6214, respectivamente. Observe cómo, en cada caso, primero зе 
akan tas reacciones de las vigas de piso sobr la trabe.Juegose de- 
Ermina la reacción del soporicene!l punto Fde la rebe (6,0 esme- 
saria), y finalmente se considera un segmento de latrabe y secalcula 
la fuerza cortante de panel interna Vep Como ejercicio, verifique los 
valores de Fcp cuendo х = lipies, 30 pies y 40 pies. 


TM = OF, 033 


Yo 
F 0333 
Linea de influencia. Sise grafican dos valores tabulares y se conec- 


lan los puntos conscgmentosde línea recta la linca de influencia re- 
sukante para Y pps como se muestraca la fig urag żle. 


Ven 


ol 
| 


línea de ін ше acu para Y or 


ін! 
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EJEMPLO |614 


Dibye la línea de inflvencia pam сі momento еп d punto Ё de la 
табе de pisoque 5 muestra еп la fipua 6220. 


r— ll 
{ ) 


с Р 

0 19 
б 2| Ц4%9 
=77] j Е | 4 | 0457 
| Tm 7u| a | 25h 
4m—:— im—im tl іы 
:-2-” І 16 pa 

(а т 

қама 6-22 
SOLUCIÓN 


Т Анас londe valore. Га сат ра Wi а па 3 ос оса ев л =Úyen 
саба punto posterior еп èl panel Los valores correspondiente pará 
Мч calculan y зе muestran еп la tabla, Прога 6-22. Los detales de 
loscálculospara х = 2 тҳе muestran en la figurá 6-22с. Al igualque 
enel ejemplo anterior, primero es necesario determinar ls reacciones 
de Las vigas de piso sobre la trabe seguidas por la determinación de la 
acción de le trade de вроуо б, (Н, no es necesaria) y finalmesite, зе 
considera el segmento GFde la viga yse сана el momento interno 
М, Como ejercicio determine los Otros vakores de Mpbstados en la 
figura $22b, 


Linea de infiuenda —Algrabear los valoresde latabla se obtiene la 
иса de influencia para М; баша 6-224. 


ima” 1m 
4% Тим, = и, ~ 13 
ылы 
am Tm 
” 2.7... 
== м, 


F A 
— кєч Т 
н, А 173% 
LM D б, > ойты 
м, 


TM, = Мм -HAN |: 2 дам” - i 
Р a лай МЕЗ ПА е 
Ven? ы DO 4 ъъ Co : Š 


O, = 0074 Шеседс infie noia para М, 


“ ig 
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Luctesmos de eme puentede armadura ве 
¡disc Bar co modo las linces de i fl нетсін. de 
жостфкңлип apodosia йс AASHTO. 


6.5 Líneas de influencia para armaduras 


Las armaduras se utilizan como elementos principales para el soporte de 
caigas en puentes. Por lo tanto, раға e diseño es importante poder cons- 
{гїї las lineas de influencia de cada uno de sus elementos Como se 
muestra en la figura 6-23, Ін caga sobre la cubierta del puente se tans- 
mie 4 ісе targuerós,que asu vez transmiten la carga а 189 vigas de piso y 
luego а las juntas а lo largo de la cuerda inferior de la armadura. Dado 
que dos elementos de la armadura sólose ven afectados por la carga еп 
las juntas, es posible obtener los valowes de las ordenadas de la пеп de 
miluencia para un elemento al cargar cada junta a lo largode la cubierta 
con una carga ипїїнпв. раға después usar el método de los nudos o el 
método de las secciones в іп de calcular la fuerza en el elemento. Los 
баю pueden disponerse en forma labular, Ікілгкіс la “carga unitaria en 
la junta” contra E “fuerza en el elemento”. Como una convención, 3 la 
fuerza en сі elemento es de ensign se considera un vior positivo;y Я es 
de compresión el valor será negativa La línea de influencia para el ek- 
mentose construye al grabcar los datos y dibujar líneas rectasentre los 
puntos, 
Losxiguientes ejemplos ¡ilustran d máodo de construcción . 


5.5 [МЕДЕ DE інгіменсій РА ВА ADA NA 


Dibuje la línea de infiuencia para la berza еп e elemento GA de la 
armadura de puente que se muestra еп la figura 6-24e. 


н 

^ 1 rä А 
| 4 ча ү ` ‚| 
AA о ша». — Ф =m -1- 
и (е р м 
—ъ—{—&=—— ба -- а”! 


y із! 


Рта 6-24 


SOLUCIÓN 


Tabulación de valoras Aguia cadajuntasucesiva en la cuerda irm- 
Етын $6 le Agrega UNA carga шмйатъа y se cálcula h fuerza en el ge- 
mento (СІН aplicado el método de las secdones, figora 6-45, Por 
gemplo,al colocar la carga шайапа еп к= б еп (junta В). primero $e 
смс la reacción en el soporte E bgurab-247,y llego se pasa una 
жесіп atravésde ¡O,GB.BCyasiandoel segmento de laderecha, 
ж determina jafuerza en (GB figura 624c, De la misma manera е 
determinan los otros valores enlatados en la tabla. 


Linea de influencia. AJ ртабсаг los datos tebularesy conectar los 
puntos se obtiene И línea de influencia para el elemento GB, Наша 
6244. Como la línea de influencia se extiende por todo el сішо de la 
ammadua, d elemento СЯ se conoce como un elemento primario. 
Esto significa que GB esté sometido a una fuerza, independiente- 
mente de dónde exé cargada la cubierta del puente (carretera). ex 
ceplo,por supuesto, en х = 8 m. El punto de fuerza cera, = 8 m,e 
determina por triángulos semejantes ente х =ómya”» È mes 
decir (0354 + 0 WIDHALZ – 6) = 0354 х = 2 т бе modo que х = б 
+2 = $m. 


М 


4 , 
es 
Fa ғ ma 


9 
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+ 
YE, = A 025 - Fan 45" = 0 | 
Fas ~ 03154 
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EJEMPLO [616 


Гире la línea de influencia para la fuerza en el elemento CO de la 
armadura de puente que se muestra еп Ін figura 6-25ш. 


ÄRNI sv f 


al { 
24 


JON JO RA tn 


{у 


Eo 


— pr 


oc Әсіп іеткілрағга F q 
М} 


SOLUCIÓN 


Tabulación de valores Еп b fipurab-25b se mouestra una tablacon 
la posición de la carga unitaria en kas juntes de В cuerda inferior con- 
на la fuera en el elemento CO. Estos valores se obtienen fácdmente 
al ásar la junta € figura6-25c.Aquise ve que OG е5 un elementode 
fuerza cero a menosque la carga unitaria Se apliqueen lajunta С,еп 
Hiyo сазо E o liT). 


Lines de influencia. Ара қат dos datos tabulbres y conectar los 
pundoss: obtiene lalinea de influencia pira el elemento CG pomos. 
muestra en 1а прота 6254. En particular observe que cuando la cargó 
unitaria exó еп х = 9 mla Werra en el elemento СЇ? єз Eg = 05, 
Esa situación requiere que la сара wilara зе ubique sobre la cu 
bieria del puente enre las juntas. La trasferencia de esta carga desde 
la сиізетін hasta la armadura se muestra en Ін bgura 625€, А parta de 
o puede verse que, efectivamente, Fe = 05 al analizar є есаһ- 
Бену de la junta G figura 6-25f Dado que la lines de influencia рага 
СӨ pose extiende Atodo e daro de la armadura, figura 6-25 сі eie- 
meno CO% conoce como un eermemo secundario, 
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EJEMPLO (617 


Рага determinar la fuerza máxima en cada elementode la armadura Wi- 
птеп quese muestraen la fotografía primero deben dibujarse laslí neas 
de infuencia de loselementos Hs суета una armadura similar a de de 
Б беш га 6.264 determine la fuerzamás grande que puede desármollarse 
enel elemento ACdebida auna fuerza móvibde25 k y una carga móvi 
dstiribuida de ОБ k/pie, La carga se aplica en la cuerda superior. 


ғ 


P M ж “шт 
“ / “| Г” 
ы le А.ж 
сезсе 
(4 


SOLUCIÓN 


Tabuacióndevalorez. Enlzf igoraé-266 sem uest rauna tabla de la 
posición х de la carga опмагіа en lesjuntas а lolargode la cuerda spe- 
nor contra la fuerza enel elemento ЯС. Рага 106 cílculos puedeusarse 
сі método de Las secciones. Por ejemplo cuando а arga uniría está en 
ha junta /(х = 20 pies) figura 6260. primerose determina la reacción 
E, (E,= 025) Después la amm adura se seccionas través de BC, Су Е 
Hi y se аша el segmento de la derecha, ір ura téc. Foc se obicne al ы = —] 
sumar los moment os respecto al punto $, para eliminar Кул y Еу. Los б: 

den: valores de la бр ura 6-2 se determinan de igual manera. 


Linea d+ influencia Ai graficar los valores tabulares se obtiene la Бс 4—4. Se 

lnea de influencia, figura 6-254. Por inspección, ЯС єз 10 el mento { 
мета ай. il 1+ ЕМ 0 Fe (15) + 029660) — 
Fuerza мча concentrada. La mejor fuerza en el elemento AC к-не 


ocurre cuando [а ше гга móvil de 25 k se союсаепг = 20 pies Por lo 6 
amo, 


La 
3 


Fe = (120925) = 250 k Fr 


Carga viva distribuida. La carga vwa uniforme debe colocarse | 
mbre toda lá cubierta de la armadura pit crear la mayor erza de a 


eskin AC* Entonces, "JR кене ж 
ше Рага әс 


Fac = [K80)(1.00))0:6 = 24.0% (9) 
Fuerza rráxima total 

(F ae lap = 25 ОЕ +24. 0 49,06 Rrip 
"Lamayer Muerzade cañón emal temeio (ІН de ejemplo 6-15 30 cea cunmi la 


carga «нел a ас йи. өгізге la cubierta da ір алзамала dead rw Ò hestar = Ёш. ii- 
gust- 
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PROBLEMAS 


6-26. Па саграттуа uniforme de 19 Еа ұшы sda 
бетта viraconcemradade 4 ЕМ. бе colocan sobre las vigas 
de pro. Гкал туйе (a) la fuerza cortante posmu mána 
en el pand EC de la trabe, y (b) d momento máximo en a 
pun to ёт de La tra be, 


A * 16 с п ; М 
аа Ө рен 
02% m0235m 
Proh, 6-26. 


627, Dos Grga vi aunime de 28 ЕМ Y unasola 
fuerza viv a concen irida de 20 k Nse colocan sòbre las viges 
de руму. Si vigas también Soporta Una гара muera п 
forme de 700 Nim. ф lertadno( ala fuertaconman te posi цу а 
máxima enel pand ВС dda [те y(b)el momento poni- 
буо máximoen el punto С de la trabo. 


ш. 


nlt 


ETEY 
Proh 6-27 


5%-Ш. Una сара viva uniforms de 2 рш y una aa 
feta vivacomccarr кіз de 6 k ве со осал sobre Ш vigas de 
piso. 51 las vigas tum bién soporta una carga m шег1д ип 
lormede 350 fivpie, determine (a) la fuerza cortante poti- 
ta máxima del pand СЇ? de la іе, y (Б) el momento 
педіто mirimo enel punto A de la tmbe Suponga que d 
soporte en C æu rodillo усе E eshi articulado, 


6-29. Ibuje la línea de influencia para (а) la fuerza сог 
tante en el pane! AC de la trabe y (bjel momento en D, 


ар бана бн 
a 


6-34. Un carga viva unifoeme de 230 Пре y una sola 
fuerza vra concentrada de 15 Е deben colocarse sobre las 
трал de pio Determina (а) la Fuerzacortante роз pimi- 
кипа en d раде! AR yib) elmomentomáximo en D-5 u- 
ponga (ұс еп ің sopoter sio 26 producen reacciones 
тепе. 


p ts pits — it pieh ploni t5 piesi 1 


8-4. Una carga via uniforme de 0 6 kipe y una sola 
fuerza viva concen iridh de 5 k de һай eo саге sobre ls 
тірмемеретіюген. Determine (а) la forza cortante рка 
máxima ena! panel EC de latrabe, y (D) el monventopos- 
iko пуйяпы› еп C. Suponga que elzoporte m P eu rdi- 
illo y que D oná articulado. 


SE] 


"5—32. Ініме la línca de influcocía раға а momento en еі 
punto F de la trabe. Determina e momento vivo potktivo 
mimo en el pario F de la mahe, si шпа sola fuerza viva 
encontrada deb YN semut ven través de las vigas de p Eo 
supeñioles Suporga que lossoportes de todos К» emen- 
masih pueden є}еггет fuerzas hacia arriba o hacia abajo 
Sobre los Лезгин гу (08. 


Рчн6-22 


6-33, Unacegaviva шоты ded kipie y шаа sola fuerza 
vraconcentradade 20 kag colocan sobre las дах је pio, 
Si las vigas también одап Una cargamueria Uniforme de 
ЖО ре, determinc(a) lá fuerza cortarte negara má 
хіта сп el pand DE de la (габе у (b) cbmamento negativo 
máximoenel punto С dela trabe. 


Г 


Ии. яң ; ее 


Р. 
—>— ? par 


8-М. Unacarga voy д uniforme de 0,2 рые y una ің fue Toa 
vera conos тїї de dk зо colocansobre Lis vigas дерін. Da- 
тіле (а) lafucrza cortante positiva méxima Сп Cl panel ПЕ 
de la irabe.y (bjel momento poskivo máximo en Н. 


тілей тілей клей 6 pi ln] pio] 


AS 
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6-35. Dibuja la Unas de influencia para la fuerza cortante 
end panel CT de la irebe. Гг mine la брега cortante me 
galivamáz ena еп el panel Cil debida а Una carga viva ani- 
krmede 500 Пыр дш йсй оге las vigas Mporiores 


A 


А В 


кене 


6-36. Uns carga viva u а оте de 6 k N да y una sola 
fuerza vi va conce n rada de 15 к М зе colocan sobre las vigas 
de pisa, Si las vigas тапып ықпал UnA САГАН muerta uni 
Есттене de 600 N fra.cdletermine (а) lá fuerza cortante posia 
máximaen elpanel CD de la таймау (b) elmomento pog- 
Dyo mó boy en el punto P do la mabe. 


ЕТ Una carga via uniforme de 1% kim y una sola 
fuerza viva concertada de E KN se colocan sobre М vigis 
depiso.Si Las viga también soportan una cargamueria yni- 
fome de 250 Nm, delerminc (a) la fuerza coriante negativa 
máximacoe!l panel НС de la trabe.y (Б) el momento poai- 
шот imoen Н 


H-——-3m Sp 


Prol 6-37 


а 
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6-38. ibaje la linea de inflnencia раза la fuerza ға |ң) el 
elemento Ауф) elelemento EL 


6-38. Dibuje lalínea de influencia рата la fuerza en (в) el 
elemento ЈЕ) el elemento FE y (6) el elemento EF. 


8р лиен AS e гаг, 
Proba. 6-38 ,-5) 


5-48. Гайне la Hnes de influencia пага la inerza єп el 
emeni. 


6-й. Dibuje La ітенсіс influenciapara la fuerza eo elele- 
mento ЈЕ, 


654 Іжіһче la Hineade infiucociapaca la fuerzaenebelo- 
mento СП 


8-43. Гује la Encacde influencia pam la fuerza co сісіс- 
mento Ж. 


%5-44. Dituje la Hnos de influencia рага la fuerza єп el 
депп. 


8—15. Dibuj la línea de influencia рага la fuerza еп (в) el 
ckmento EH v(Melelemento JE, 


8-46. Dibujelalínea de infiue ncia par в la fuerza enel ele: 
mentor. 


564% Dibye la íneade infuenciapara la fuerzacnelele- 


ASAJAS » 
«рү А" 


Prota, 6-А5%»—Иб—47 


5-48. Dibuj la linea de іпбіктігін рага la fuerza en el 
elemento BC de la атаа Warren. Indique los valores 
puméricosde los picos Todos loselementos tienen la mima 
ongini 


PA 


Proh 6-48 


6—49 — Dibuje la incade infuenciaparí la fuerza co elele- 
mento BF de la armadura Warren се Los шіге 
numéricosde Kis picos Todos los elementos сесі la misma 
langltud. 


8-58. Diíbuje la Шен іпілепсінраға la fuerza en pleie. 
meto FE de la armadura Warron dique Қы valores 
oútiéricosde los picos Todos los elementos tienen le mama 
hongitud. 


6-51. Dibuj la líneade inflnenciapara la fuerzaen el elo- 
mentoCL. 


6-52  Dibuje ін linea de influencia para la fuerza en el 
elemento EH, 


6-53.  Dibue Із Шеайе influenciapara la fuerzaenelele- 
паа, 


|—— — ——— варз 34 раа — —— 4 
¡Peob=.6-514-5.16-53 


6-54. Dibuje la línea de iofluenciópara іа fierraco а elo 
manto EL 


D F 
an- im- im | =. 


Proh 6-54 


6-55. Dibuj la línca do influencia para la fuerza еп d еіс 
mento i. 


Proh. 6-55 
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sss. Dibuge із línea de influcncia para la fuerza со сі 
elemento GE luego Jetermivo la fuerza máxima (En ter 
sn (> compresión) que puede desarrollarse en este ele- 
mento debido а шы Сагда муз ийїїгє de 3 Mim que 
ación sobre tacubierta del puente £k largo de la cuerda in 
Eror de la armadura. 


| 
E —=— === І12т.4@3 + 
Proh 6-54 


6-51 Dbue la línea de influencia para la fuera en el ek- 
mento (0 y despiés determine la fuerza máxima (ел Leosión 
осоп қанадай) que puede desarrollo en ete elemento 
debido a la carga viva uniforme de 800 lbépie, ің сыа! actúan 8 
lo largo dela cuerda inferior de laarmadutn. 


6-58. Dibuje la línea de influznciapara la fuerza en elele- 
meo Су después determine la fuerza mitima (en tensión 
a compreñón que puede desarrollarse еп ене сісшепіс> 
debido а la carga viva uniformo do 400 ibipic que se tens- 
mote а la йгїїшйлга іс lar ро desu cuerda infepor. 
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Сиды» el пеп pera зіне Cte pu cite de 
mess, la ШОО үзі Y аралоя E ретте п 
гесинин) метилен Лине. ігар Flaca 1) 
diseño del puente, deben considerarse їйї 
reacciones Junio con la саңа muera del 
росе. 


6.6 Influencia máxima еп un punto 
debido a una serie de cargas 
concentradas 


Пиз ez que se һа establecidola linea de miluencia de опа танап раға 
шп punto de Ши estructiira, el efecto mánmo causado por Шы fiterza 
ұға concentradase determma аі multiplicar Іа ordenada máuma de la 
linea de influencia per Із magnitud de la fuerza. Sin embargo en algunos 
сажу se deben colocar varias fuerzas concentradas sobre іа estructura; 
рогектпрі, Іазсагдаз de las ruedasde uncamión o un tren, Pará deter- 
minir el efecto máximo en esteciso puede Warie un procedimiento de 
prueba y error o bien ln méjodo basadoen elcambio en la fun ciónque 
зе presente con el movimiento de la carga. А continuación se dará una 
explicación de cada uno de esos métodos, ёзресібсптепіе apácados а 1а 
fuerza otte yel momento. 


Fuerza cortante. Coridere la Чен simplemente apoyada соп la 
inca de méluencia esociada рага la berza cortante en el punto С де la fi- 
gua 627. Lafierza соге pontra máxime en el punto С edá deter- 
minada por la serie de cargas concentrada (ruedas) quese mueven de 
derecha а Equierda sobre la viga. La сара críticase producirá cumdo 
una de las cargas se coloque fsb а le derecha ЧА punto С. el cual es 
coincidente con el pios positivo de la пев de influencia. Entonces, cada 
шо de los tres esos posibles puede invesbigarse mediante prueba y 
error. figura 6-27Ь. Se tiene 


Caso Е (Fel = 10.75) + 40.625) + 4005) = 525k 

Саѕо2: (Е) 101123) + 400.75) + 200525) = 53735% 

Саѕоз: (Егіз = КО) + 4[—0.125) + 4075) = 25 к 
Еп @ caso 2. соп la fuerza de 1 К localizada а 57 pies del soporte iz 
quierdo, se obtiene el valor más grande de Fey por lo шп, representa 
Ы carga crítica. Еп гел. la investigación del сан» 3 noes neoesaria 
puesto que por inspección puede verse que un arreglo de cargas Como 
éstegeneraría un valor de (F chuqu serna menorque (Y). 


іі db 
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Cuando muchas cargas concentradas actúan sobre el саго, comoen d 
caso de la carga de Е-724е la figura 1-11. dos cálculos por prueba yerror 
шійткіп anteriormente pueden resultar tediosos. Еп vez de esto, la po- 
sición crítica de ls cargas puede determinarse de una manera más di- 
recta si se encuentio el cambio еп la fuerza cortante, AY. que se produce 
cuandolas cagas semueyeo del сазо 1 al caso 2: luego del caso? alcasa 3 
y ая suceshamente Siempre que cada AV calculado sa pontio, la 
me prscón producirá uma fuerza cortante més grande еп сі puto C 
de la viga que A posición anterior, Se iestiga coda Movimiento basta 
quese presente ип cambio negativo en lá fuerza cortante, Cuando esto 
сопте, la posición anterior de las cargas proporcionará el valor crítico, 
Elcambio AF en la fuerza cortan раға шы carga F quese mueve desde 
Б posición x bosta қ sobe una viga puede determinarse al multiplicar 
Р рог а cambio еп |р ordenada de la linsa de influencia, es decir (y, - 
уі) S la pendiente de la еа de influencia ез з,епіопсея (у: y) т нт) 
= ху) y por lo tanto 


AY = Рах = ду) | (6-1) 


Linea inclinada 


Si la carga se mueve más alá de un punto en el que hay una disoonii- 
nuidad o*salto” en Ш Hnea de influencia,como el punto Cde la figura 
6-279.entonces el cambio en la fuerza cortante no es más que 


АУ = PQ — y) 
Salto эн 


El uso de las ecuaciones anteñores se ihestrará con referencia а la Ұша, 
la carga y la ioca de mfluencia рага Y que se muestra еп la figura 6230. 
(Observe quela magnitud dela pendiente de lalíncedeinfiluenciaess = 
0.75(40 — Еһ) = 0.2570 = 0025, y el sako еп С бепе una magnitud de 
0.75 + (425 = 1. Considerequelas cargasdel caso 1 semuevenS pies hasta 
el caso 2, figura 6-28h. Cuandoestoocume, la carga de т Е salta haciazbajo 
{= D y toda 185 cargas зе mueven ласі arba por la pendiente de la 
nea de influenca. Esto causa un cambia de la fuerza cortante, 


АУ, 4 + Ще) + [1.4 4 + 4](0025)(5) = +0125 К 


Como АР, 365 positivo.eicaso 2¿generaráun valor más grande раға Fe 
qued caso E [Compare las respuestas para (“си y (Vd, calculadas pre 
vamente, donde de hecho (Y = (F¿h +0125.] Al investigar AF23 
que se produce cuando el cmo 2 semue ve hasta el caso 3, figura 6-28b, 
debe tenerse en cuenta elsalo hacia abajo (negatworde lá сира ded E 
y el movimitato borizómtal de 5 pes de odas las cargas Ютап arriba раг 
b pendiente de la Hines de іні нетсін Se tiene 


АҒ; = 4(—2) + (2 +4 + 4(0,4025)(5) = -2875 k 


Como АУ; yes negativo,el caso? es laposición criticade la carga, como 
sedejerminó previgmente. 
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Las гаре de este puente debenrestr irel mo- 
meno пик dado por el peso de este 
miina рр а п mentos раза mied, 


Momento. Los métodos anteriores también pueden utilizarse раға de- 
tembpar la posición сейіса de una serie de fuerzas concemMiadas para 
que creen el mayor momento inierno en un puntoespecif ico de una es- 
trud ura. Por supuesto, primero es necesaño dibujar н línea de influencia 
para el momente en el punta y determinar bs pendientes з de ws seg- 
metos de línea, Рага un movimiento borrona) (х, - үні una fuerza 
concentrada Pel cimbioeo e momento AM es equivalente a la magi- 
had de ki fuerza рот el cumbio еп 18 ordenada de la linea de influencia 


bajo la carga, es deci, 
Ан а Р(х, e= гу) 


Como ejemplo, considere la viga, la сира y la línea de influencia рага 
el momento en el punto С de la figura 6290, S ceda una de lastres fuer- 
таз 00nceotradas se coboca sobe la viga, еп Емтпа coiocidente oom el 
ры» de la inea de influencia, зе obtendrá la mayor influenca decada 
keza. En la figura 6-29b98 muestran los trescasosde carga Cuacido las 
сира del caso | за mueven 4 рых а la izquierda hesta el слер 2 56 ob- 
serva que la carga de 2 k disminuye AM, -, yá guela pendiente (7.5410) 
es descendente fig ora6-2%. Asimismo, las fuerzasde 4k уЗ k ocasionan 
un аштелїр de AM|- puesto que la pendiente [15/(40 — ІЮҢ es cer 
dente Se tene 


ar pe 


Como AA- es posilivo,es necesario investigar aún más сі movimiento 
de las carpas de б pies del caso 2 ді caso 3 


АМ; (24 ESTO + ( = 5 


в = -225k-pie 


Аш el cambio es negativo, por lo que el mayor momento еп C ocurrirá 
cuando la viga esté cargada comose muestra en d caso 2 Қаша 62%. 
Por ba tanto, d momento máximo еп Ces 


(Melem 2145) + 4(75) + ҚАП) = 57.Ok-pH 


Los siguientes ejemplos ilustran aún más este método 
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EJEMPLO [618 


Determine la fuerza cortante positiva méxima creada еп el punto Y 
de la viga q be se muestra en la figura 6-30e, debido a lascargasde las 
ruedas del camión en movimiento. 


la) 
Fgura 6-30 
SOLUCIÓN 
La пен de imbluencia para da fuerza согінме еп Б se muestra en la fi- 
gua 6-30. 
Үш 
р кшш 
Los 


Incade infbenca рага Ку 
у 


Mowirn ento de 3 pies de lacarga de 4 К. imagine goela carga die 
4 k ación justo a h desecha del punto A de mantra que se obtiene 
al iofluencia positiva máxima Dado que el segmento de viga BC Пеле 
Ю piesde largo. la carga de IÙ k noestátodavia sobe la viga Cuando 
el camión se mueve 3 pies a la izquierda, la carga de 4 kaata 1 unidad 
hacia abajo sobre h línea de influencia y las cargos de 4 k, 9 k y 15 k 
creen un incremento positivo en АР» puesto que la pendiente esas- 
cendente hacia la izquierda, Sunquelacarga de LGk tambiénse mueve 
hacia adelante 3 pes an no está sobre la viga. Рог lo tanto, 


АҒ- 41] + +# + 5052 )з- +0.26 


Movimiento de 6 ples de la carga de $ К. undo lacargade ў Е 
actiajusto а la derecha de 8 y después el camión se mueve 6 pies a la 
iquierda,se Пепе 

Хув = Y-i) + (4 +9+ 5 6 + щ% = +4 k 
Observe en el сЙсшіо que la carga de 1 k sólose mueve 4 pies sobre 
la viga. 
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Movimientode 6 pies de lecargade 15k. Silacargade І5Езс 
coloca just oala derecha de A ydespuésel camión зе mueveó piesa 
а izquierda. la carga de 4 К sólo se mueve un pie hasta que está fuerz 
de la viga, y tembién E carge de 9 kse mueve sólo 4 рез hasta que 
queda fuera de la viga. Por lo tanto, 


АУ = 151) + (52) э(е + (15 + ТЕЗІ 


-.-55 


Cono АУ» ао es negativo, la posición correcta de las cargas se 
pajig cuando В сатра de 15 k está о А la derec ha del punta FA- 
ига 6-530с En consecuencia, 


(F elmi = $0.05) + 9-02) + 15(0.5) + 1002) 
“75% Resp. 
En la práctica, también debe consderase e movimiento del camión 


de izquierda а derecha y luego elegir el valor máximo entre esas dos 
auaciones 


le 


sp] арти. 
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EJEMPLO [6.19 


Determine $ momento positiro máximo сгеаіо en e punto # de la 
viga quese muestra еп la figura 6-3Ja.debido a las cargas de las rue- 


das dela grúz. 
MLN 
кк кх 
A rm hi4 
EZ 
A H 
ута ШЕ i 
БЕК 
JN HN 
¿ondo 
o Маан 
СЕЛ. 
1m 3т 2т | 
(а) ГЕ 
Hig wra 6-3 
SOLUCIÓN 


Lakea de influencia pera сі пкителіккеп Ese muestra en da figura 6-36, 


Movimiento de 2 т de la carga de 3 ЕМ. Sise supcoe que la 
carga de 3 kN acta en Ву luego se mueve 2 m ala derecha, figura 
6315 el cambio еп el momento Es 


АМЬ = КЕЗ + ЕЕ =720kN-m 


¿Porqué no se inchuyela carga de 4 ЮЧ en dos сако? 


Movimiénta de 3 m de la carga de В КЫ. Sise supone que 1% 
сара de 8 kN actós en E y шеро зе mueve З m hacia la derecha d 
cambioen d momento es 


м (38) о Bo a 


= HAD М" т 
Observe aquí que E сатра de 4 ЕЧ estaba inicialmente 1 m fuera de la 
viga, por loque se mueve sólo2 msobre la viga. 
Como по hay ш cambio desgno еп DM p |ң posición correcta de 
las cargas раа e momento positivo máximoeo Б зе produce cuando 
la fuerza de & ЕМ está en A figura 6-ЗІР. Por do tanto. 


(Md ma 7 801.20) + 3104) = 108 kN о Resp. 
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EJEMPLO [6,20 


Determine la fuerza máxima de compresón desarrollada en el ee- 
mento PG de la armadura lateral que se muestra en la figura 6-32. 
debidoa las cugas de las ruedas del ladoderecho del automóvil y el 
кти ше. Supongz que las cergasse aplican directamente а la arma- 
dura y quese mueven sólo a la derecha. 


Pra 


a ан 


inca de inf encia para Ғ yo 
ГЕ 


HAN TJIN 
; pas 


SOLUCIÓN 

La lines di imbiuencia para hi [етта ел el elemento BG Se muestra бп 
la Гуна 6-32b, Aquí se imari un enfoque de prueba y error раға oble- 
тт La solución, Como se busca La mámma fuera negativa (compre- 
són en AG se comienza de la siguiente manera: 


Carga de 1.5 kN en el punto С. En este сахо, 


Fag = 15 kN(-0.625) + 4(0) + 2 (912 п m) 
= 0779 KN 


Carga de 4 КМеп el punto С. Рог mspeoción, éste parece UNCASO 
más razonableque el anterior, 


F мст ARN(-0.625) + sen (= 222 Jm) + 2kN(0.3125) 
a -250 KN 


Carga de 2 ШЧ т el punto C Ба ese сазо todás ls cagas 
«генгіп una fuerza de compeesión en BC 


Fag = 2 KN(-11625) e E Sm) + зах AARS) th m) 
= —266 EN Кер 


Como este último coso rendia еп ја respueda más grande, la Carga cri- 
case produce cuando la carga de 2 КЧ está en С 
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6.7 Fuerza cortante y momento máximo 
absoluto 


En la sección $6 se desarrollaron los métodos para calcular la fuerza 
cortante y el momento máximos еп un puro especifico de ona viga de- 
bido а una serie de cargas móviles concentradas. Un problemamás gene- 
га involucra b dereeminación tanto de la ubicación de punto en la viga 
como de la posición de li carga en la vigo de modo que se obtenga la 
fuerza cortante y el Momento mádmo absolutos pesultantes de las car- 
gas S le viga está en voladizo о simplemente apoyada, este problema 
puede resolverse con facilidad, 


Fuerza cortante. Рага шай и фае voladizo la fue ста cortante má 
vima absotuta se producicá сп Yo puto situado jesto enseguida del sp- 
ропе fio. La fuerza cortan пьйхшпа se encuentra por а método de Las 
secciones, cOn las cargas ubicadas en cuslquier ligar del саго, бда 
6-33 

Рага las ирот simplemente apoyadas la Biérza coctanté máxima ahs- 
ша se prodiice junto enseguida депте de ke soportes. Por ejemplo, sí Las 
Cargas son equivalentes,se colocan de forma que la primera еп lasecuen- 
cla se ubique cerca del soporte, como ен іа figura 634, 


Momento. E momento máximo азоо de una гірдел voladizo ве 
produce en el тітку punto donde ocurre la fuerza cortante máxima ah- 
Phra, aunque еп ete coo las cargasconcentradas deben ubicarseen el 
pro extremo de la viga como en la figura 6-35. 

Раа una viga simplemente apoyada, en general, la posición oftica de 
lis cimas y el momento máumo арор asociado no pueden determi- 
пазе par ispección. Sm embargo, 65 posble determinar la posición de 
marea analitica, Рага fines de ese апав considere ua viga sometida 
alasfuerzas Е, E, F quese muestraen la figura 6-30, Dadoque el dia 
grama de momento рага una see de fuerzas concentradas mnsa de 
segmentos de recta que елет piosen cada fuérza,el momento А тво 
absoluto mauri bo иа de las fuerzas Supeogd que te momento 
máximose produce bajo Б. La posición de Las cargas E, E, E, sobre la 
viga estará tápecificada por la distancia л medida desde E, basta lalinea 
central de В viga, talcomose muestra Рага determinar un valor especi- 
бсо de z primero se obbene la fuerza resultante del sistema, Еу, y su ii- 
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tancia ¥ medida desde Fy, Una vez hecho esto los momentos 5034 man 
respecto a B.de donde өс obtiene la reacción а la izquierda de la viga. 
A, esdecir, 


1 га т 
Ma = 0; amga- -3)] 


L 

Sika viga se secciona Uso Ala izquierda de Fel diagrama decuerpo 
Ebe resultante es como зе muestra еп la бирга 6-366, Por МЮ tanto, € 
momento. bio Fes 


Mf к - т 
д 2 


ҮМ =й; 


Para que M, sea máximo se regire 


Ек ‚Рах 
dx E E 
obien, 


Por lo tanto, se puede concluir que d momesto máóxmo atvodao e 
wnoviza simplemente apoyada se produce bajo una de іш fcer zas concer 
adas, porlo que esta fuera secoloca sobre la ика de modo que ellay la 
fierza resultante del sisiema sem equidistormies desde іо iine септігі de 
іт ира. Puesto que hey ши serie de cargas sobre el claro (рог ejemplo, 
Қ.Ғ, Eye la Figura 6-36) este princio tendrá que aplicarse а cade 
салға de la serie y deberá calcularse en cada momento Máxmo cores- 
pondienñe, Por comparación, сі momen) más grande será el momento 
máximo absoluto. Sin embargo, como regla general d momento máximo 
absoluto suele ocurrir bajo la fuerza más gande quese ubica más ocrca 
de la fuerza resultenmtedel sistema. 


Envolvante de los valores máximos de la línea de іг- 
fluencia. Газ regias о fócalas para determinar In fuerza cortante о 
el momento máximos absolutos soo difíciles de establecer para las vigas 
que 56 apoyan de Una manera distinta al voladizo о al Apoyo Simple, que 
ya seanalizarón aquí. Mo obstante, ina krma elemental de proceder 
pera la sobición de este problema requiere la constcuoción dek neas de 
influencia para lA ferza cortante Qel momento en dos punta selecciona. 
dos a bo largo de toda hi viga y el cálculo posterior de li fuerza cortante O 
ej Momento máximos ен la viga para сайа punto, empleñodo para ello 
Ее métodos de la sección 6-6 Al graficar estos valores se obtiene una 
“emvolvente de máximos”, a parar de la а! puede determinarse tanto 

el valor máximo absoluto de la fuerza cortante 0 del momento como si 
ubicación, Por supuesto, 56 recomienda ma solición en computadora 
рага Ls situaciones complicadas de езе problema, ya que el trabajo 
puede ser tedioso al se realiza manualmente, 
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El momenta тита АМЫШа <а сйс 
puente deira bos ез el restudo de las ст: 
раз móviles conoentadas camadas por Іш 
ги cdas de los y ag oner del tren. Los Y agon cs 
deben әгішгесе la posición vitia y «che 
Містті Итсапко 1а ubie ación del punto е п la 
viga donde зе produccal ameno máximo 
акоша. 
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EJEMPLO |621 


Determine el momento máximo absoluto en b cubierta del puente 
simplemente apoyado de la figura 6-370. 


SOLUCIÓN 
Primero зе determinan la magmtud уін posicón de lafuerza resul- 
tinte del sitema, figura 6-370.5е bene 
+{Рь = IF; Ет 2 +1511 = 45 
liM = УМ 4,5: = 15010) + 1/15) 
E = 167 різ 


| й | 5 Suponga са primer lugar que сі momento máximo absoluto ocurre 


в, bajo la carga de LS k. La carga y la fuerza resultante зе colocan oqul- 
distantes de la línea central de la viga, figura 6-37/. 51 se calcula primero 
A, Ggura 6-37b, resulta 


гаг — мум (ЖҰМ,-% -А,30) + 4501657) = 0 Л, = 2508 
ы Ahora, usando lasección сега de la viga, figura 6-37с, зе сійепе 


А) 467 ha pies V'S ples 
| Pe № Бл piles 


+ЕМу =й 2500667) + 2(10) + М 0 
М; = 21.7k-pie 
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Hay una posibilidad de que d momento máxmo absoluto pueda 
ocurris bayo la carga de 2 k, puesto que Zk > 1.5 k y Fa баШ entre 2 К 
y 15 Е. Рага investigar estecaso.la carga de 2 К y Fase colocan api- 
distantes de la línea ceatral de la viga, figura 6-37d. Demueste que A, 
= L75 К comose вкіса en la Геенгаб-37ғ yque 


My - 2104 к - pie 
Por comparación, el momento máximo absoluto es 
Mi = 117 k- pie Resp. 


al cual se produce bajo La carga de 1.5 k, cuando Las cargas зе ubican 
sobre la viga como se miesa ейін figura 6-37b, 
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El camión бепе una masa de 2 Mg y un сепіго de gravedad еп G como 
se іпшезі га еп la figura 65-354. Determine el momento máximo absoluto 
que se desarrolla en la cubierta del puente simple mente apoyado, de- 
bido al peso del camión. El puente Пепе una longtud de Ю m 


SOLUCIÓN 

Como se otrierva enla figurà 6-34a, peso del camión, 2( 10% kg (9.81 
mix) = 19,62 kN y Es reacciones delasruedas secalcularon conbase 
еп la estática. Dedo que la mayor reácción se produce en la rueda de- 
hintera.se seleccionará елін rueda juro con la fuerza resultanie үзе 
colocarán equidistantes de la ca central del puente. figura 6-38b Se 
шеші іа fuerza resultante сп lugar de las cargas de las ruedas, enton- 
сез la reacción vertical en Hes 


(EMi =Q в,00) - 962445) = 0 

В, = 88793 
El momento máxmo силе bajo la caga de la rueda delantera. Utabi 
mado la sección derecha de ы света del puente, figura 6-38c,50 
егы: 
м 8829145) - М, =й 

M, ш W.IkN-m 


17-52k N 
, 


і 
ASIN ' 
Cam 
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| | PROBLEMAS 


6% — Determee d momento máximoeá el puño Cde la 6-62. Deermine el momento positrro máximo en el en 
mabe simple, санаф por e morimiento de la plataforma palme С sobre la tabe literal, causado por la capa móvil 
cal ue ve ne una inasa de 2 Mg y un cetro de пака ent, que se desplaza а lo largo del sentra dd puente. 

бырлар aque А es us rodillo. 


%-68. Пегегшіте elmo mentomáximo eael punt y del 
сат арені ido H éste soporta la carga de 25 k sobre cl сагратыбуй. 


“ék Dibuje lá línea de influencia para la fuerza ёл dl 
elemento SF de la armadura рага piente Determine la 
ferzh ыйга (en (кт о спрей) que puede des 
rollarmces eme elemento debido в un camión de 72 k que 
bere 1аз cargas de lesruedas que ве muestran en la Agura 
Sponge que d camión puede viajaren cualquier dec ción 
alo Largo del centro de la cubierta, de modo Qué la mitad de 
su сағда de iranefereas cada ши de lindos апіімінгаз late- 
rides Suponza ientién que Los elementos están picados 
enlis placas de refuazo. 


6—51. Determine la fuerza СОГАП розі mirima сн сі 
punto Bid сагта sporta lacarga de 23 Е sobre й carro, 
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6-65. Daerminc e momento positivo mátimo ет e 
punto C sobre de ийзе simple, debido a la carga movi, 


— 4 


6, El caro tene п pesa de 2500 Шоғы у un centro de 
gatid єп  Determpe d momento máximo ponirro 
creado en elpunio (dela [гаре lateralmientraspaña por el 
puente Suponga que el caro puede viajar сп cuaiguiy di 
rección a lo lago de cerro de la cubierte,de modo que la 
mitad de su carga to гае ге а cada una de lis dos tra Без 
Later pleg 


8-67: Diboje la Ішейс influencia ріні la fuerzaeoe! de- 
mento ВС la armador par puente Determine la fuerza 
TIA en тед 0 20 Mm р гюн] que ре дато lase 
end elemento debidos uncamión de 5 k que безе las car 
жб de le ruedasquese muestran en Іа брига Supooga que 
бі camión puede аг en сш Hier dercción a lo largo del 
centrode la cubierta de modo que la тїї де la carga se 
tranallore а cada una de la dos armadura la Lerales Su- 
ponga ambién que los elementos csbán азу у lados сп les 
[Каси che ге Pue rizo, 


"6-68. Dibije la Мопед de influencia рага la fuerza еп el 
ckmento Ж. de la armadun рага puente, Determine la 
fuerza máxima (en temiónocompresión) que puede dess - 
rolarse en el elemento debido a Un camión des Ессе ls 
cargas de las roedas que яс muettran en la бешга. Suponga 
que el camión puede viajaran сштшер dirección alo largo 
del conto de 4 cubierta, de modo que la mitad de la carga 
se transfiere а cada шпа фе las dos аппайтан laterales Su- 
poga también que Los elementos están articulados en las 
placa беге fue reo, 


6-89, Е! сапал bene шш tal de 4 Mg y cento de masa 
en €, por su parteel rerolque tiene una masa de 1 Мау 
entro Зо masca Determine а momento viro mitma 
abaduto desarrollado en el puente. 


6-79. Determine el momento Чуп пайхітю абчојио са dl 
puente dd problensté-60 қі se retira el remokque. 


47 Ғоғага CORT ANTE Y MOMENTO MÁXIMO ABSOLUTO: 
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А-Т. Memis la fuerza согаце vra y el momento 671 Daermino d momento máximo або en el 
viro máximos abiolutos en el bazo АН de la grúa, debidos puentede abes debido a las cargas dd camión quero 
a la carga de 10 kN, Las resblicciones en les exbentos re- muestra. Las car pas se apiican directamente sobre la mbe. 
¿preecenque 01 пу 2 39 m 


6-4. Сего i fuerzáacoriantemáz imáatsoluta en la 
vga debido айы cargas Mostadas 


%-2. Deermne d mómente паты» сп mido үг 
hacargas móviles, 


6-74. Derermince momento máximo bralno са la viga 
debido a Ms cargas тоа as 


258 Гарітло ё Lucas ПЕ INFLUENCIA РАВА ESTRUCTURAS ESTÁTICAMENTE CET ВА МІМАПАЗ 


%-М. Detimi la hera ге máxima кімнен ел 6-70. Determinela fuerracoriantemáxima absoluta еп la 
ra bed el pue me, de bido ани cargas mostradiid. Уда de bido а las Cargas most ad as. 


"5-58. Determine el ocmmento тіктік) Жош еч dl 
puentedebido a las cargas Imostisdías. 


TP.  Dejermos d momento mirma absobiro са la 
tabe de l pue o te, de bido a las cargat mostrada 


| 


6-8. Elcarro rueda to Су Da Їй largo de 1а® plas inferior 
y supeñor de la viga AR. Determine d олкого 
absoluto desarrollado en la viga 3 la cargasopoctada рот & 
cárrocde 2 E Supongaque elporte ta А атаны 
y que Fes un по. 


6-78.  Determins d momento máximo absabulo еп la 
ta bedebido a las cargas montad аз. 


Расин ВА А5 DE PROYECTO: 25? 


| PROBLEMAS DE PROYECTO 


6-Ғ. El polipásto de cadena puede colocarse еп cud- 
quier punto а lo lapo del aguilón de una grúa de pared (0,1 
ш ге 3, dm)y bene шаа сорасы) nominal de ZELN. 
Ове un factor de impacto de 03 para determinar el mo- 
mento Неткешие miimo absohto сп d aguilón y la 
шетгагайхітш desarrolladaco la varfe derefue rro EC. El 
моба está articulado масобитта de pared со за extremo 
izquierdo A. Рас рот aloe tamaño de | caroen Al 


6P. Sera a comstuirúó puente peatonál simplemente 
apoyado еп ші parque de la ciudad рог in que se han pro- 
pueso dos modeos QUE 2011 ғыз CUMO саю а Y сав Һ 
Loseleme mos de lnsrmadora de ben estar hechos de ma 
dera Cacubieria secmnponede рциъћаз LS metrosde 
largo quepenen шш masa de 20 Ети. Ub código local es- 
Mokee que асаа vivasobre lacublertadebeser des kPa 
con Un factor de impacto de 02. Cond оге que la cubierta 
агй туне mente apoy ada еп los largueros Entonces. Ї аъ 
vigade рисот enion lacarga а ln juntas ішегістен de la 
amada veala figura 6-23) En cadariso, cuen е сый! 
esa elemento someotido ala mayor carga en берйп y en 
compresión, y sugiera рог qué debe верил un diseño 
жіне d otro No bome en cuenta el peso de los elementos 
de а arhael иті, 


| 
Limo 131. 125-124, 


L | | | 
гізез-іг2і өң 123 ш—-+12% a; 


санар 


Proh, 0-2Р 
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REPASO DEL CAPÍTULO 


Una línea de infuencie indica el valor de шпа reaccion, шан битта cortante 0 yn momento еп yn punto especifico de un 
Acento, cua ido Una сатқа unitaria sè muevo sabre dele, 

Diespsés de construir la línea de influencia рага una reacción, una fuerza cortante «иша momento (función), se podrá kn- 
calizar lacarga vea sobre d elemento que prodora сі máximo valor positivoo nepativo de la Función, 

UnáPuertávrv a concentradas арба ет. Ки picos positivos [pepáatrvos)de la incáde mfaemnca H vilorde La Роб 
ех igual al producto de la ordenada de la tines de infuencia рот la magmai de ін қытта. 


5 Пай carga uniformemente distribuida se extiende sobre una región positus (перата) de la líneade influencia El vakor 
de la función ес igual al producto de lazona bajo la ingas de influencia pera la región y le magnitud de la orga uniforme. 


ІШ 


А," ТОЖЕ) 


La forma pere ikl de ha line ade miluna puede длестылагға mediana еңмілсіріо de Molle r-Breslau.ebcual establece 


que la linca de influencia Pera una reacción ina fuerza cortaro 0 шп momento,cstá a la misma cocida que la forma ale 
кіні! de mero cuado achan sobre @ 14 resección а farza cortánteo él momento. 


Коло Ой. CANTO 


261 


Las líneza de influencia раға trabes de piso у armadiras pueden establecerze alcolocar la carga unitaria en cada рип о 
junta d el panc І. y calcular el valor de kare acción, la fuerza cortan te o € | manada neccaarios. 


Sisobre el elemento pasa ша serle de cargas cOncernar plus entonces deben considerarse las dif cremas ров ciones de la 
carga£obireel elemento а Ende determinar la mayorfuerza cortante gel mayor momento en elelemento. Engeneral, со- 
jogue hieargade manera дие сааьа iporicsumázitta infuenca. la сша deveria multiplicridacada carga per la 
ordenada de ly lines de soflococia. Este proceso de encontrar la posición val puede hacerse mediante usa técnica de 
prueba ғ сетот, o buscando есап Баеп fuerza cortan te cel momento cuendo libcargsiss mueve nde una ypocición а 
otra. Cada mome n l0 sẹ in vestiga hasta q ue se prese Ma Un y alo r ne pabien de la fue rzacorian [е с е 1 momento. na vez que 


ocurre esto, la posición amerior дейігі la carga crítica. 


Lafuerzacoriamternárimaddrobu caco шпа viga сп vo- 
Хафіз o simplenen te құсзуайа se producirá со іп sg- 
porte, cundo unade las cagas se coloque АТ lada de еге 
ирег. 


El momrito miimo absoluto en une viga co тый se 
prodace cuando laiene de cargas concentradas se colo- 
camen el punto más alado del soporte fijo. 


Para determinar d momento máximoabsolutlo en шщ 
viga simplemente apoyada, primera өс баспана le 
fuerza пенінітіс dd зілетін, Después ју to con una de 
la fuerzas conce ntradaten elsiste та, е соса de mado 
que аз dos fuerzas se encuentros cquidiienice de la 
incacentral de la Чра. El momento máximo w produce 
hajrit fuerza seleccionada. Cada ferii en el siste ma ne 
эісосіона de esta manora y, porcomparación, la más 
¿grande de lodos estos casca ове [mamen ісіп кіп hsa- 
hin. 


< АМР 


PP 


ІП “> ANS 


T вв вачы питна ғ 


El portakie este puerta debe пег Cargas Laterales debidas al ento y al trá- 
fica. Рага Ме са diseño preliminar de los elementos puede realizarse un 


andisi аргаа las fuerzas рюсюскіня, amesde llevara cabo un análi 
55 estructural más preciso. 


Analisis aproximado de 
estructuras estaticamente 
indeterminadas 


En este capítulo se presentarán algunos de los mátodos aproximados 
рет analizar armaduras ymarcosestáticamente indeterminados. Estas 
стаз se desarrollaron con basean el comportamiento estructural y 
en la mayoría de los casos, su precisión se compara favorable mente 
con métodos analíticos mås exactos. Aunque aquí nose estudiarán 
todos los tipos de formas estructurales, medianta el estucko de estos 
métodos se pretende propordOnaran entendimiento suficiente рага 
que el estudiante pueda determinar cudes serían los тсе aceta- 
mientos рака realizar un análisis aproximado de fuerzas deina estruc- 
turassiáticamente indeterminada. 


7.1 Uso de métodos aproximados 


Guiaodose ишга ип modelo para representar cualquier estruciura, el 
análisis de la misma debe satisfacer tonto las condiciones de equilibrio 
como las de compatibilidad de desplazamiento еп hs juntas. Como se 
mosrará en саришав posteriores de este tito, las condiciones de com- 
рацок й para una Estuctura estáticormente indeterminada pweden rela - 
ciooarse con bs camas Siempre quese concoaca сі módulo de elasticidad 
del material, азі como d tamaño y la forma de los elementos. Sin em 
bargo, раға un diseño inicial no se совосетё d tamaño del elemento у 
por nde, по ке podrá considerar ші апайын estáticamente indelermi- 
nado. Para fevar а cabo el anglicis se requerirá desarrollar un modelo 
más simple de la estructura que a tstáticamente determinado. Lina vez 
especificado ese modelo, 4 ези se denomina ал aprommedo, 
Mediante un análisis de este tipo puede hacerse un бело preliminar de 
hos elementos de une с5ігисе ига. y al completar Este el posble realizar 
un aiik: mdetermiosdo más exacto y perfeccionar # diseño. Un análi- 
5і5 aproximado también proporciona información sobre el comporta 
miento de ша estructura bajo carga y темна ПШ e verificar Е vabdez 
de un andlsis másexació ocuando el bempo,el dinero о la capacidad по 
son ЭН entes para efecuar el análisis con mayor precisión. 
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Ез necesario tener en cuenta que, por lo general, todos los métodos de 
análisis estructural son aproximados, implemente porque hs condicio- 
nes reales de carga, la geometría, el comportamiento del material y la re- 
sSsencia de las juntes en los sopores nunca se conocen еп un sentido 
ейт, біп embargo, en еле (ехо сі análisis estáticamente indeterminado 
de uma estruciura se llamará ағыз ехото y el análiss estáticamente 
determinado, que es mássencillo,se denominará анз aproximado. 


7.2 Armaduras 


En la figura 7-lase muestra un ро común de armadura que зе usa соп 
frecuoeocia como soporte lateral pura edificios o en |н cuerdas superior 
e míerior de los puentes (vea también La figura 3-4), Cumio зе іва рага 
181 propósito, esa armadura по se considerá un elemento primario 
para soportar la estructura үп consecuencia, suele analizarse por métodos 
apirucnados, En @ сао que se estra se podrá Observarque а elani- 
na usa diagonal de cada uno de los tres paneles, H armadura se vuelve 
etiboyuneate determinada. Entonces, іа armadu es estáticamente im 
determuada de tercer grado (a partir de la ecuación 3-1, E +r >2¿0 
ben 16 + 3 >8(2) y por lo tanto, deben hacerse (гез шию respecto 
de las fuerzas en 155 barras а fin de convert hb imada еп estítica- 
mente determinada. Estos supuestos pueden hacerse con respecto a las 
diagona bes transversales, si se observa que cuendo una diagonal en un 
panel está en tensión, Н correspondiente diagonal transversal eti еп 
compresión. Eso ел evidente en la беша 7-lb.donde la “fuerza cortante 
del panel” Y es soportada por la componente vertical de fuerza de ter 
sión enel elemento a, y В componente vertical de Іһ fuerza de спрей 
en el elemento É En general se aceptan dos métodos de análisis. 


Método Б Si las diagonalesse бвейап mtendGonalmente lorgas y 
delgada5e5 razonable suponer que ño preden soportar 
una ше гән de conmpesión de locontrara,se pandearian 
con facilidad. Por consiguiente, la fuerza cortame del 
panel es repaida en su totalidad por la diagonal de ter 
són, mientras que la «реті de compresión JE OMME 
como un elemento de fuerza ого. 

Мемо 2: Si loz elementos diagonales se construyen a parir de 
grandes secciones lammas como ángulos o canales, 
pueden ser igualmente capaces de soportar una fuerza 
de tensión que una de compresión. Aquí se supondrá 
que cada diagonal de tensión y de compresión soporta 
іа mitad de la frerza cortante del panel 


Estos dos métodos de атыз aproximado se lusiran numéricamente 
en los siguientes ejemplos. 


Patade ийт life delicia rara са 
cada panel deste puente feroviacio lerádizo, puede 
шағыс un método аргаа. Aquí, los ehemenica 
trar en les son del gados y, por lo tanto, puede fup 
pere que па корогїйп ninguna fuerza de compres ón, 


EJEMPLO |71 


Determine {еп foma aproximada) las brerzasen loselementos de la 
armadura que se muestra en la бешга 7-24. Las diagonales deben di- 
siase pam soporna tant fuerzas de tensión como de compresión y 
por ende, se supone que cada ша soporta la mitad de la fuerza cor- 
шие del panel. Las reacciones en los soportes ya se han calculado. 


м 


а 
ан 7-2 


For апуресїбп, la armadura ез estálicamente indeterminada de se- 
ando grado. Los dos supuestos requieren que ls diego nales de 
lersión y de compresión soporten Fuerzas iguales es decir. Fip = Far 
= F Para una sección verticalatravésdel panel izquierdo. figura 7-2b. 
тікпе 


F = B33kN Resp 


2- 10-2(1)Ғ=0 


+Ї®ЁЕ к=}, 

de modo que 
Fra "833ЕМ(Т) Resp. 
Е а= 8-33 ЕМ (С) Resp. 

HEM, = 0 AIAH) + F¿ 3) = 0 Ғы е 667 ИМ (С) Resp 

¡HEM 833 ($) (3)+E „„{3}=@ Е,,аббТ7ҰМ(ТуЕензр, 

A parte de la junta A figura 7-22. 

+TEF 0: Fap-8.33(1)-10=0 Ет BEN (Т) Бар 


En La figura 7-2dse muestra imasección vertical a travésdel panel 
derecho. Demuestre сие 


Ев = 823 ШЧ (Т). Fm = 667 KN (С) Кер. 
РкЕс=®ЗЗЕМ[С). Fac=667kN(T) Кер. 


Њи (ята parte empleando los diapramos de cuerpo Иге de las artic 
kanes Пу E figuras 7-2e y 7-2f demuestreq ue 


Foc = SKN (С) 
F ғат 10ЕМ (Т) 


2 ARMADO таз 


2 -— oe 
= 10k 


7? 
”; 


En с 


ЫН EN — 
ÓN 
Ен ны 
(т) 


скы 
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EJEMPLO [7,2 


Para proporcionar soporte lateral a este puente cooira el viento y las 
cargasdeshalancendas del tráfico.se enplea un refuerzo transversal. 
Determine (en foma вргохітайа) las fuerzas en los elementos de 
esa armadura. Suponga que las diagonales son delgadas y por lo 
tario по soportan nmguna fuerza de compresión. Las cargas y las 
reacciones сп lossoportes 56 muestran еп la figura 7-32, 


SOLUCIÓN 

Por imspeccián, la armadura es estáticamente indeterminada de cuarto 
grado. Ad, los cuatro supuestos que se utikzarán requieren que cada 
diagonal de compresión sosteoga Una fuerza оша, Рог lo tánto, a 
рагіне um sección vertical а bar del pane izquierdo, брига 7-36, 
зе Пепе 


Ға = i} Нез. 
+Ї®РЕ,=0: Е-2- Fipcosds” = 0 
Ғіа-Е 49% (TW) 


ЕМ, = Q —В.49леп43°(1%)+ F,(18) = 0 


Ғ;,-бЕ(С) 
LEM; = 0, -F аа{15)= 0 
Fas = 0 
А partir de la anta А,Прша 7-36, 


Рул «ЗК(С) 


En la figura 7 344 se quesita шая sección vertical de la armadura а 
través de los elementos ¿E ІС, BH y НС. La fnerza cortante del panel 
ез“ = IF, =8— 2-44-2% $е requiere que 


Ған = 0 Кез. 
+EF,=0; E- 2 CP 4 жұт F p 60445 ml 


Fic =283k (1) йер. 
LEMo = 0 —В(15) + 2115) - 283 зер 45°(15) + Fiy(15) = 0 

Fu = ВЕГС) Resp. 
ТЕМ 8 8415) + 2015) ҒҒа415) = 0 

Fans БЕ (Т) Resp. 
А part de la junta В. figura 7-22, 
HEE,=0; ugyen 49 — Fp а 0 

F ya бЕ{С) Resp. 


Las fuerzas en los otros elementos se pueden determinar por si- 
тегін, excepto F.- 50 embargo, a parte de la junta C.figura 7-f.5e 
hene 


+[EF,=0; 2118500045 *)-Fcy=U0 


Кон =3Ak(C) 
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Алма Жа 
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PROBLEMAS 


TL Геепашње{епёоплаарохтањ іа |Шімеггае cada 
ele ma о de la вттганйзг п. Suponga q ue bas (Нар ona les рін. 
den soporiar una fuerza de león o de compresión. 


72. Resuetva el problema 71 йй poniendo que las disgo- 
nales no puedensoportar una fuerza de compresión, 


7-5, Detenmue бе forma жїохипайл) la [verza et cada 
elemen to de la armadura. Supon ра q ue las diagonales pie- 
den soportar una fuerzade (Guión ode compresión. 


7-6. Resuelya d problema 7-5 suponiendo que las dingo- 
males по puede 6 soporaruna fuerza decompresión. 


TA Dejerminė (enftormaaprozim ada ) la fuerza ст cada 
elemento de 1а armadora Suponga que las dee naa lesp it- 
den soportar ua иеги: tensión ode compresión. 


жүзі Кешен кеіргеһМіс ma 7- ды do qUe e diago- 
mika no pueden soportar шїй fuera de compresión. 


7-7. Detemipe (en forma aprorimada) la fuerza en caia 
comento de la rada Suponga que 185 disgonales pit- 
den soportar una fuerrade tensión ode compresión. 


ж-қ,  Respebraciproblema 7-7 gupon ndo q ue las diga- 
па Ізі no puede» $oportár una fue теа de compresión. 


ŽEN 


Proba 7-1774 
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2-9. Гиченийи (norma apro ximada ) la Fuerza en cada 7-1. Diestermino { enformasproximada la fuerza eo cada 
eemento de la armadura Suponga que las id afro nales pue: elonco to de la armadura Suponga que ім diia les pue 
den soportar tanto fuerzas de teoóncomo фе complesión, den soportar una fuerza de tensión o una de compresión. 


Proh. 7-11 


7-18. Determino (en formaaprocimada)lafuerzaencada "147 Determine (en forma aproximada) la fuerza en o 
elemento dela armadura Suponga q ше la diagonales ЖК y cada elemento de la armadura. Suponga que las diagonales 
АС pueden spar ила fuerzade сопрат. no puedes soporiar loa Fuerza de comprorsión, 
pp 
Y 


1,5 k 
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7.3 Cargas verticales sobre marcos 
de construcción 


Por to común, los marcos de construcción comsisten en trabes quecsián 
concatados тїшїрє columnas, de modo que toda la estructura tine 
una mayor capacidad раға resistir hos efectos de las fuerzas laterales de 
bidas al viento y a los terremotos. En la figuca 7-456 muestra шп ejemplo 
de un maro rígido, denominado caballete de едо. 

En ta práctica, un ingeniero estructural puede emplear diversas técni- 
саз para realizar o Análisis aproximadode un caballete de ecificio. Cada 
uno se hasa en el conocimiento de la forma en que la estructura зе defor- 
тані bajo carga, Una técnica seria la de coosiderar solamente los se- 
mentos dentrode unaregión bcalizada de la estructura, Esto 85 poble 
siempeeque las delleciones deloselementos dentro de La mgión alteren 
poco а los que están fuera de еН. Sinembargo,con mucha ecuenciase 
foma ёр Alenia la ска de deficcón de toda 1а estructura. A partir de 
eto puede especificalse la ubicición aprocimada de los puritos de infle- 
хай, es decir, de los puntos donde el elemento cambia 9) curvatira. 
Estos puntos pueden conshlerarse como articulaciones, ұй que €n Ик 
pumos de inflexión del elemento se presentan Momentos nulos. Еп ¢sta 
secdón se milizará esta idea para analizar las fuerzas en los marcos de 
conminirción debidas a las cargas verticales, y en bs secciones 7-5 y T6 se 
pessentará ип anditiis aproximadode los marcos 3ometidos а Cangas late- 
res Dado que сі marco puede someterse з estás dos cargas al mimo 
tiempo, EMances, siempre que el material permanezca elástico, la сагай 
resultas podrá determinarse por Aiperposición, 


Supuestos para el análisis aproximado. Considere una 
tabe Ерісп localizada dentro de m caballete de edificio que está some- 
Ші a una carga vertical uniforme.como se muestra en la figura 7-52 Los 
soportesde columna еп A y В ejercerán cada uno, tresreaccion tes sobre 
la viga.por la que ésta es estáticamente indeterminada de ercer райо 
6 reasoñones - 3 ecuaciones de equilibrio) Entonces, un апййзв aprori- 


Misco de семңксзіз tipica 
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итшретелеариу кіз 
с 


Figura 7-5 


mado requerirá tres зире os pera hacer que la viga 50а cstálicamente 
determinada. Si hs columnas son extremadamente пірісіпе nose produ- 
сиё rotación еп Ау li y lacurva cledeficiiónde la trebeseparcceráa la 
quese muestra en la figura 7-5b.51 se emplea uno de los métodos gue se 
presentan en los capítulos # а Jlun análisis exacto revela que en este 
caso dos puntos de milexión, о puros de momento nulo, se producen а 
UA £ de cada soporte. Sin embargosi las conexiones de bs columnas en 
Ау Н чоп muy fexibies, entonces, Como si se Watara de ша viga ӛтріс- 
mente apoyada se producióón momentos muksen lossoportes, figura 7-5. 
Мо obstante, en realidad Ва columnas proporcionan сепа Пех ад 
en los soportes y por consiguiente, se Alpondrá que Ocurre UN тиңгез 
тюп elano mediventre losdosexmremos es decir a (0217, + Ор 
OIL decada soporte, figura. 7-54. Por ойға parte, Un análisis exacto de los 
marcos que soportan cargás verticales mdca que ls fuerzós axinlesen la 
trabese pueden pasar por alto, 

En resumen, cada kebe de longitud £ puede modelntje mediante un 
dro simplemente apoyado de OAL фе lapo que descansa sobre des ex 
remos en voladimo, cada шы? com má longitud de 04 L figura 7-5e, En 
ete modelo se ban incorporado los siguientes tressipuestos: 


L Нәуіш momento пио en E babe 4012 del soporte izquiendo 

2 Нау ш Momento pulo en іа нађе а 0 1 del soporte derecho. 

A Larrabe nosoporta una fuerza axial. 

Ahora €s розе obtener. mediante el usode la estática. Ез cargas im 


lernasen les abes y puede hacerse un diseño preliminar de sus serrit- 
nes trarsyersades. El siguiente ejemplo ilustra esto en foma numérica 


272 
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Determine (en foma aproximada) el momento en las juntas Ey € 
causado por los elementos EFy CD del caballete de edificio que se 


(1111111 


ШШ 


= + — | | 
[+——16рез——{] 1 
2 2pies 


Figara 7-6 


SOLUCIÓN 

Рага un arálsis aproximado, 4 maroo se modea de la manera que зе 
muestra en la figura 7-66. Tenga en cuenta que los claros en voladizo 
que soporian із parte central de la rabe tienen una longitud de (Ы 1, 
ж 04 (20) = 2 pies. El equilibro fequiere que las reacciones en bos ex- 
ve mos de la parte central de la rae sean de 6400 E, figura 7-бс. En 
tonces, los daros en voladizo están sometidos а ып momento de 
reacción de 


М = 1600(1) + 640002) = и 400 lb: пе = 144 К-ре Resp. 
Ese momento aproximado, 200 dirección opuesta, actúa sobe las 
puntas en E y C,fgura 7-бт.Сол bese en los resultados, el diagrama de 


momentoaproximado parauna de las trabesescomose muestra en la 
бе ши 7-64. 


ею» 


ТЕН ІБриз = 
5007 сю 


1500 6400 lb BCO Me JUE ih 


14400 lb pie Ж е; 40016: ple 


$ -apin ні È 
AOL ЖИЕ 


@ 
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7.4 Marcos y armaduras de portal 


Marcos. Los marcos de portalse suelen usar а b entrada de un 
puente" y como un elemento de refuerzo principal en el dseño de edifi- 
dos con el fm de transferir fuerzas horizontales aplicadas en la parte su 
регин del marco hacda los contentos. En los puentes, esos maros 
resisten las fuerzas producidas por el viento, los Kerremoltos y las cargas 
desbalanceadas del tráfico sobre la cubierta del pueme. Los portales 
pueden tener soportes articulados о fijos, o bien зе pueden sostener me 
dante una fijación parda LA continuación se estudurá el análisis аргохі- 
mado de cada сазо mediante un portal sendilo de ties elementos. 


Árticulados. Еп hi figura 7-70 зе muedra un marco de portal ar- а 
ticuado. Dado que existen cuatro incógnitas en los soportes, pero sólo fgora?-7 
tres ecuaciones de equilibrio pará obtener la solución, esa estructura 65 
etáccamente indeterminada de primer grado En conmseqciencia, Sólo 
debe adops u йршей рага comveta Сі mato ёп estáticamente 
determinado. 
En la figura 7-25 се muestra la defextón elística del portal Ese dia- 
praia indica que un punto de infleción, es decir, aquel donde 4 mut- 
menta cambia de flexión розта а Пех otsgaliva, за encuentra Ha bay 
eprozimadamente еп el punto medio de la trabe. Como el momento ех r a E 
«то en ese punto de la trabe, puede mponer que nlli existe una bise ! ) 
pra раға después proceder а determinar las генссісімз en los soportes | 


итий ba estática. Si se hace ейо, puede constatarse que las reaocio- | puisia 
es horizontales [fuerza cortante) en la base de сапа columna $06 greg- | 
le усе Lasotras rescciónes slas mdbcsdasen h Figura 7-7с. Además, 7 
los diagramas de momento para este marco son como lo жайса la бега 4 ! 
тла. 4 
--- 
(6 
! ы 7 --4-- Ll r 4 4 
2 а ЖН = = НЕ. Ж ЗИ E 


to 


Vaa la figon 2-4. 


P 


---- 
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j- 5—4 
Po 
f 


Ј 
/ 


Мел»... 


т й т иса as 


"3-4 


.. 


м 


Y 


Fijamente apoyados. Los portales соп dos soportes fos, пеша 
7-88 500 estáticamente determinados de tercer grado, puesto que bay 
ш ісін de seis incógndasen Қа soportes. Si ls elementos verticales tie- 
пеп lougitudes y áreas transversales y tales, el marco se deformaá como 
se muestra єп h pug 7-85. Enegte caso sesupondráque los puitos de 
шїїєхыз ©сїнтёп еп dos puntos medios de los нез elementos y por lo 
tanto, las bisagras se robogao en estos puntos. Por consipisente, las reag- 
rones y los diagramas de momeolo pará сайа ebemento pueden determi- 
narse М desmembrar el marco em las bisagras y al aplicar las есите 
de equilibrio para cada Lina de las cuatro partes, Los resultados 56 mies- 
uan en la figura 7-8с, Tenga en cuenta que,como еп d aso del portal ar- 
kulado, 185 reacciones hocizomials (Петта cortante) еп la base de cada 
совпала $00 iguales, El diagrama de momento pam еле тапа зе maca 
en la fgura?-8d, 


ía) (di 


Ajación parcial Dado que es difícil y costoso construir шп зорогіс O 
cimiento perfectamente fío paraun marco de portal, es conser dor y 
айт realista Soponer que $e produce шал ligera rotación en 05 soporles, 
беша 794. Como resultado, los puntos de inflexión en las columnas se 
mienia en algún lugar entre el caso de tener un portal articulado, fi 
gura 7- 72. donde los “puntos de inflexión” están en lossoportes (base de 
las columnas), y un portal fijamente apoyado, figura 7-Ба, donde los pun- 
tos de inftexión están en el centro delas columnas. Muchos ingenieros 
definen arbirariamente la ubicación en АЛ, figura 7-96, y por ende wbi- 
сап bisagras en еңсе puntos, mi como en el centro de b trabe, 
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Figura 7-9 


Armaduras. Cuando un portal se utiliza para abarcar grandes dis- 
tancias, puede usarse una armadura еп vez de la rabe horizontal. Dicha 
esructurase emplea en grandes puentes e inclinaciones transversales 
pera grandes auditorios e instalaciones fabriles. Ln ejemplo típico se 
muestraen lafigora 7-10. Entodos ls casos Sesupone quela armadura 
suspendida сїй articulada en sus puntos de fijación а las columnas. 
Además, la armadura mantienerectas les colemnas dentro de la región 
de unión cuando сі porni se somete el desplazamiento lateral A, figura 
740, Enconsecuencia,los portalesde armadura pueden analizarse con 
ke mismos sUpyuestós que se usaron рага dos párnicos simples. Para las 
columnas articuladas, suponga que las reacciones borizontales (fuerza 
cortante) 500 iguales, como en із figura 7-7с. Рага bs columnas fijamente 
apoyadas, Suponga que Es reacciones horizontales Son iguales y que en 
cada соћыппа 56 produce ша ралы? de infleión (о bisagra) a media ds- 
tancia entre la base de la columaos y а punto más bgo de la conexión да 
elemento de la armadura coo 1а comina, vea las бенга= Т-бс y 7406. 

El siguieme ejemplo iusta la forma ел que se determinan las fuerzas 
ға los elementos de Un portal de armaduras siguiendo el método de aná. 
бах aproximado que se deserbió amenormente. 


гт = я 
vas м 

mar чч 

т puestas ——Ыз 

97 

ПЕ; E 

la, un 

Б ! 4 
ій із 


Figura 7-10 
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EJEMPLO [7,4 


Determine mediante métodos aproximados les fuerzas queactóso en 
los elementos del portal Waren mostrado en la figura 7-11 а. 


rs aa A 
йг. p| 


м 
=й Ш 


V 207 ta 
І 


SOLUCIÓN 

La porción В, E, FG de lnarmadura ectóa como un нил idad rígida 
Dedo que los soportes están Піседе supone que existe un pumo de im- 
бехібп 7 m2 = 3.5 m porencimade А е /.у дие ел la base de lasco- 
лк adien regcciones horizontales о transversales iguales. es 
decin EF, = (Е F= 40 ЮЧ = W EN.Con estos supuestos es posible 
зера гаг la estruciura en bs bisagras Y y K figura 7-1 1b. y determinar 
las resociones en las columnas de la siguiente Manera; 


Mitad inferior de la columna 


HIMA M-3520)=0 M=TKN-m 


Porción superior de la columna 
ҰМ; =й 40155) + М8) =0 А 2715 kN 


тА AROSA AMADA DE PORTAL 


Соп Базе еп d métodode las secciones, figura 7-1 1c ahora es posi- 
Не obtener las fuerzas en loselementos CA BE y BH. 


ЕЕ, = 0; —275 + Fyysen ds” = 0) Fan = 389 UN (T) Resp: 
HEM = 0203.5) —40(2)+Рс6(2)=0 Fop=TSEN(C) Rep. 
(+ EM o = 0; Ғаы(2) - 20055) + 27.5(2] =0 Fay = 275 KN (Тр Resp. 


Ne manera parecida, demuestre que dos resultados pueden obtenerse 
enel фартата de cuerpo libre de la columna РЄ de la (шга 7-14. 
Con estos resulisdos, ahora puedeenconirarse la fuerza en coda uno 
de los oros elementos de la armadura del portal empleando а mé 
lodo de los nudos. 


Junta D figura 7-11е 
+ТЕР, =0 Ёл хеп 45° — 388 sen 45° =0 Ғы = 389 ШЧ (С) Rep. 


ЖҰҚ =0 75 — 1038.9 00545) — Еш = 0 Ға = 0 ИЧ (С) Жер. 


JuntaH, figura 7?-11f 
+] EF" іш 0: Енкзеп 45% - 385 т ағ = 1) Кш ш W9 AN {Т }8етр, 


Estos reniltadon хе resumen en la figura 7-11. 
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PROBLEMAS 


HA Determine (еп Қатпа «proximada) los momentos 7215. Detemine {еп forma aprozimada] К momentos 
mermo рпі juntas А у E de | marco. internoseo A сағадан рог іле CREAS verticales 


УЕ 


| im --- ат ——— бш —! 
Ртоік7-13 


TH. Detentine (е fonie яртчхапажіз) dos momen tos “Ү-М. Determine En forma proximedia) los nomentos 
intermoaco be juntas Fy D dd marco. internos£o A Y E cagsáidos por Las car раз verticales. 


247. Determine Еп brma »proximada) los momentos 
mniernos en lla juntas /у E. Por опа parte, pui} es el mo- 
mento imera еп la jun ta Y assado porel elemento (Т 


ҮТ, 
ҮНЕПЕРЕТЕТЕТЕШЕ 


HIL Determine[enformaaplocimada) las reacóones е 
қы рог А E YC ДСГ тд гео. 
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24». Determine | еп ботпааргох imada) las ге acciones еп 
ba Soportes А y Яе marco de portal. Supongeque bys- 
portes están (a) articilados, y (5) брз. 


Fa Оташ enorma ар со шт Ау ЄТ със men 10 i- 
teo у la fuerzacortante en los extremos бе сада elemenio 
del marco de portal. Suponga que los soportes са А y D 
ейп parculmente fos, de modo que har ча pende m+ 
feziónubicadloen ИЗ de la pante inferno de саа соі. 


260 Carírulo 7 


FA. Dibuje [еп formasprozimeda) d diagramade mo- 
mento para el elememo ACE de portal, el cual se cons 
ігиуб con un elemento ripit EG ysoportes acudados € РҮ 
БН Suponga que todos lospuntas deconerión {їйїп ar- 
сумі. Ташып Jdetermne la fuerza еп el refuerzo &с0- 
dedo CF 


TZ Белина d problema 721 ы los кроя салу A 
an jos en werde articulados 


Ртайн,7-21/7-22 


7-11 Пештпіле(епісттпааргетіткін le fuerza еп сайа 
elemento de la armadon dd maco de poral También en- 
cuente las reacciones en los soportes боз A y Б de la co- 
атла Suponga que todas los elementos de la armadura 
estático lada cn sus ex tre mos 


“a EspebMie problema? Zi silos сорот еп A y E 
estáparticulados envez ġe fijos 
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7-15. ibuje ¡en forma aproximada) d барата de mo- 
meno para гоша AGF di portal, харора que todos 
los elementosde la armadura y las cobumnasestón articu- 
lados ensus езт, Timbién determine Las fuerzas сп 
todos los ете сс фе la smadur t. 


p -2ж 


2ш-і „ 


Ж. ч; 


40м 


Ртаік7-25 


7-6. Dibuje {Еп forma aproximada) d diagrama de mo- 
mento рига lacolumna ACF de portal. Suponga que todos 
losele mentos dela armadura está na сс lados en seere- 
mo Læ cohn estin ijasena y E, Tambiéndetermine 
a fuerza detodos los elementos de lá iemadura. 


7-27. Пекитілеі en oma врттукшпдыйа а пега еп Кіа 
еті Фе la armadura del márcode portal Tintin ert 
cuentre las reacciones en ls sopozes A у E de la columna 
fa Suponga que todos los elemen tos de Ін armadura están 
articulados. еп sus extemosz 


*T-A  Rezpelvael proble ma 7-2? Ұн enpar tes en. 4 y E 
están буо envez de riculados. 


1.5 Іле 
ИШ шш иш! 
[ГМ ош 


439, Determine Єт forma aprorimada) la (мута сп los 
elementos GE СКУ КВ marco de porat Tambiénen- 
deare lesta es өз Los sopore А y Н de lá суйш 
fia Suponga que todos los elementos de la armacdicra están 
coneda dos en Us ктг. 


7-30. Тсин e proble má 7- 29508 soportes enA үй 
están articulados en verde fijos, 


тА М NARCO TY ADAIA DE PORTAL 241 


2-М. Dibuje (en forma aproximada) e Шарап de mo- 
mentopera іа columnas АСТ) dl portal, Suponga que lodos 
loselementos фе la armaduray la columnas están алі 
dos еп sus enemas También determine la fuerza еп Los 
elementos FO, FHy ER. 


"EX Resuelva e problema 7-31 51l0350porles en A y E 
sin os th vez de articulados, 


2-13. Dibux den forma aproximada) d diagrama de mo- 
mentos para lacolumna АЙ del portal. Suponga que lodos 
lselemcotosde la armáduray Macolimnssestón arti- 
bdos en sus exentos Tambiéndetermine la fuerza еп los 
dementos ARG, EFE ҮКІ. 


HH. Remelvacl problema?-338 los soportes en Ay E 
gtin fijos en vez de articulados, 


060 13и = Y am 


2Е2 Гағітлоә)7 AMÁLISIS APRON MADO ПЕ ESTRUCTUAAE ESTÁTICAMENTO INDET ЕЙ MIN АПАБ 


7.5 Cargas laterales en marcos de 
construcción: Método del portal 


En la sección 74 se analizó la acción de bas cargas laterales sobr los 
marcos de portal y Sé enconiró que para ып marco бр apoyado еп al 
base, los puntos de infleión ocurren aproximadamente en el cemiro de 
cada viga yrolumna у que llascolumnas soportan 85 mismas cargascor- 
tantes, figura 74, Un caballete de edifico se deforma de la misma me 
пега que un mico de portal figura 7424 y por lo tanto, seria 
conveniente suponer que los putos de inflexión зе producen еп el cen- 
tode las columnas y trabes. Si se considera que cada caballete фе la ел. 
tructura $e compone de Una зеље de pomades, Паша 7-12b, entonces, 
somo supuesto adicional, las columnas interiores depeesentariao @ electo 
dedoscalummas del рона y, por ende, soporntarian бі doble de fuerza 
cortante Y que ls des columnas exteriores. 


o— punto de iale in 


a) 
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Еп resumen.el método det portal pam analizar los marcos «іс oons- 
trucción fijamente apoyados requiere los siguient čs зурш ох: 


L Ena centro de cada trabese coloca unabisagrh, puedo que 56 s- 
ропе que Sie es a pito de momento cero. 

2 Enel centro de cada codumna se coloca шпа bisagra, puesto que se 
Бирме que éste e im punto de momento сегіз. 


A Елші nivel de piso dado, la fuerza cortante en las bisagras de la co- 
шола interior es el doble que en las bisagras de Іп columna exterior. 
puesto que el marco se considera una superposición de portales. 


Estossupuestos proporcionan una reducción adecuada del marco а una 
estructura estáticamente determinada pero estable bajo carga. 

Ел comparación con el análisis estáticamente indeterminado фе es 
más exacto, el método del portales elmás adecuado para йу Conruccio- 
тез con poca altura Yestruciura uniforme. La razón de езі» tiene relación 
con La acción de lá estructura bajo carga. А este respecto considere que е 
marco аста como una viga Өт voladizo que está бр al welo. Recuesde 
del estudio de la mecánica de materiales que la resistencion la fuerza 
cortante se vueke más Importante еп сі deseño de vigas сөлтат, еп газо 
que la геуіменгіла іп fexión es más mpoctante з La viga es hrga (vea la 
sección 7-6). El modo del portal 52 basa еп el Supuesto relacionadocon 
іа fieza cortante como se indica en el puio 3 anterior 

Los siguientes ejemplos. ilustran la forma de aplicar el método del por 
tal para analizar un caballete de edificio, 


A 


fl método del portal р veda palio pararcal izar ип etkisi (aproximado dels car - 
Баз Ішістиісе ст ete marco de una sola piema 
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EJEMPLO [75 


Determine feo forma aproximada) las reacciones еп la base de las co- 
himnas del marcoque se muestracnia бита 7-1За. 1Бе el тийбе 
análisis del portal. 


хоњ TÍ a 
Г] 
[— 7 M 


SOLUCIÓN 

Al аріқаг los dos primeros apuestos dd método del portal, $e aiu- 
сап bisagras еп los gentros de las trabes y las columnas de la ечтус- 
tura Figura 7-13a, Una хасаба stravésde las bisagrasde columnaen 
FFK, Eproduce el Фару kma de cuerpo libre que se muestra enla һ- 
ажа 7135, Aquíse aplica el tercer supuesto en relación con las fuer- 
тал cortantes en las columnas Se requiere 


%ҰҒ,"(і; 1M0-6Y=0 Y =20b 


Con base en este resultado, ahora se puede desmembrar el marco 
en las bisagras y determinara reacciones. Como regla general, siem 
preine ie este análisis en [a esquina o шені donde se aplica lec argo ho- 
пеш. Por la tanto. el diagrama йе cuerpo libre del segmento IEM 
se muestra en М figura 7 (3с. Las trescomponentes de la reacción еп 
lasbisagras/, AH, y M, se determinan al aplicar de EM y = ЕР, =0, 
EF, = 0, respectivamente. А continuación se analiza el segmento 
adyacente MIN, figura 7-134. seguido por el segmento МКО, figura 
7-13 y por último el segmento OGL fgura 7-13 Usando estos re- 
sultados, los diagramas de cuerpo libre de las columnas con las reac- 
donesen зия soportesson comose muestran еп la figura 7-43. 


75 Сасы аттам EN MUICOS ре солта METODO Dii PORTAL 285 


Sise consideran 106 segmentos horizonta les de r abes de las figuras 
PlAc de y fentonces el diagrama de momento para И trabe ех como 
el que se muestra en В figura 7-13. 


.] M, = 501b 
Н 8 pie 
ІЗШІР ----- A a =й ГЬ 
pita. 
хз 4—4 


E =150b 


t 0,=150b 
— 0 = 200 lb 


н,-хоһ 
т^ м, > TMU Mh-que 


А, "15 016 Ж = Ai ib 
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EJEMPLO |7% 


Determine (en tocma aproximada) las reacciones en la base de Las co- 
шпа del mamo que se muestra enla бешга 7-40. 15е el métodode 
análisis delponial. 


SOLUCIÓN 

Ей primer Ша, зе colocan las bisapras en los еенігоз de las trabes y 
hs columnas del marco, Бр bra 7-14л Una sección a través de las аха 
pea O Р Oyi К, L репеча d diagrama de cuerpo бге que se 
miésia en E figura 7-14р, Las fuerzas cortantes en las columnas 
зе chican de la заршетпе manera: 


Її. ЎР, =, 10-41 = 0 V= SiN 
ЖҰР,-; 20630-40 y 125 ЫМ 
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Liilerando estos resultados se puede continuar con а análisis de 
ada parte del marco, Ё análisscomienza con el segmento еп equina 
OGR.figura 7-14с. Las tres incógnitas О, Қу Күзе han cakulado 
empleando las ecuaciones de equilibrio. Con estos resultados, se ans- 
Ёга a continuación el segmento ОЛА, figura ?- 14d; luego el segmento 
ЈА. figura 7-14: RES figura 7-14f, PMKN, figura 7 ldg. y КВ. Қана 
7-МА. Complete este ejemplo y anale 106 segmentos Si), después 
ОМ. y por último 2С, también demuestre que С, = 125 kN. C,= 
15625 ҰМ.Ұ Мос- 375 ҰМ + m. Además, use los resultados рага de 
mostrar que el diagrama de momento para JIMENF ез como se 
muestra еп Ін figura 7141. 


5,3425 15 
G a | 5%,-5%М 


ЖҰМ — 
25 m| 


SEN ГЕ 
б, = 1.105 kN 


із 


1125 kN 


T 


BS kN | 
5 = 15.625 kN 


{д} 


15 225ЕМ 
, L 12,5EN к= ШЕМ 


Эш 


Jm 

А 4,.-225kN - 

Un ns pl Жыра 

Ы,ТАТБЕН-т Ма-ТЭЗЕКт 
A, "15,628 ЕМ { K= 
(9 (ы) 
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7.6 Cargas laterales sobre marcos de 
construcción: Método del voladizo 


El méodo del voladizo se basa en la mima acción que una viga en vols 
dizo laga sometida a una carga transversal, Como se vio en ebespidio de 
la mecánica de materiales, tal carga prowoca шп esfuerzo flexionante en la 
viga que varie lincalmente desde el $e neutro de la viga, figura 7-15a. De 
manera Similar, loscargas laterales sobre un meoc tienden a Yolcarko о а 
causarle una rotación respecto aun "eje meulo” сема! seencuentra en 
ип plano horizontal que pasa através de tas columnas entre cada piso. 
Рага contrarrestor este volcamiento las fuerzas  exfuerzos) múales еп 
Ба columnas serán de tensión еп un lado del eje neno y de compresión 
еп el otro lado, figura 7-156, Por lo tanto, al igual que соп іа viga en vola- 
dizo, parece razonable miponer queestersfuerzo axabtiene na variación 
ілезі desde бі centroide de Las áreas de la columna 0 el eje ombro. Por 
рока репе, mébdo del voladizo ез adeudo $ el marco ға абр y del 
gado, olirne coleminas con (ғаз transversales diferentes. 


- 


Figura 7-18 
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En resumen, cuando se emplee сі método del voladizo, deben apti- 
carse lossiguientes supuestos a un marco fijamente spoysdo. 


L Enel centro de cada viga зе epoca tia bisagra, puesto que $e g- 
ропе que ie es io punto de momento cero. 

2 End centro de cada codumna se coloca una bisagra, puesto que $e 
ape (ue éste e пп pudo de momento cero. 


A El я/шезо mia) еп шпа columna es proporcional a ш disiancia 
desdeel cert mide de las áreas transversales de loscolumnas en un 
nivel de pio dido. Como el esfuerzo сз igual a fuera por Érca, en- 
tonces en гі caso espedal de las columnas que lienen dreas iranske- 
sales iguales. la fuerzo en una columna también os proporcional аш 
detancia desde el centrodde de las ár епз de la columna. 


Esos нез supuestos hacen que el marco sen айе y estáticamente de- 
ierminado, 

Los siguentes ejemplos ilustran Із битая en que se араса el método 
del voladizo para analizar un caballete de edificio. 


la cstructua dd соо tiene солсчіюее» rigida El método del voladizo puede 
шагуыс para realizar ил análicia (aproximedojde cargas laterales, 
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EJEMPLO [77 


DIN тъ 
зт H 2 т: 


“Т 


в, 


чи 


ә — 


4 


к, 
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Determine (сп forma aproximada) las reacciones en із bese de las co- 
humnas del mamo quese muestra еп іа figura 7-Іба. Se supone que las 


columnas белеп reas de seocón transversal iguales. Use а método 
de análisis del voladizo. 


идей 
I І 
реті; БЕН 


SOLUCIÓN 

En primer tugar 56 сійіс ап bisapras ёп 106 puntos medos de las co- 
Шппһаб y ігабе Las шоңдықинез de stos puntos $e mdican medan ie 
has letras Ga Lon la бажа 7-60, Los cenrotdes de las áreas trans- 
мехах de las columnas preden delerminarse por inspección, figura 
766.0 analiticamente de Еа siguiente manera: 


HA (4) + а) 
ÍA А + A 


3m 


El esfuerzo axial еп cada columna es proporcional a 5% distancia 
desde este punto. Aquí las columnas bengen la misni жей en su ser- 
ción transversal y por № tartok fuerza en cada columna ез propor- 
Amali su distancia desde el controide. Entonces, Una Sección través 
de las bisagras H y Keng piso tuper genera el diagrama de cuerpo 
Шик que se muestra en la бапа 7-16с. Tenga еп cuentaque la со- 
himna а la izquierda del centrorde debe etar sometida а tensión, én 
tanto que 1а cotumoas de la derecha estará sometida а compresión, 
Eso (5 necesario рага contrarrestar e volcamiénto causado por 18 
fuerza de 3G ЕМ, Al sumar bos momentos соп respecto al e пеште 
ее 


{+Х М = fh —HK2) + ЗН, + ЗК, = 0 


Las incógnitas pueden relacionarse par medie de triángulos propor- 
cionales. figura 7-16c.es decir. 


Н, = K,= 10EN 
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De uma manera parecida, utilizando шы sección del marcos Штауб5 
de las bisagras en G y L figura ?-16d4, se Пепе 


¡+23 MH= 0; 306) — 152)+ з, + 3, = 0 
Como бз = L5 0 bien G, = £, Emonces | 
G,=L,=35kN “р | 


Ahora puede analizarse cada райе del merco usando Los resuliados н ПЕ 
anteriores, Como еп los ejemplos 75 y 76,58 comienza en la esquina 15 К-а 


Superior, donde se produce la carga aplicada, es decir, еп el segmento ін за --- 4 
HCI fgura 7-162,41 aplicar las нез ecuaciones de equilibrio, ЕМ; = {l G |------.ж, -----4 
EF, =0y EF, = (ве obtenen los resultadospara fa б. ei pepo ии a | 
vamente, QUe зе muestran en el diagrama de дегро [уе de la Гала nl ү 
7-1бе. Con base en estos respitados, enseguida se analiza el segmento G, L, 
Ж, Паша 7 lóf.seguido de AG, Figura 7-J6g; después KIL, Ggura 8) 


7-16h,y por Último Ls partes mfeñores de las columnas, рыга 7-16 
y 7-16, Losdiagrámas de пье мл рага cadairabe se Diesiraneo la 


Етша 7-16k, 
= ШЕН 
[E % 
kH =m BINGT im D 
I -ІЗЕМ 1 
du 23m 
H гені, ІМ Ир ык 
| kani 
ao in 10 
la) 
ЮК N ІШЕМ 
ШЕШЕН ШР 156 МЕМ) 
ҒА”) | І,-ЭЗам TEN 2т 
іт і 3а ю 
9094 — | бәт" бақ ртт кекеш 
3 e 25 EN > А 
Ен | іш — yim} 
G Іт NA L 4 ! 
Ста 2,5 ЫМ | 
ЗЕК ЗЕМ 0 
цу (ne МЕМ) 
FEN 15 
ЕМ 
G PETTI Lo 225 14m 
2m ар 3 ұн 
Ma -45 ҰҚ | мМ 458 М-га | 
A, = 154N Е,-35ұМ 74 


292 Гағітло? ANÁLISIS APRON MADO ПЕ ESTRUCTURAS ESTÁTICAMENTE INDET ЕН MIN АПАБ 


EJEMPLO [7.8 


Muestre cómo se determinan (en foma aproximada} las reacciones 
en la base de les cohumoas del marco quese muestra en la ра 7 170. 
Las columnas tienen las áreas de sección transversal quese muestran 
en la беша 7 170. Use гі método de análisis del voladizo. 


юь o {= 11 


| | 
рата т: мў роц мери? otio pulg 10 puig? қар Қы T pulg 


му» El Mpui аро? Cfa рор МЫ A дейі 


опы а. ЛЕЕ | 
pies tsps- — sipi --- 
іші " 

Ғұзға?-17 


SOLUCIÓN 

Primero, зе жропе que existen Озара en los centros de las trabes y 
columnas del arco, figures 7-24 y 717, El centrvide de ls betas 
transversales de las columoas зе delermma а partir de la figura 717 
de la siguente manera; 


0(10) + ЭҚЕ) + 156) + ою) _ 


Enprimer b gar% ronsiderarála кессй®п а1гау ёх бе lasbisa grasen L, 
MAy. 


O, = 1103 L, 


мат не 


78 Casetas атам SOME МАСС OF СОАСОН MÍTOOO Гн YOLADGO 293 


Еп ese problema las columnas tienen diferentes áreas temnsvensales, 
рот lo que debe tenerse en cuenta que el esfuerto exialen cada co- 
kmna es proporcional a su distancia desde el ee neutro.ubicado еп 
т = 2853 pies. 

Los esfuerzos en las columnas pueden relacionarse mediante trián- 
gulos semejantes, figura Т-І7с. $ se expresan las releciones еп térmb 
nos de la fuerza en cada columna, puesto que с = EfA,se tiene 


м, #51 ( E, 


з — М, = 023%, 
ëpug 2S ын) кел 


м, 647 ( iy 


6 pulg? 2853 \ pur 


) М, = 01361, 


a 3147 ( L, 


= — |-- O. = LIL 
10 pulg? 2553 оле) І j 


Ahora quecada hera emi relacióneuds con Lel diagrama de merpo 
Ebre ез синто se muestratn la Agura 7-174. 

Observe cámo hs cotumoss a la сошетда del сепітійе están t 
metidas в tensión y ha de li derecha están sometidas a compresión 
¿Por qué? Al Simar Momentos соп гєр dl eje пешіго зе tiene 


(HEM = 0; ЕЕ (б pies] + £,(2853 pies) + 0.2357 )(8.53 pies) 


+ (0.1362,,)(6.47ріев) + (1-103£,)(31.47 pies)= 0 
Resolviendo, 


L,= 0725k M, = 01740  N,=0087k Оа 0.500€ 


Lisando este mismo método, demuestrequese obtienen los resultados 
de la Башға 7-17e рага As columnas EF C y F. 

Ahora $e puede proceder a analizar cada parte del marco. Como еп 
los ejemplos anteriores,se comienza con el segmento de ta esquina 
superior LF, figura 747). Utilizando tos resultados calculados, ense- 
guida se analiza el segmento LEF, figura 7-17g, seguido por el seg- 
mento FA, figura 7-17, Luego pueden seguirse апа Erando dos otros 
samena en secuencia es decir, РОА después МУРУ, enseguida, FA 
y asi sucesiyamente. 


Р, = 0725 А 


BL pie | 


--- 

$ples Р. = 2091 Ы 
4—11. 
El 12095] 


өза 
(0 


07% 


ЕЗ 
1,” 2501 


бума |: Г 
10% 1 Г, жае 
Ари, ары /, 


== 


307% 
tg) 


1527k 


Els 2720 
Ері 


A, 2720 Е 
à 
| М a=21. 764 k- pie 


A, 1677 k 
(8) 
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PROBLEMAS 
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7-35. Useel métodode análisisdel portal y dibuje el dit.- 
grama de momento para la trabe FED, 


DAN F E 


— 


авт 4 
Prob, 7-35 


ЖҰМЫ Liseelméiodo de análisisdel portal y dibuje el dis 
gramade momero рап Іш тарна EME 


|а pio H IA pito —$— 88 jiin = 08 аа - 
Proh 7-% 


1-31 Use d método de portal y determine сп forma 
aproximada) las reaccionesen lesoportesA,B,C7 D 


FM (неа método dl voladizo y беште Ел Топта 
aprozimada) las reacciones en Кв зорогих A E Су 
Todas las (жалы tonen la mismá Ares сл su мхм 
tana үсті. 


[— за —L— а —d— 1. | 
Ргоба.7-377-36 


TIA Use el método de análisis Чё рогш! y dibuje el dii- 
grama de momento рага la со lumna A F E, 


+10 Resita elproblema 7-39 imediántce! método de 
anflizi del үсімісо Todas las сојева tienen la msma 
Мел сл зш ссп талына PA, 


7-4. Ілені miudo dd porta y determine Еп forma 
aproximada) les ге жлізпезел.4, 


TAL Die el mémdo del voladizo y determine Еп formà 


aproximada; lesresocionos enA, Todas аз colmar te nen 
la misma Áreaco SU sección transversal. 


| ларыма e жрк 


Freba. 7417-42 


FAL Dibujo Ел Toma aproximada) dos diggramas de 
manero рага la rabo PQRST y la columna ВОЛО да 
maran Ше construcción. L дее | método del portal. 


YLA ibue (сп forma aprocciomada) dos бйрт de 
momeñto рага la mbe PORST y la coimas AGLO dd 
marco фе coaritmucción. U ке е} métodod е асы, 
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3-45, Dibuj el diagrama de momento pam la mabe AL 
de mero de comirncción Use d máodo de аайын del 


portal. 


т.б. Неше El problema 740 mediane €l miade de 
análisis беи ado Cada columos bene 2 lira transversal 
que эе ілкі. 


PROBLEMAS DE PROYECTO 
HF. Los caballaca del екбек» de вітасеза mienta que 
se пега en lí тысына cdo separados por 10 pia y зе 
puede suponerque están articulados eo todos los ршисе de 
apoyo. Осе el тайап idealizado quese muestra y deter- 
ene La carga de lvicatopreveta sobre el catallete. Tengaen 
cuenta que la caga del vie nio зе ramme desde la pared 


e — 


1 1 1 1 
Аш» МҰҒА sra o ja 200% mt 
Proba, 7-AE77-Añ 


hasta саго largueros y després п lascolumnasenel lado 
derecha, Haga un ag ús agroalmado y determine la carga 
sal miima yel momeño méximoenla comma AB. Su 
ponga que Les poh urnas y los р айе acodados cxtán arnicu- 
lados en suse күге mos El cd сто їл тык qa Un terreno 
planode Nueva Ocean Lousiana, donde F = т. 


жетік» 
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REPASO DEL CAPÍTULO 


Un аёнан estacional aproimedo seutiliza parapan ver- 
Іш шпа esmuctura estáticamen іс indetermenada ез estii- 
canznte determinada. De esta manera puede hacerse ші 
deco рле ат de los elementos Y, una тет сооро, 
efoctudor e апаш indeterminado, ше et тїй cracio ра га 
perfeccionar e diseño, 

Pis armaduras que benen refuerzos diagonales ira ns- 
ята dentro de sus papeles pueden мі жс Lupp- 
reñido que la diagonal en tensión ропа 1а fuerza 
cortante del pañal y que la diagonal encompecsión es un 
aementode Меггасега, Esto es tizomable $ lmelenten: 
los son largos y delgados. Рага scociones más gundes, lo 
газабы es suponer сис cada diagonal sopone la тікі 
«li fuerracormtante del pañel. 


E alió apromimado de и па parga veriical шаты que 
ісі sobre ua mibe de longitid f, enun maco decons- 
trucción conectado fijamente, puede aproximarse me- 
diante сінуса de que la viga по porna ninguna сагра 
mial 7 que Һау pimtos de inflexión (Рада), ubicados a 
015. de К» орок. 
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Los marcos de portal qe cuentao соп мурог. fjos se analizen en focma aprocimada spomendo que bay Нілідгімеп dl 
punto medo de cada altura de columna medula hasla la parte interior del refuerzo de алық! ша. Además, eneo пигох 
yen los articulados,ze suponeque cada соіа па soporta la mitad de інсагға cortante sobre el marco. 


Риа marcos de construcción. fos que estánsometidós йсй rgi litorales, se puede ruponerque hay аргаа еп Емі сел - 
tros de la hennas y tr a Без, Sic] marco tie пе una elevación baja, шгежіметсін a la Fuerza cortante (% importante y es po- 


sible emplear el método dd porial donde lis columnas interiores en cuskgner біта de piso dado soportan el Не de 
fuera cortante que las colunnas exeñores. Para los marcos delgados y alos puede usarse d méodo de voladizo donde g 
duermo ака! en una columna es proporcional a su disiancia desde а сепігойде deléárca de la socción traversa] de todas 


le со цаз еп ш> nivel de paodado. 


Y ү Y 
Método Әзіреті 


La ceflenós de este puente arqueado debe supervsarse cuidadosa 


mente mie Па está en conshutción. 


Deflexiones 


En esta capítulo se mostrará cómo determinar las deflexionas elásicas 
de una viga siguiendo el método de la doble integración y dos impor- 
ries тодо воп псов, а saber los teoremas del momento de 
ӛгев y el método de la viga conjugada La doble integración зе ать 
plea para obtener las ecuaenes que Зебчеп la pendente y la curva 
elástica Los métodos geométricos Prepertcionan una foma de obit- 
ner la pendiente y la defleión en puntos especificos de la унда Cada 
шо de estos métodos tiene sus мега афо desventajas, que 5е arali- 
zarán al momentode presentar caca metodo. 


8.1 Diagramas de deflexión y la curva 
elástica 


Las deliexionss de hs estructuras pueden tener vanas Mentes, como las 
cargas, la temperatura, los errores de fabucación O e asentamiento. 
Durante el diseño deben limitarse hs феПехнюпеѕ a fin de garantiar la 
шїїёрїнїяїй y la stabalidad de los techos y evitar СІ арпетаплешо de los 
moteras cipidos adjuntoscomo e macteo el yso o el vidrio. Además, 
una езігіксінга по debe vibrar O deformarse severamente 3 яе desea que 
“parezca” segura al vita де als ocupantes. Айп más importame es ей 
hechode que, para analizar las estrischiras estáticamente indetermina- 
das, se deben determinar Ве defleiones en puntos especificos de ba es. 
(лына 

Lac deflexiones quese consideraránen este Lento sio se aplican л es 
литогах que tenen Una respuena такта! lined! elágica, En esas condi- 
суз, опа estruelura sometida A una сатра volverá asu posición origi- 
ой no deformada al retirar la carga. La deflexión de ши estructura la 
сайнап из Cárgas internas, como la зегі? normal, Га fuerza cortante a d 
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momento Пехіопаліе. Sa embargo, еп el caso de las vigas y los marcos, 

las mayores desviaciones suelen ser causadas рог la fexión interna. еп 

ti tantoque en una атац las deflexiones las ocasionan las fuerzas axia- 
<= de lesinternas. 

чс Antes de determinar іа pendiente о el desplazamiento de ua punto 

3=0 sobre ша viga о un Marco, a menudo resulta ШШ bosquejar el perfil de- 

жб ko ucaciador formado de lá estructura cuando está cargada рага vemificar parcial- 


mente los resullados. Ese diprema de deflerión representa lacurro 

eilinio oel lugar geométrico delos puntos que define В posición despla- 

MY o ДЕ zada del centroide de la sección Iransversal a lo largode los elementos. 
A Para la mayoría de los problemas, la curva clóstica puede hosquejarse іп 
mucha Ф кинай Sn embargo, e hacerlo esnocesario conocer las wes- 

tricciones en cuento a li pendiente o а desplazamiento que ocurren а 

menudo en Un soporte о шы conexión. Con referencia в Іа tabla 8-1, los 

soporles que медет шш firrza, como un pasador, restringen el despla- 

a zeriento; y 05 que resisten ші momento como una pared tija, гетме 
—- ішошгібн. Observe también que la бейехніп де los ebementos de un 
marco que están fijamente conectados (4) Басе дое ta junta girelos de- 

mertos conectados en la mima cantidad & Рог otro lado Si en lajunta se 


0) 


а= 0 usa ша articulación, cada elemento tendrá шпа рел езе «ЖАзғеніғо ша 
e mición distinta en el pasador.debido а que éxe no puede soportar un 
momento (5), 
(4) 
{9 


Los marcos de dos elementos юуронтат. шп to la сата 
muertadel techocomo la carga vivade |шпісус, Puede 
considerarse que сі marco está wtioila doen la pared, 
fijo en el suelo y que rene una junta fijamente coner- 
tada 


8.1 DACs DE телғобы Y LA CURA FLÁSTICA 


Si la curva elástica parece dificil de establecer.se sugiere dibujar pri- 
meroel diagrama de momento рага la мра о е marco. Рог la convención 
de signos para los momentos establecida en сі capítulo 4. un momento 
positivo Dende a doblar una viga o elemento horizontal oc пес hada 
ariba, hara 8-1. Del mimo modo, Un momenlo negáfivo tende а do- 
Наг ta viga се! elemento oóncovohocieabajo figura 8-2. Por lo tanto, 
se conoce la foma del diagrama de momento, la consirtcción de la curva 
elástico será БЫН y viceversa. Por ejemplo, considere ѓа viga de la Agura 
ЕЗ con au diagrama de momento asociado. Debido al soporte de pasar 
dor y гойо, el desplazamiento сп 4 y D debe ser сего. Dentro de la ге. 
gión de momento negativo, la cova elásticas cóncava hacia abajo: y 
dentro de la región de momento postio, la curva elástica es cóncava 
hacia arriba. En particular debe haber un punto de inflexión en el siio 
donde la curva cambia de cóncava hacia abajo а cóncava hecia arriba 
puesto que ée e un punto de momento nulo. Usando estos mismos 
púncipios observe cómo la curvaelistica рага la viga en la figurag-4 se 
elaboró con base en 91 diagrama de momento. Especificemente, tenga еп 
cuenta que la reacción demomento positivo desde ШЫ pared manbene la 
pendiente inicial de la viga horizomal. 


+M Quo +M 
momento por ira, 
cóncavo аса ата 


FiguraS-1 


е 


Чалам ғғ OS 
сбосауп hacza atapo 


Figura 8-2 


Р 
E 
E Eo nN | 
Арша” ==—== т ы A 
Р. 
Р 
viga viga 
м 
ы | 
| ý | > 
dipam demo mento diggama de пуните пік 
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cura de deflerión + дў curva dadefleión 
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EJEMPLO [81 


Я ПЕР ЕХО ЧЕ 


Dibaje la forma alterada de cada типа de las vigas que se muestran en 
Ь Figura 8-5. 


SOLUCIÓN 

En la figura $-a el rodido ubicado сп A permite li radón Libre сіп 
deflecón, mieotris que la рисб Ща е E impide tanto la rotación 
como la йеПехїбп, La bema alterada se muestra mediante la lnea 
gruesa En ta figura 8-56, no puede ocurrir ratación n defiezión en А 
y E En la figura 8-5c el momento de pir girará ві extremo A Esto 
originará dellexiones en ambos extremos de la viga, puesto que la de 
[етл псез poble еп В пі еп С.СИжегус quecilsegmento CD per- 
marece зат deformación (una lnea recta). dado que еп 4 по вайа 
oinguna carga interna. En lafiguma $-54.el pasador (bisagra interna) 
en В permie 1а rotación же y por do сало, la pendiente de la curva 
de deflezión cambiará súbitamente en esté punto, mientras que la 
міра está restringida рог su soporte, En la figura 8-54. la viga com 
puesta зе deforma de la manera que зе muestra. La pendiente cambia 
abruptamente a cada lado de la articulación еп Я, Por último, en la f- 
gua 8-5f.el daro AC se volverá cóncavo hada amba debido а Ja 
cuga Dado que la viga Єз кйш nua, los daros finales se volveráncón- 
cayos hacianbajo, 


DD B 
ы ғ 
o p 


Figura 8-5 
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EJEMPLO [852 


Dibuje las formas aheradas de сайа uno de los marcos que se mues- 
кал en la figura 56. 


SOLUCIÓN 

En в Gemt Б-ба,с usando lacarga P empuja las juntas Яу Chada la (9 
derecha, se produce una rotación decada соћштга en sentido horario, 
de la manera que 56 muestra Como resultado, las juntas # y С deben 
prar сп el sentido horario. Dado que en estas articulaciones debe 
mantenerse el ángulo de ЖУ еліге los elementos conectados, la viga 
BC se domari de modo que la curvatura se invierte de cóncava 
Баса la izquierda a cóncava hacia la derecha. Observe que esto pro- 
duce un punta de inflexión dentro de la viga 

En la figura 8-62. P desplaza las juntas В, C y D hacia la derecha, 
haciendo que cada columna se doble en la forma quese muestra. Las 
juntas fijas deben mantenersus ángulos de HF y por lo tanto, AC y 
CP deben tener una curval ura invertida con un punto de inflexión 
cerca de su punto medio, 

En la figa ra 8-Sc.la carga vertical en este marcosimétrico doblará la 
viga CO cónea va hacia arriba causando una rotación en sentido hors- 
По de la junte С yen semtidoamiborario de в junta 2. Сопю el án- 
gulode HF еп bs juntas debe mamenesse, las columnas se doblarán 
еп b forma quese muestra. Esto hat que los claros BC y DE se vuel- 
ro cóncwos hacia ябар, lo que resulta en ши potación en sentido 
апііногапіо en A yen senido boario en Ё. Por consiguiente, las co- 
humanas se doblan enla formaque se muestra. Por último,en la figura 
Bid las cargas empujan las juntas 5 y С hacia la derecha. bo que 
dobla las cohumnas en la rme que se muestra. La junta ба E man- 
Беле яп ángulo de ЯҒ, юп embargo, по hey restricción в la rotación id 
relativa entre los elementos en C porque ш junta está articulada. Еп 
consecuencia, sólo la viga CONO беле ула curvatura inversa. Fon 6-6 
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|| PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


Ен. O Dibuze la forma alterada de cada viga Indique los 
puntos e тезби. 


| t е 
ж зс—_=щш==щ_ тə 
қ 
FRA Dibuzs la forma atrerada de cada marco, Кыйы ue los 
| puntos demilexión. 
ә 
H 
із) 
FR. Dibujela formaallo гаса de сайа marco, Ез ige los 
puntosde infleión. 
mm 


8.2 Teoría de la viga elástica 


En еза secciónse desarrollarán dos ecuaciones diferenciales importan- 
tes que relaconan e momento interno en una viga соп el desplaza- 
oso y Ін pendiente de зу curvá elástica. Esis ecuaciones forman la 
base de los métodos de defleión que se presentan ёп tde copiltalo,y por 
esa ramón һау e comprender plenamente los supuestos y ls limiar- 
es que se apliquen еп su desarrollo. 

Para obtener estas relaciones, el апай selioitará el caso más común 
de una viga que еп principio es rega y que sedefocma elásticamente de- 
hido а les cargas aplicadas de manera perpendicular al eje x de la viga, y 
quese sitúan en cl plano de simetría ху de la sección transversal de la 
viga ligura 8-74. Debido a las cargas, la deformación de la viga ех cau- 
шыш tanto por la fuerza cortante imema como por сі momento de fle- 
xión Si la viga бепе una longitud mucho mayor que su profundidad, la 
mayor deformación seré сн usada por la flexión y par ende, la atención se 
dirigrá aaus efectos. Las феПехістез causadas par Н fuerza cortante 
эс analizarán más adelante еп estecapitulo. 

Саншо e momento mèmo М дейнтпа e elemento de la viga, саба 
чесе brarsversal se mantiene phia y el ángulo entre ¿llass$e comerte 
en їй рита 8-75, Н arco dí que representa ima poción de la curva 
ймы interseca e бе neuro de cada seccióntraosversal, El mao de 
сығуағаға de este осо se define como la distancia р, que se mide desde dl 
сент? de logura € haga dx Cualquier arco ene elemento distinto 
а гіт eti sometido а una deformación normal. Por ejemplo, la deforma- 
сібп enel sco d; que se ubica en una posición y respecto al ee neulro, 
ехе = (ds — ds уйуп етһагда,міз = dí = pdfydy = {p -yhdy asi 


~ yji — раб 
„= Р Р шы 1 
ы po y 


Siel material es homogéneo узе comporta de manem lineal efástica,cn- 
toncespuede aplicarse Ш leyde Hooke. = eE. Además dado que tam- 
bién es apbcable la fórmula de la Петюп. т = — My. Al combinar estas 
ecuaciones ysustituiren laccuación ante rior se tiene 


өзір сі radio е сагуятига сгаш рішісезрегігіре de lacurvá elástica 
{Шр æ conoce como 18 сығушиға) 

М = ей momento interno en la viga enetpuntodonde debe determi- 
narse p 

Ет e módulo deelasticidad del material 

іш ej momentode inercia de la viga calculado respecto deleje neutro 
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antena de li des pta беш 
Пг ий distante 


n 


Figura 8-7 
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Сапии оВ  DEFLEXMONES 


Ел esta ecuación сі producto Ef se conoce como b rigidez сіп fexión, 
y siempre ез шаа cantided positiva Puesto que di = pd8 entonces ары- 
tr de la ecuación #-1, 


м 
de = Er? х (8-2) 


Sue eige eleje voon pasto Баска arriba, figura 8-7,у за 65 posible 
tipetsas La curvatura (1 еп тиисе de т y y entóncesse puede deter- 
miny lá curva elástica de la viga. En la mayoria de les libros de cálculo 
se demuestra que esta relación de curvatura és 


1 «ол 

P + (de ¡day 
Por bo tanto, 

м ері? 


ЕГ" | з (ауа: =з) 

Exa eciarión representa шпа emaci drferenciól no Eneal de se 
gundo orden, Su solución, г = Дг), proporciona М Erma exta de la 
aura elás fica; suponiendo, por supuesto, que las deflexiones de a vigase 
peodlcen so por flexión. Con а Еп de facilitar И solición de um mayor 
шты de problemas, li ecuación A-35e modhficará Al һасёт ua impor- 
tante simplificación. Como la pendiente de h curva elástica para la ma 
yoría de Bs estructuras 65 muy pequeña, se empleará la teoría de la pe- 
queña deflemón y зе sipondrá que «нат = 0 En consecuencia, Y 
cusdrado sem іпзірлігісігісеп compañición соп la Unidad y por k tinto 
Ы есип 8-5 se reduce а 


Pu м 
22° El (5-4) 


También debe señalarse que al suponer que de de =й], la longñud 
original del eje х бе la viga y el аға? de uu curva elástica secin aproxima- 
damente los memos. En Okas palsbras, зеп la figura 5-7b 85 aproxi- 
mada mente igual а dr prestó que 


ds = Va? + @ = М1 + (doj da) de œ de 


Este resultado implica que los puntos de Ja curva elóstica sólo se despla- 
zar demanera vertical mas no horizontal. 


Resultados tabulados. Enlasiguientesecciónse mostrará cómo 
aplicar la ecuación 5-4 рага encontrar іа pendiente de una viga Yla caut- 
ción de % curva elástica, En la contraportada del litrose ubica ima tabla 
que presenta los resultados de tal amikis para algunas cargas comunes 
еп vias que se encuentran а петину еті бі anábos есігісінга | Талаба 
2e enumeran b pendiente y el desplazamiento еп los puntos erflicosde la 
viga, Por supuesta, una soi tabla 00 puede inchi 105 muchos diferentes 
caños де сагра y geometría que 56 presentan еп h práctica, Onada по se 
dispone de Una tabla o se tiene ena incompleta, 4 desplazamiento о la 
pendiente en un ролоеяресібсо de una vga o un marco pueden deler- 
тшне empleando el método de integración dobie o algún otro método 
analizado en este capitulo о еп el sigitente. 
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8.3 Н método de integración doble 


Una vz que М ѕеехртеѕа como una función de la posición. x.entonoes las 
integraciones sucesivas de la ecuación 84 darán la pendiente de la viga. 
#= un Ё= dvir = f(M'EN dx fecuaciónS-2) y la ecuación de curva 
dástica, к = fia = f АМЕР dí respectivamente, Para cada тцеттв- 
ción es песен introducir una “coostame de integración” y después Te- 
sober las constantes а іп de obtener una solución Única para Un pro 
Мета particular. Recuerde de la sección 42 ques la carga en una vga es 
dscontoua,es decu,consiite emma serie de variascargas concenirádas y 
dstribaida entonces deben escribir varias funciones parsel momento 
interno, cada una válida deniro de la región entre la discontinuidades 
Por ejemplo, considere в viga quese muestra сп la figura $8. El mo- 
mento imerno еп las regiones АВ, BC y CO debe escribirse en términos 
de las coordenadas 11,17 y қ, Una vez que estas Funciones se іпергеп а 
través de la aplicación de la ecuación 8-4 у quese hayan determinado las 
consiantes de integración, las funciones darán la pendiente y la deflezión 
(curva elástica) peracada región de la viga en la que son válidas. 


Convención de signos. Alaplicar la ecuación 8-4 es importante 
Usar el signo adecuado рага M еріп lo establece la convención de Sip- 
pos que se usó en la obtención deesta ecuación, figura #590, Además, Te- 
cuerde que la deflexión v розй vá es hacia arriba y, en consecuencia, el 
йй йе la pendientepositiva He medirá еп semido anitihorariodesde 
«іе г La галйп de emo зе пуні еп lafigura 49h, Aquí, los incre: 
mentos positiyos dy Y de en уо gres un incre mento de déque es en 
sentido antiborario. Además como d ángulo de la pendiente Өзегі muy 
pequeño, 91 valor en radianes puede delerrunarse directamente de б с 
ша de нт. 


Condiciones de frontera y de continuidad. Las constantes 
de imegración se determinan evaluando las funciones de la pendieme о 
del desplazamiento en ш punto particular de la viga donde se conoce el 
valor de la Función. Estos valores se llaman condiciones de frontera. Por 
ejemplo, 9 la viga se sostiene тюлме un rodillo о un pasador, entonces 
se requiere que el desplazamiento sea сего en estos puntos. псһшіуе, еп 
un soporte Гю, la pendie.11e y el desplazamiento son igua les а cero. 

Si no puede Usarse Una sola coordenada х гага expresar ы Ecuación de 
la pendiznteo la curvaclásticade laviga, entoncesdebenusarselascon- 
diciines de continuidad para evaluar algunas de les constantes de inie- 
gración. Consides: H viga de la figura 8-10. Aquí Bs coordenadas д ух; 
яо son válidas deniro de las regiones AB y AC, respectramente, Una 
vez que scobtienen las funciones de la pendiente y la deflexión, Estas tie- 
пеп quedar los mismos valores de k pendiente y la defieción en el pinto 
Ba, = х = 0, де manera que la curva elísticaes físicamente continua. 
Expresado de manem matemática, edo requiere que ía) = Ba) у 
vw (a) = о,(а) Estas ecuactnespuedes шатерага determinar dos cons- 
tartes de integración. 


Я: 
y ү пита «ыса 
м” 


4 
he 
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Procedimiento de análisis 


El siguiente procedimiento proporciona ша método para determinar la pendiente y la 
deflexión de una via {О eje) usando el método de la integración doble, Debe tenerse en 
cuenta que ete пню sólo es adecuado en Ж елолез elásticas рага las cuales la pen- 
diente de la viga es muy pequeña. Además, el método considera sólo los deflemones debi- 
des a ія flexión. En general la deflerión adicional por la fuerza cortante representa sólo 
un pequeño porcentaje de la дейекп debida в la Dexión porello, en la práctica de la in 
еспегіз sode ірпоғагче. 


Curva elástica 


т Dibuje шпа vista exagerada de la curva elástica de là viga. Recuerde que los puntos de 
pendiente cero y desplazamiento cero зе prrducen en Ш ворогіе fijo, y гі despliza- 
miento ceros produce en юз soportes de rodillo yarbculados. 

Establezca dos ges de ls coordenadas xy y. ЕНЕ idebe ser paralelo a la viga sin de- 
formarse у зы Origen debe estar еп el lado quierdo de la viga, om Sentido positivo 
hacia la desecha, 

51 hay veias cargas discomtimias presentes, establezca las coordenadas к que 5690 vé 
lidas para cada región de la viga entre bs discominuidades. 

+ En todos los casos, d eje asociado positivo y debe dirigirse hacía arriba. 


Función de lè carga с del momento 


* Para cada región en la que hay um coordenada x.expreseel momento interno М сл 
función de 1. 


e Siempre Siponga que М ожайа еп la dirección pogitiva al aplicar В ecuación de equib- 
по de momentospara determinar M = тх). 


Pendiente y curva elástica 


e Siempre que Efsea constante, әріне la eguación de momento E ойх? = Mío, 
que requiere dos inksgraciones. Рага cada integración es imporiante incluir шая coms- 
tante Фе integración. Las constantes sedeterminar usando das condiciones de frontera 
pera los зәрогез y las condiciones de comimidad quese aplican пі pendiente y dl 
desplazamiento en los puntos donde se encuentran dos funciones, 

Una wz que se determinan les constantes de integración y se sustituyen de nuevo en 
las ecuaciones de la pendiente y la deflexión, 25 postle determinar b pendiente y el 
desplazamiento enpuridos espedi ficos de lacurva elástica Los valores numéricos obte- 
nidos pueden comprobarse gráficamente al compararlos con сі bosquejo de la curva 
elástica. 

Los valores positivos de la рекетте son en sentido antihorario y el desplazamiento 
positivo es hacio arriba 
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EJEMPLO [823 


Cada vipueta de pisosimplememe apoyada que se muestra еп іа foto- 
grafía está sometida a una caga de diseño uniforme de 4 kN/m, figura 
82-112 Determine la беЙехкіп márna de la vigueta, El es constante. 


Curva elástica. — Debido а ta simetria, la дейекп máxima de la wi 
нча se producirá en su centro. 5040 se requiere una sola coordenada 
х para determinar а momento interno. 


Función de momento, Con base en 4 diagrama de cuerpo libre, F- 
guraB-11b.setiene 


м-аш-442) = Mx - 24 


Pendiente y curva elártica. Al aplicar la ecuación 8-4 e integrar 
dos veces resulta 


Pu 
El ч Ir — Ar? 
ах? 


күте = ir - быт + С, 


мкм жан 
ЕҢ = 4333r- 016677 + Сүх + G (a) 


quier = йеп х = 0 de modo que E = уе = nm х= Hpa lo 
que G = 1662, Әт lo tango, la ecuación de la curva elástica 65 


Ev = 31333. - Q1667x* — 166,7 5 


Еп р = 5m obierve que (нат = О.Рот consiguiente, la deflerión 
ama es 


FEquraB- 11 
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EJEMPLO [M4 


O TELEXIONES 


La viga en volado іре se muestra en Їз ligura Y lis сечі sometida а 
un momento de par М. en su extremo. Determine li ecuación de la 


curva clásica. El es constante, 


f т 1, -_—є—— к мкм 
(a (to 
Figara 8-12 


SOLUCIÓN 


Curva eláitica. Ілсагра tiende a defocmar la viga сопы БЕ MSTA 
еп Іа figura 8.9, Por pecan, 44 momento interio puede represen- 
tarse а lo largode la viga empleando Unsistena de ила sola cooede- 
dada. 


Fundón de momento, А рег del diagrama de cuerpo bbre,con 
М que actúa en В drección positiva, Figura 56-126 se беле 


м = № 


Pendiente y curva elástica. А} аріваг іа ecuación 84 e integraria 
dos veces se obtiene 


іт 
Еа” (1) 
е? = Мот + Су (9 
Га а +Сух+ G (5 


Si sewan las condiciones de frontera dwdr = Оеп x= yv= һеп 
xX = (emonces O = (0 = ф{ Alsustitur estos resultados en has ec ша. 
ciones (2) y (3) соп #= ийеле obbene 
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La pendiente y el desplazamiento muíximos ocurren еп 4% = L} 
para ію cual 


M 

Ғы o (4) 
м 2 

er Se 6) 


El resulladoposifivo раға É, mdica una rotación ensentido алі Һоға- 
по yel resultado positivo para г, indica que расын hacia arriba 
Esto concuerda con los resultados bosquejados en в figura 86-122. 

Con el бп de obtener una idea de la magnitud alde la pendiente y 
el desplazamiento en el extremo A, comsidere que la viga de la figura 
$129 беле una longitud de Y pies que sopoia ш momento de par 
de 15 Е . pe, y está hecha de acero соп E = 29007) ki, Si esta тірі 
ж dicñara sh ип fador de seguridad suponiendo que  esfberzo 
normal perenisiblees igual al estuerzode cedencia буу, = 36 ksi en- 
lonces ж encontraría que ua perfil Wó ж Әзетіп adecuando {f = 16.4 
pulg”. A partir de hs ecuaciones (4) y (5)5e obtiene 


В k -pie(12 pulg/pie (12 pies)(12 pulg/pie) 
29(10%) k/pulg"(15.4 рир 

_ 15і-ре(12 pulg/pie )(17 pies)2(12 pulg/1 ре? 

2(29107) күре (6 Арша) 


= = 0054 гай 


= 3.92ршіе 


Dedo que 8) т 000297 тай <= 1 se justifica el uso de la ecuación 
84 eu vez de aplicar la ecuación пъйх exacta E-3, раге el cálculo de la 
delexión de las vipas Además, como esta aplicación numérica es pora 
ша vga е? vrladizose ban obtenido valore más grandes pera dy t 
mimos que los que se habrían obtemdo s la viga estuviera apoyada 
mediante pasadores, гоб y otros soportes. 
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2 Сарїтшо A DEFLEXIOMNES 


EJEMPLO |85 


La vigade da figura 8-13: está sometida ашпа carga Р еп ж extremo. 
Determine el desplazamiento еп С El ез constante. 


aisi f м = снай ч 
| М 1 ЕШ 
г 1° {Р | 
E а--- 
0» 
Figura 8-13 


SOLUCIÓN 


Curva elástica. Га vigase deforma comose muestra en La Гуда 
R 13а. Debido ala carga, deben considerarse dos coordenadas х. 


Funciones de momanto. б se ап los diagramas de cuerpo Бізге 
que se Dipesican еп b figura 8-3b че bene 


P 
Ма аг 0 = л, = 24 


P 3P 
Мұ = “5x2 +5 ln - 29 
= Ру, ~ УРа la = 3) = м 


Pendiente y curva elástica. Aplicando la ecunción 8-4, 


paraxy, e Ey 
1 
v Р, 
ВЕ а -Ea ға 4) 


Р 
Ely = =?! + Салу + С; (2 
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de Р, 
> = 3 т ЗРа:. + с, (3) 
Р 3 
Elp = z3 - срахі Сұ % С, 4) 


Газ снято constantes de integración se determinan mediante tres 
condiconesde frontem, a saber, v= Den х, =й = Пеп л = la y 
ту = Оеп y "ду ша ecuación de continuidad. Aquí la conimuidad 
de ін pendiente en el rodillo requiereque dvd = дах еп = t 
= 22 (Tenga еп cuenta que la continuidad del desplazarniento en Б 
һа sdo considerado de manem іпкӛгесіз en las condiciones de fron- 
Erg puesto que 1 = t= беп д = ду = 24) Al aplicare stas cuatro 
condiciones resulta 


п = Оепхтіа 0; 0-0-0-С, 


4 = (юп ду = 24 0 = - 5024)» + Є{2в) + © 
ж 


ғ, = йеп х) = 2a; Qu Еау - ралар + Сара) +С 


do [Za) Ф dize, - зау +С тж (28) - Pala) + б 


dx dx, 
Resolviendo, se obtiene 
с E Сей G= Zee С, = —2Р 


Al sustituir Cy y Сұ еп la ecuación (4) resulta 


„Рз ЗРа д, 30Р, 2р 
оек зБ ЗЕ Е 


El desplazarnentoco Cstdelermmna al ёа Бесегту de 5e tene 
que 
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| | PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


FRA Determine la ecuación de la curva Clásica Pan la БЕ-Т. Determine la ecuación de la curva elfatica рага la 
viga empleando lá coordenada т que сі уйі рагай сл < Г. міра empleando la coordenada х que съ viida рагай << L. 
ЕН constante. Ef es coostume, 


Ғн-5. Dae min; la ecuación de la curva elástica рага la FE Determine 1а ecuación de la curva elástica рага la 
mes emple andolacoordenada х que es válida рагай =т= р. ура emplcando la conrdenada г que es Vida рага 0 Sr € L. 
E  comstania E гй constar е. 


FR. Deterimios la ecuación de la cura elástica pam la РЫ Determine la ecurción de la curva elástica pam la 


кірі empleandola coordenada сие es válida рагай сл = i. Міда empieces ndo la coordenada х que са үйім рагай < у = d. 
Ela contame, Есе солат, 
шқ 
e 
PEE 38 | 
МІ... БЕ Нык ————з 
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| | PROBLEMAS 


EL Delermins las ecuaciones de le curva elástica ран la 


viga enplicando las coordenádas.x, Ұл, Espediique la ре 
de me еп A y la defleción máxima. Eja constane. 


Proh $-1 


E- L La barra estásoporiada ре шш гїл derodillo 
еп que permite eldesplazamiento vertical pero resi ste la 
саңа аты! y е | momento, 5 (la Dirr se somero а lá carga 
que se muestra, determine la pendiente en А y la deflerión 
en C, El еб (хуп Але. 


8-3. Deiermine la дейил en d punto В de la barra del 
ргоянстай-2. 


ғ 
lo de 
o ¡$ 


-------- 
| 


Prot. 8-28-3 


4, Determine las eopaciones de lacurr веша ando 
Ыз coordenadas д y y, ебіне la perabente y li defc- 
пеп E Elcaconmstante, 


HL Deliertine lia ecvacionas de la curva «Шықса wandt 


ах conarien aces 21 y 1, уезресіба us la pend iente y la defle- 
хипер punto Я Ё Лопаті, 


Há DO armine | Ае máxima еліге los soportes Ау Б 
Етес жанан bee H método de intesrición 


- 
= > pat a м 
се 


Proh К-6 


Ez Determine la cura elástica рага la viga simplemente 
aporidá шымы» lá coordenada x =r SL Además de 
Emine із pendiente еп А y ladeflexión máxima de la viga. 
El елесін (е. 


Proh 8-7 


"A. Delemmine las ecusciones de la curva elástica em- 
pleado Lia coonde тынба х ¡Y x 7 y cápeción ue La pendien Le 
en Cy ol desplazamiento en Н.Е Ferconstabite, 


8-9. Determine la ecuaciones de lá cura аса er 


рісиміс le coordenadas r; y т „ү espectq e la pe odie n |с 
єз Ву la delexión еп C El оа conslanto, 
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В.А Teoremas del momento de área 


Las ideas insciales para los dos teoremas del momento deárea fueron 
desarrolladas por Окс Mohr y más tade establecidas formalmente por 
Charles E. Greene еп 1873, Estos teoremas proporcionan una técnica se 
mipráfica para determinar la pendiente de la curva elástica y w alters- 
cón debido а la flexión, Resultan particulerrieste vertajosos cuandose 


т 
“ГТ Wiza para resolver problemas de vigas, en especial las sujetas а ша 
ии | | Шин зеге de cargas concentradas о que tienen segmentos con dife maes mo- 
—— ж T mentos de ілгегі. 
A, — ЖЕ Рага desarrollar los teoremas. зе hace referencia в la viga de la беша 
Bt 4а Sise dibuja d diagrama de momento para la viga y después зе di- 


wm) yide cotre de ripideza la Пех. E t.resultael” diagrama de MEF quese 
muestra еп ін figura E 144. Con Базе еп іа есивсібп 8-2. 


і м е (м) 


A D --і бо del elemento dx es igual al drea соп sombrendo claro bajo el din- 
ЕУІ grama MEL Al integrar desde el punto A hasta el punto Я де la curra 


м 
Е 
| 
| | Asi puede verse цис el cambio 40 en la pendiente de las tangentes a cada 


elástica, figura 8-14с, зе tiene 
Bajan р ES (8-5) 


Esta ecuación єз В base раға el priner korma delmomento de área 


Teoreraa t El cambio еш la pendiente еншіге dos partos realerquiera 
dela corvaclóstica сз iguala] йгежісі diagramos АЕР езіге esca dos 
рй. 


La notación fpa conocecomoelángulo de ta tangeo leen В meddo 
con геѕресіов b tangente en А.А partir de la comprobación deberta ser 
evidente que este ángulose mideen satide ortihorario desde la tan- 
gente А hastala tangente 5.9 el área del diagrama ME? ех positiva, fi- 
аша $ 14е. De пипета inversa ж eda área es negatva,o está por debajo 
del eje хус! ángulo ӘЖ mide en sentido horario desde Intampente A 
hasta la tangente A Además, con base еп las di mens iones. de la ecuación 
E5, Ey e mide еп redianes. 
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El segundo teorema del momemo de fea se basa ел la desviación re- 
ыа de las turperfes a la curva elástica. En la figura 8-lScse mussi 
una vista muy exagerada de la de wiación vertical (4 de hs tangentes а 
cada lado del elemento diferencial de. Esta desviación зе mide a do largo 
de una Шпее vertical que pasa a través del punto 4 Como se sueponeque 
b pendiente de la curva elástica y su deflexión son muy pequeñas, resulta 
sabsfacionio aproximar la longitud de саба líneas de la tangente mediante ta 
X yel шоо ағ por mediode dr.Sise usa la fórmula del arco сисшаг 5 = 
érdonde ғ bene шая longitud х.зе puede escribir d = y 48. Emplesado 
laecuación 8.2 dé (M/Ef) dx la deflexión vertical de la tangente en А 
con respecto а Га tengente т В рікхіс encontrarse рог integración, en 


сиуо саяс Ж 
в M i 
T т Í Түү ® (8-6) 
Recuerde que al estudiar la estática se estableció que el centroide de un | 
drea se determina a partir de F fdA = frida Puesto que [MIE] ат БР O БЕ а 
геүмезепїа un área del diagrama Л#ГЕ Т Lambin 65 posible escribir р _— 
а 
ч в 
tas= | dx (8-7) 
меттер, EF 


Aquií Tes la distancia desde eleje vertical que раза por А hasta elotn- 
moide del йй comprendida entre A y B figura 8-155, 

Ahora puede enunciarseel seg ido teorema del momentode Área de 
la mane га бірше ге: 


Teorema 2: La desviación vertical de latangente са ин punto (Alde 


la curva elástica con respecto а la Langente exteadida desde ого д. | a ТГ 
penio (Б) es gualal “momento” фейіген bajo а diagrama MIES Ps A aani 
entre losdos puntos (А y Bj Еле momentóse calcula respecto del --- MIA == 
рин А (9 punto sobre la curra elástica), donde debe determinarse “к= 
la desviación! ain an a 
Cuando se саала el momento de Unárer positiva MIE! desde A hasta a 


Bam enla figura 8.156 éste imbca que іа tan pente£nel punto А eté 
por encimade la tangente a li curva extendida desde €l pimto A баа. © 
Hise, Del mismo modo, hs Áress regarivas MIES indican que la Langente 
en А Өйі por debajo de la tangente entendida desde Н Obser*e que, tn 
general, Г ya ПО 25 iguala Fa, qUe 36 muestra en и figura 8-15]. En 
especifico, el momento del área bajo el diagrama АА entre A y His 
calcula respecto del punto A para determinar (¿e figura $156 yte calcula 
стресі а punto A рай determibdr! д. 
Es importámte tener еп cuenta que los teoremas del momento de área 


зн pueden usarse рага determmar los ángulos о les desviaciones entre Ant 

las dostangentesde lacurvaelás ticadela viga. Рог logeneral nopropor- ~ AAA D a 
cinan poa salian directa рага la pendicate с el desplazarmiento en ій Tam- Ж Lt 
[аши de la viga. Estas incógnitas deben relacionarse primero соп ls gi AS war 

pike 0 195 desviaciones verticales de las tangentes sobre los purtasde la ж” мой 


curva elástica, Habithalmente, las (argentes ел los soportes se diyan 
ож la miención, puesto que estos puntos по están sometidos а despla- 
simiemos үй tienen pendiente cera, En los problemas de ejemplo $e РА 
proporcionan «sos especificos рага е! establecimiento de estas mlado- 

jes сотта нса, Ғыпғай-14 
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Сапшо В От\%к!бМЁ% 


Procedimiento de análisis 


El siguiente procedimiento proporciona un método que puede usarse раға determinar el 
desplazamienta y la pendiente еп ш punto de le curva elástica de um viga mediante los 
teoremas del momento de área. 


Diagrama iE 


Determine las reacciones еп los soportes y dibuje el diagrama MIES de la viga. 


Sila viga eld cargada con fuerzas concentradas, el diagrama MIÉ? consistirá euna 
зейе de segmentos de lnea recta, poc lo que tasáreas y momentos requeridos рага 
aplicar dos teoremas «el momento de área podrán calcularse con relativa facilidad. 

Si Їз сатра consiste en unaserre de fuerzas concentradas y cargas distribuidas, puede 
resultar más sencillo calcular hs 4 сеач у sus momentos requeridos al dibujar el dia- 
grama МЕР por partes, empleando el médio desuper posición comose estudió en la 
sección 45. En ша kquier casa d diagrama MIEI ecastará de curvas parabólicas, O 
quzi de orden superior, por lo que para localizar а área y el centroide Бар cada 
curva se Spiere conaultar la tabla que aparece еп el interior de la contraportada de 
ete horo. 


Curva elástica 


Dibuje una vista exagerada de la curva clínica de la viga. Recuerde que los puntos de 
pendiente ото ocurren en los soportea fijos y que los puntos de desplazamiento cero 
producen en dos soportes fos, articulados y de rodillo. 


Mes dificil dibujar la forma general de la cura clásica, utilice d diagrama de mo- 
mento lo MEN, Observe que cuando Н vigaestá sometida а шип momento positivo 
ésa зе dobla œa hacia arriba, en tato que un momento керйімо curva la viga 
cóncava hacia abajo. Por otra parte, un pumo de mflexión с cambio en la curvatura 
ocurre cuando el momento en la viga (0 MET) es igual a cero. 


El desplazamen y la pendiente а determmárdeben indicarse ёп E curva, Como los 
teoremas del momento de área sólo se apican ешге dos tangenies, debe prestarse 
atención а que Las tangentes estén consinedas de modo que los ángulos о Las dervia 
ciones entre ellas conduzcan Ab solución del problema. En este sentido, deben consi- 
derarse las tangemes en los puntos con pendiente y desplazamiento desconocidos, ef 
отта ел los soportes.ya que деһеткітепіс la viga tene desplazamiento cero уйй pen- 
diente cero ел hos importes. 


Teoremas del momento de dros 


Aplique el teorema і para determinar e ángulo entre dos tangentes, y el isorema 2 
pera Ebcontrar Las desviaciones verticales entre Las tanpentes. 

Тепәзеп cuenta que, poc іс general,el teorema 2 по resultará en el desplazamiento de 
un porto sobre la curva elástica. Cuaddose aplica correctamente, sólo dará la distan- 
da vertical о la desviación de ше tangente enel punto A зоте la curva elástica con 
Epecin а la tangente еп Б. 

Despuésdezplicarel teorema ісе! teorema. e si gnoalgebreico dela respuesiapuede 
verificarse a partrdel ángulo o b desviación según seindique en la curva сілтіні. 
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EJEMPLO [8:6 


Determine lapendiente en lospuntos Ay Cde la vigaquese muestra 
en la figura E 16а. Considere que E = 23(10%) ka y que / = 600 pulg”. 


SOLUCIÓN 


Diagrama M/E Ese diagrama se muestra en Ь figura $-166. Re- 
sua más sencillo resolver el problema en términos de El y sustituir 
los datos numéricos como último paso. 


Curva elástica. Lacargade?k bicequela vigase deformecomose 
амга еп la figura 9-16, (La viga se vbelve cóncava hacia abajo, 
puesto que М/Е? ев negativo.) Aquí la tangente en A (el soporte) 
Sempre es horizontal, También se indan las tangentes en R Y C, Se 
debe encontrar Й, y ёс. Per la смкітнхаба, el ángulo entre іш A y 
ao Н.езбссіг Ey p esequivalente a fy. 

Бы = Ona 
Además. 

Me" бс 


Таста del momento de ársa Aplicando el teorema ifya 05 
кшш al área bajo el diagrama ME? entre los puntos A y Bes decir. 


Wk- pi 17 60к-ріе 30k- 
в = osa —( Ре }изриз) – 30 ей - ре) 


675k-pie? 
га ШЕ — = 
(15р) E 
Al sütun los datos numéricos de Ее y convenir de pes а pulga- 
das, sebene 
-Я5гесім mb? Дәрі) 
29,10%) куріш 1000 рақ) 

жш —0.00559гаа Resp. 
El gpho negativo indca que el ángulo se mide em sentido horario 
desde A Figura E (бс, 


De manera similar, d бта bajo el diagrama MIE? entes los puntos 
Ay Cos igual a Ba, Entonces, 


Вр- 


1/ бйк-ре я 900 k- pie 


Sustituyendo los valores numéricos de Ef se obtiene 
-900 k - pill 144 pulg" /pie”) 


"жу t/puig/(600 pulg” 
= -000745 red Resp- 


йу 


Ес 
Tht 


На иган-18 
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EJEMPLO [7 


Determine la deflexón еп los puntos Fy Cde la viga que se muestra 
en la figura 8-17. Los valores раға а momedto de inercia de cada 
segmerntose indican en la figura. Considere que E = 200 GPa 
С HR 
" lanti jen" |), сауат чн 
жөке ілі —з®———| Diagrama МУРЕ. Pot inspección, el diagrama de momento para la 
(а) viga es un rectángulo. Aquí зе cons truirá el diagrama MET relativo а 
fac, temiendo en cuenta que ¿q = Hac, figura 84475. Como último 
paso, se gusliuirdn los datos puméricos para Ffar, 


2 


Сигма ФМ (іса. El momentt de раг en С hae que ll viga e de 
forme como $8 muestra en la figura 8-17с,5е mgin las ingentes еъ 
A (d янне) E y Зе debe encontrar dy y А, Estos despiazamien- 
fos pueden relacionarse directamente con las desviaciones sabe las 
tangenkes, de manera que por construcción Ав es igual п la desviación 
de tam E en relación con tán Ajes dear, 


da Sisa 
Además, 
Ас = (сга 


Тешметь del тотагіс de irese, Aphcando el toorema 21 es 
igual d momento del área bajo d diagrama М Ela entre A y В caku- 
або con respecto al punto ВБ ya que éste езгі punio donde debe de- 
terminarse la desviación tangencial Por Lo tanto, a partir de la figura 
Elh, 


Ar” Ipa [EEEE am) rr -® = — 


{ав С Alsostur los dátos numéricos гезпня. 
i ea Дс = kya 
Е; lan B | 200 М пг 
із ШЕ 


un А Аз = 12000109) Мут 105 тит 1 (10 тт“ 


Л = URS т = 25 mm Resp. 


Нұұаган-17 Lel mimo medo.para ira se debe calcular el momentode todo el 
diagrama М/Т desde A hata С espectodel punto С Se tiene 


2500 -m 


ТЕГІС. 


(3m) |a: 5т) 
_ 50N - Р TISON - ш" 

Еа оқи?) Nara М6у1073) e] 
"ХХ m = 906 mm Resp. 


Dado que embas resfpues (ss son ро уаз, indican Que los puntos Y 
y Cæ encuentran роғенсіта de la Langente en А. 


BA ТИЯҺА5 OEL MOMENTO DE АЙҒА 


EJEMPLO |88 


Determios la pendienteen d punto Cde E viga qué зе muestraco la 
figura 8-10, E= 20 GPa,f = 5(109% пып. 


о: Байны a т ү ж: 


| 
ы Тоны 


(и) Ін 
И! . а ы D дь. 
с / --18;; пай ш 
tan E 
м) 
Брна HA 


SOLUCIÓN 
Diagrama М/ЕІ Бірига8 152. 


Curva elástica, Como la carga se aplica а la viga еп forma simè- 
escala cueva elástica ех simétrica, como se muestra en la пруга E-lEc. 
Se debe encontrar E, Esto puede hacerse fícitmentesi Se Пепе en 
cuenta que la tangente en O es Регион y entonces, por construc- 
cón, ángulo fpr entre Lan С y tan O es igual а Әсе decir, 


бс "бес 


Тестен de momentodedárea. Conbaseenelicorema 1„й 65 
igual al área sombresda bajoel (Барга ma АА: Jentre los puntos Cy 1 
Se бепе 


-- —._— -- —=—=- 


ЕМ” туы зт ту кн: т Sirm) 


135 EN: m? 


[200 [200(10) к kN/m б{ 10810 m ora пі = 2 Resp 


йс = 
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EJEMPLO [49 


D TELEXIONES 


В „т 


>= 


| 
Ив» 


Determine la pendienteco el pumo Cde la viga que se muestraco la 
бртзга 8-1%. Е = 29(107)к9, = 600 pulg *. 


SOLUCIÓN 
Diagrama MEL Figura $-1%b. 


Curva elástica. 1А curva elástica se muestra en la figura 8-19, Se 
debe encontrar 6- рага ello, se establecen Las tangentes en А. В ¡los 
soportes)y C también observe que Я. esel ángulo entre l£stangen- 
езеп A y C.Ademés, el ángulo ф de la figura $ Or puedeencontrara 
usado ф = г, др Estaecuación esválida porque fp,tarealimnente 
muy pequeño, y puede aproximarse mediante la longitud de un aico 
скен las definido por un cado de E ¿qe 24 piesy el alcance de $.(Re- 
cuerde que з = 4) Con base еп la geometría de la figura 8-19с, ж 
ene 


Ен; 
сеф бсн == ба п) 


Toena del momento de área. Usando elteorema 1, -y es 
equivalente alórea bajo el diagrama ME! entre los puntos A y C; 
es decir, 


10е (12086) kpi 


Al aplicar el orma 21, ез equivalente al momento detárea 
Бар» el diagrama MET entre Ey A гежегіс al punto A, puesto que 
де es el punto donde debe determinarse la des ación tangencial. Se 
bene 


шай [д = (брі + 5 (tarien || CO 


+ Flopi) (өре) 
ЕТ 


E 
Sustituyendo estos resultados en la ecuación 1, resulta 


ы _ 4Ш0ісре 36L-pie" Из kopie” 
c 5 Т2древ) El El Ef 


de modo que 
144 k pie? 


= 2910") k/pulgzí 144 pulg? ¡pie?) 600 pulg" 1 pie"/( 12)* рше“ 
= 0,00119cad Enp. 
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EJEMPLO 18.10 


Determine la deftexión en elpunto Cde la viga que se muestraco la 
fgura 8-20а Consdere que E = 210% Есі) = A pulg”. 


5 рію „т Ф | 


н ч р щ ===_ ш 
h 


SOLUCIÓN 
Diagrama M/EL — Figura 85-205. 


Curva alástica Ади debemos encontrar Ar, та 8-20с. Ésta по 
ез oecesañtamente la defleión miima de la viga puesto quee la carga, 
y per ho tanto № curva elástica, po sor simáfricas, Ба h бешга Е-20с 
tambén $e пап 186 tangentes еп А,Н (los Soportes) y Са $6 de 
lermina Гана, Entonces А puede encontrase por iriángulos semejan- 
les, ts decir, 4742 = fpd obien Y -і,,/2 A partir de la сопяғис- 
ción en la Figura $200 se ene que 


га 
Аст 73 “са (E) 


Ташагпа del momento de área. Seaplicarái el teorema 2 parade- 
terminar Ep y гоа. Aquí іу es el momento del diagrama M'Ef emre 
Ay Нано al рит А, 


colo) mo 


Y ica бі momento del Шорта ma МЕР entre Су H respecto de С. 


shefen ете сесі 


Sustituyendo estos resultados en la ecuación (1) е obtiene 


sz in anai _ кина Һи”. 
E 2 ЕР Р ҒҒ AI 
E 
Şi эе rebaja сп unidedes de kips y pulgadas, resulta май б) 
80 k « pie*(1728 pulg” /pie”) Құмға 8-29 


Ас = ару вура 21 ри) 
= (0511 рир Кер. 
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EJEMPLO [8-11 


Спе. Ех IONES 


Determine la defiexióneo d punto Cde la мра que semuestra en la 
figura 8-21а. E= ХЮ) GPa, f = 250(106) mm. 


SOLUCIÓN 


Diagrema M/EL Comose muestracn la figura 3-21b езі ediograma 
зе compone de un triángulo y un segmento parabólico. 


Сигма elástica. Га carga bace que Ін viga se deforme, como se 
muestra en la figura 8 Žic, Se debe encontrar А. Mediante ba pois- 
trucción de llas tangentes еп A, В (оз soportes) y Се ve qué а-ы 
tera — Y. Sin embargo, & puede relacionarse соп ір, por irhingulos 
semepantes,es decir, AIG = дий 0 bin A = Ypg Рог to tanto, 


Ас = iga — aya d) 
Teama del momento de бгев. 5с aplicará el teorema 2 parade- 
leominar fo. Y iga Si зе UA la tabla de la contraportada interia del 


hbropara сі segmento par abótico узе considen el mamento del dia- 
gana М/Ғістіте Ау С respeciodel pumo Cse бепе 


8 - (ве ІІ (Sm y(- Ar ") 


riem өзг [a (2 9) 


0 264 AN o 
El 


Elmomento def фаргаспа MEF enre A y Б respecto del pomo Fes 


ңа = ES п) ІК A ы. 


¿Por qué estos términos зоп negativos? Al sustituir los resultados en 
hecuación (1) зе 0bliene 


П 264 0 - 5 ( жаана”) 
с=с El "ACE 
7168 IN -ш? 
El 


-7168 KN + m' 


TES E 
ть 0143 т 
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EJEMPLO [8.12 


Determine h pendiente en el rodilo Ё de la viga оп doble saliente 
quese muestraeo la Feguras-22a.ConsHdereque E= АНОРа, = E 
(ШЕ) тип“ 


SOLUCIÓN 


Diagma WEL La elaboración deldiagrama МЕ? puedesimplifi- 
case al dibujarko por partes y considerar los diagramas WEF de las 
rescarges, donde ceda una acthasobre una viga en voladizo fa en D, 
figura £22b, (La carga de 10 kN по se {ота en cuenta dado que по 
produce ningún momento en Erno а 4). 


Сигма elbitica. 5 se dibujan tiogentes еп E y E figura 8-22e la 
pendienteso A puede determinarse al encontrártoa.y para los ángu - 
los pequettos, 


І 
Әт айы 4 ) 
¿m 
Tioma del momento de área Pam deerminór koa зе арыс el 
степа del momento de Шшез.айп (еспсотцгаг el momentadel dia- 
шата МЕ] entre 8 y € respecto да punto С. Esto sólo involucra 
al área sombrenda bajo dos de los diagramas de № figura 68-225. En 


Ia) 


Sustituyendo еп fa ectación (1), 

МАЗЗА ЕМ "пз 
(2 т {МИҢ 10°] kN/m ЕПП 107-02) m 
= (МИ? гай 


Ва” 
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8.5 Método de la viga conjugada 


Н. Maller-Bresltau desarrodó d método dela vga conjugada еп 1865. En 
esencia, Tequiere p misma cantidad de cábculos que los teoremas de mo- 
mentode área para deterrninar la pendiente o la deflexón deuna viga 
эт embargo, este métodose basa sio en los principios de la estática ү 
por lo tarto,su aphicóción resultará más femiliar 

La base para el métodoprovienede їазо е ls ecuaciones4d] y 
42005 las ecuaciones 9-2 y 8-4 Риа demostrareúla semejanza, las ecua- 
ciones pueden escnbirse de lasg шее Manera: 


г р ФМ о, 
da de 

шом dy _м 
іс El del El 


y- fra [= 
-/@= | o ДРА) 


Ашы lafuerza cornete У че compara con la pendiente @ сі momo М 
se compera con el desplazamiento TY la оған externa юзе сошрагасов 
d diagrama AVE? Рия арікіт кїї comparición ¿bora $e considerará, 
брута 8-23, tina уда опа Ка misma елшіні que la viga тезі pero асшіѕе 
denominará como La “vga conjugada”. da cual se “CARA” сап e diagrama 
MIEI obtenido de 16 сатра w sobre la Ұша real. A partir de М3 compari- 
симез amtertores аё pueden enunciar dos teoremas relacionados con la 
viga conjugada, Asñber. 


Teorema E La pendiente en жа рий» de la тіре real es кшшігтісі- 
cerdo іргені нін Fuerza cortante са d pania correspondirmte de la 


тір conjugada, 


Teorema 2: Ebdesp lazamientode ши punis en la viga real езиетегі- 
camente igual Ы momento ен бі рано correspondiente de la viga 
conjugada. 


Soportes de b viga conjugada. А! dibujar la viga conjugada 
es importante que la fuerza cortante y el momento desarmllados en aus 
soportes tomen en cuenta la pendiente y el desplazarniento correspon: 
dernes de la viga real en sus soporta, lo cual es una сопзесиепаа de los 
teorenas + y 2 Porejemplo, como se muestra en И tabla 42, un soporte 


Аһ MÉTODO DELA МОА QOM i IG ыза 


de разадоғо rodillo en elextre mo de Шш viga real proporciona un despla: 
Imito cero, pero В viga tene шаа pendiente distinta de сто. Por 
сопзіршеліс.а partir de los teoremas 1 y 2,14 viga conjugada debeestar 
зоротікі por un pasador о un rodillo, dedo que este soporte tiene un 
тю ніс cero pero tiene ma fuerza согіазце с una reacción en el ex 
tremo. Cuando la viga real ей Gjamente apoyada (3), tulo la pem 
diente como сі desplazamiento en el soporte son iguales a cero. Aquí la 
viga conpugada bene un extremo bbre,ya que en este extremo hay una 
fuerza cortante cero y un momento cero. En їн takta se enumeran 10650- 
portes correspondientes de las vigas real y conjugada еп otOScasos, y еп 
la figura 824 se muestran ejemplos de vigas reales y conjugadas, CH- 
serve que, como regla, al pasar por айю la fuerza axial, Ыз vigas rezles 
esátcamente determinadas benen vigas conjogadas estílica mente de- 
terminadas, y las vigas redes estática mente indeterminadas, como en сі 
úbtimo сазо de lafig ura 8-24,se convierten сп vigas conjugadas imesta- 
Мех. Aunque Estoocurra, la carga АЕТ proporcionar é d “equilibrio” ne- 
cesario para mantener la estabitidad de la мра conjugada. 


TABLA 8-2 
Vigareal Viga conjugada 
1} в Шы ССр 4——— 
5—0 0 
pasador рак 
= © 
Ато иий тіз 
бш = | g= 
fijo Еге 
4. AA = 
libre fijo 
s} е сарі алани 
T pasadorioterno q bisagra 
A 
см; 
л=0 пош bona M-i biugra 
ше: пао interno 
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И o” Y 


viga rra) viga con ja ий 


Figura 5-24 


Procedimiento de análisis 


El siguiente procedimiento proporcionaun májodo que puede emplearse рага determi- 
nar el desplazamiento yla pendiente en va puntosobre la curvaelástica de una vigasi- 
£uendoel métodode la vigacon jugada. 


Curva «56 са 


е Dibuje la viga Pajugada рага la уша reaL Esta viga tiene la misma longitud que la 
viga real y los sopor correspondientes sepin 52 presentan eo В tabla 8-2. 

* En peneral, ігі soporte гелі permite Шаа pendiente, el soporte conjogado debe desa 

molar ша erza cortante, уя а soporte real permite un desplazamiento, el soporte 
conjugado debe desarrollar un momento, 
La vigaconjugada зе carga con a diagrama MIET de la viga гез] Se supone que eta 
carga сай dinríbuida en la мев conjugada y quese dirige hacia атро cunda MIEI ез 
positiva, y hacia abajo cuando МЕТ es пегайта.Еп otras palsbras, Н carganción skem- 
pre alejándose de la viga 


Equilibrio 


* Usando las ecuaciones de equilibrio, determine las resaccionesen los soportes de la 
viga conjugada. 

e La cain la viga ajugada en A puntodonde deben detemniarse la pendiente бү 
el despliramiento A de la viga real, En la sección mjeste la fuerza cortante Y” desco- 
поса y el momento М que аса еп susentido positivo. 

= Determine lol uerza cortante y el momento empleando las ecuaciones de equilibrio. 
Vy М жо igualesh бу A respectivamente, рага із viga real En particular, si esos 
valoresson positivos, la pendiente Пепе un жо antihorario y el desplatermiento es 
hucia Ьа. 


А5 METODO DELA МОА COM йі ыза 


EJEMPLO [8:13 


Determine Із pendiente y le deflexión en el punto # de la viga de 
acero quese muestra en la figura £-254. Las reacciones yase han 
calculado. E = 29(10% Ез? = 8) pulg”. 


Sk 
SE 
( Sup т A ЕЕЕ 


зере. -ра--іра- 


es ral 
(а) 


Figura 5-25 


SOLUCIÓN 


Viga conjugada. La figura 8-25b muestra la vigo conjugada. Losso- 4 

portes en А” у ИН” corresponden а los soportes A y В de la viga real, 

uiia 8-2 Es muy importante entender por qué sucede esta El día. 734 

grama MIEI es negativo, por lo que la carga distribuida actúa hacia E vpn coo jurada 
abajo, es decir, se шеф de la viga. (№ 


Equilibrio. Пајо que hay que determinar бз y Ал,25 necesario caku- 
E Vy y Men la vigaconjugada.figuradi-25c, 


_ 5625 k- pic? 


HEF =@, El Do Vr иш 0 


5625 k pie? 
El 


_ -362.5 k - pic’ 
2910) k/putg (144 pulg” /pic* 0 pulg" 1 ріс /(12) pulg‘) 
= -(/%549 rad 


fp= 1, р 


HEM 0: К (25рев)+М »=0 


= 14 0625 К pie 

ақауы) курер; 128) pie” 

= 0873 pes = —L.O5pu lg Resp. 
Los signos negativos indican que la pendiente de la viga se mide en 
amido horario y que el desplazamientoces hacia abajo figura 8250. 
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EJEMPLO [14 


111, 
nn |, 
îm- ә 2 ) 
iN км 
viga гейі 
іа) 
Ғаұпғай-26 


жи» езтн 
© 
ДИ 
ж. Pa i] ñ sakil |+ 
1 -----4-- A) 0 
й 


кіысісшіліпігітіш 


ih 


Determine la deflexión máxima de la viga de acero que se muestra еп 
а figura £-264.Las reacdones ya бап sido calculadas. E = 200 GPa, 
F=60(10%mm*, 


SOLUCIÓN 


Мија conjugiicla. En В figura E-2665e muestra В vga Comugada 
сина соп e diagrama MEL Como Ese es positivo, В carga distri 
bukk асаба hacia arriba (alejándose de la viga). 


Equilibrio. —Lasreñcciones externas sobe la viga conjugadase de 
terminaron en primer ugar y se indican en сі diagrama de cuerpo 
Ене de la figura 5-25. La deflerón máxima de la ура realse produce 
en el punto donde i pendiente de la viga escrro. Esto corresponde ш 
mimo punto еп la viga conjugada donde la fuerza cortante es cero.S1 
se suponequecske punto aciósdentivdela región U =x = Фп безде 
Ате puede ајаг Ға sección que se muestra en la figura 58-264. Ob- 
serve que el pico de h carga distribuida se determinó por triángulos 
semejantes. esdecir. uk -(18/ЕГУ9,5е requiere que F =0de modo 
que 


> 2х 
ЕРІТЕ 
л=б.71птп (0<:%9а)ОК 


Usmdo este valor de х, la deflezión misma en b viga real corres- 
ponde al momento М. Por consiguiente, 


¡HEM = 0, Eten- penon "|! (&Ь71)+ М ug 


2)126№:-т? 


A má = M'=- 
En Ef 


ZN 
TIONDE EN NOO, N umt (1o 0 Ы 
--00Ю8 m = —16Ё mm Resp. 


El signo negativo indica que la deflexión es hacia abujo. 
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EJEMPLO [8,15 


La trabe de la figura 8-27a еда hecha de ман viga continua y refor- 

zada en 51 centro, соп phras de cobertura еп а sio donde 3u mu- 

mento de merda es mayor Lossegmentos extremos de I pies tengon 

ип momento de meria de / = 450 рае“ y la parte central tiene пп 

momento de inercia de Г = 900 pulg! Determine E deflexión en el С. AE 
entro C Considere que E= 29(£0% ksi, Las reacciones уй bansido кы к че y y plas 
calculadas, Аг мей pie 
SOLUCIÓN 


Viga conjugada. Еп primer lugar se determina el diagrama de 
momento para E viga, figura 2276 Como / = 2f. por simplicidad. 
la caga sobe b viga conjugada puede expresarse en términos de la 
constante de £i comose muestracn la ұша 5.27. 


Equilibrio. Las reacciones sobre la мра conjugada pueden calcu- 
hræ por La Simetría de la carga o mediante las ecuaciones de equili 
bio. Los resultados se muestran еп La fig ura 6-27, Como debe deter- 
mimaa la dellexión еп C se debe calcular d Momento interno en С”. 
Empleado e método de lassecciónes el Segmento АС" se aida узе 
determinan bs resultantes de lascargas distribuidas, asf comosu ubi- 
cación, figura 8-27, Por lo tanto, 


ШЕ 720 зы) 36 
КЕМ = Е "Ер 0180 = pph- qe -н (9) + Mo =0 


ШЕШЕСІЗ мс) 
El 


Al sustituir los dutos numéricos para El y al convertir las unidades, se 
hene 


Mo = 


11.736 k » pie'(1728 pulg”/pie”) 
290107) k/pulg (450 pulg”) 
El signo negntivo indica que la defleión es hacia abajo. 


SB. = Мс = - = -155 рше Resp. 
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EJEMPLO [8716 


Determine el desplazamiento del pasador en Ë yla pendiente de cada 
segmento de viga conectado al равасия рага la viga compuesta que se 
muestra en la figu га 4288. E = 29100) ksi. f = 30 pulg. 


| ~ ER 
A o A а bnn ) 
; ...s en . нЕ E 
н ено 13 ны] р че АЯ 
vizaton jugala curvas айса 
i} ім 
Figura #-28 
SOLUCIÓN 


Wigs conjugada. Еп la figura #285 ве muestra ЕБ amva elástica 
рага ін viga соп el fm de identificar el desplazamiento desconocido А, 
y las pendientes (Әң y (ón) ala izquierda y a Ін derecha del раза. 
dor Usando ін tabla EZ, la viga conjugada se muestra еп la figara 
Е28с. Por simplicidad en el cálculo.el diagrarna АЕ se ha elaborado 
жп pies empleando el principio de superposición comose describe 
еп lasección 4-5 А ete respecto, la viga гені se considera en voladizo 
desde el soporte izquierdo, A Se proporcionan Es diagramas de mo- 
mentopara la carga de E kla fueszareaciiva G = 2 Ку le carga de 30 
k . pe. Observe que las regiones negativas de este diagrama desarro- 
Шап una carga distribusda hacia abajo y las regiones positivas tienen 
ura carga distribuida que actúa hacia arriba 


—є 


> 
—3 
| 
че 


(= из. 
E 
z | 
ШЕ 
Г 
ї 
L 


[Шш Eme 


A БЕШ ) 
viga ссе» TALCE шетті 


и) їй} 
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Equilibrio. Еп primer Jugar se calculan las reacciones externas еп 
E" y €” y los resultados зе indican еп la брига 8252 Pire determinar 
(f a} ysesecciona la viga conjugadajustos la derechade A y se calcula 
la fuerza cortante (Ы „.]н igra $-¿8e, Entonces, 


225 40 36 
+EF,=0 Frk Єт = = у "0 
HR k- pio? 
(094 "ІР, = A 
_ 7285їтре? 
[29(10%( 144) к/ре зу 121 pie* 
= HER ља Rep. 


El momento mermo еп Y prodice eldesplazimiento del pasador. 
Asique, 


225 450 36 
Мр -Me + 205) — Еч? – 15) 0 


As = Mg = 2304 k pic” 
El 
2 DM Ер 
ре 107) (144) кур ОД 121 ре“ 


ш -038 pies = -458 pulg Resp. 


La pendiente ($), puede encobirarse а partir de unasección de la 
viga justo a la itqulerdo de E, figura Е-28/ Por lo tanto, 


Па 225 450 36 


шола ЖЕЛ ы 


(Onde = (Уе): = 0 Resp. 


Por supuesto, Ay = Mg para estesegmentOes d mismo que secalculó 
ссп anterioridad, ув que en las figuras 8-2£e y6-2Eflbs brazosdel mo- 
mento sólo son algo diferentes. 


125 
Spies" S 2 
м ispisa 
Fo і 
Yri | >“ 
ы 
El 
@ 
25 
E 
spa L H 
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| | PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


H-E. Læ losteoremas de momento de área 7 deter- 
ancla pendienteen A Yladefleciónen A. E Secun. 


Ш-П. Resuelva el problema ҒБ-ІПепзрісммісеі método 
de la viga congu ada. 


AE жа AN f 


| Jm - 


108-1 


FIA Use los teoremas delmomento de ітей y deter- 
mine ін реті піс сп E yla бейетіді m E Eie constante. 


MA Resud va elproblema FE-lZemplemdocel todo 
de la viga coo jogada 


-la Use los teoremas delmo mento de brea y deter 


mine la pondiemo еп A усі desplazamientocea C, El са 


ше. 


8—15. Rewelvaciproble ma Ё Ё#-14Фепэр\е шыйкъеЇпэёїсйо 


de ls viga conf pad а. 


о | — 141 —— + 
R- 15 


M-56. [зб los teoremas de momemo de área y deter 


mine lá Pendiente en A y a desplazamiento еп С EF es 


constante. 


VA Respeva ciproblema FR lġempkandori moda 
de la viga conjugada. 
нф 


a ЛАС 80, 


са; E 
3-і 


c Н 


-164-17 


A-H, Іле losrcoremas de momento de ¿rea y deier- 
mine la pendiente en A yd desplazamiento en E. EF ев 
constant с. 

8—19. ResuelvaciproblemaF 8-18 mpleando сіно rudo 
de lp viga соп jugada. 


41% ач 


20, іне юз teoremas del momento dedrea y deter 
mine la pendiente сп Ay d desplicamiento еп E Ela 
COM E, 


MA. Resotha el problema FE20 empleando el ііі 
de la vigaconjugacia. 


SARA 
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| PROBLEMAS 


HA Deer la pendiente еп Ву el «iesplaramiento 
miimo de la ga. Ес los orema del momentode йгеш. 
Comski que E 29107) kst, f= 500 рц. 


9-11. Келија Я problema 8-lUempleandog] método de 
Малға conjugada 
15k 


К с 


EEL — 


Fria 8-10 11 


"8-12. Demne la pendicate y deperimento еп С, 
ЕЈ excoomiante. Lae los teore masde Intento de теа. 


Hi Reva d problema E- emplesado e mido de 
la viga con jugada 


(3k 
А к "=> | = 


B -ы. 
Б-----Зірен 


Prois. 8-12-13. 


15ріев 


8-14. Dacre q уйін dea de modo que la pendiente 
en А sea igual a сего. El es constante. Lig dos teoremas dd 
mantap de Área 


9-15. Есашејуа d problema 6-14 empleando A méodo de 
la viga con jugada 
"0—15. ІМеппіле e valor de e de modo que el desplaza 


micato en Enea igual а соо, El a consiente, Lie dos (соте 
masdel momento de drea 


39-17. Respelrac! por beni &-1бф cm рістік сі métode 
lnviga conjugada, 
F P 


8-18. Determiss la pendiente y eldesplázamieno en ЄС 
Ё Тең, constante Lie los teore mas del mo етіп de irea 


3419 Нес асі рсііетаЕ 1 empia el método de 
inviga coojigada. 


тиш тшшн 
— | | E - 2 


Proba H- EEY 


‚ 


420, бта la porthente y el desplaza miento en el 
areno С dela viga, E= M0GPa,/ = O(10%mm*.Use 
ka teoremas (El momento de área, 

$1. Rescirad problema8-20 empleándoe! métodode 
la viga conjugada 


5-12. ТА qué distancia q de ben colocan іе soportes de 
cojinete ет Ay Ade екі» ques ldesplazamientocaclora- 
tro del сс sea iguala la deficción en sue extremos? Los oo- 
jinetes sólo ejercen resociones verticales sobre el gt. ЕГ 
amunt. Use Кш teoremas de momento de área 


2-24 БКга ае problemas ¿2empleandoelmétodode 
la viga conjagnda, 
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"24.  Deteimine сі desplazamiento en C y la pendiente 
еп Я. ЕЛ сй өлтенілгіе, Lise los teoremas del mame f to de 
área 


8-25, Ве үа срт! ma 8.24 empie do elit pdo де 
l vigaconjogada. 


аһ AAN 


В A A ” 
* S A ar e cS Ja -- 


Proba. В-24/%-15< 


8-26. Петин: A despiazamicnin «п (7 la ретыНел te 
еп A El e conse, Use dottroremaás del morero de 
Ира. 


ипи жата. 


Ргоһ,%-26 


MF Determine d desplazamiento en C y la pendieme 
en E Ele constante. Lic d métodode Іш vigacon jugada. 


FE Determine Шш fuerza Fen d extrema de la viga С 
de modo que eldesplazamientocaC ве вірша аот E Гей 
omnie. Lise los teoremasde! momento de dre. 


== 


Prot 8-24 


6-20. Decermine la ішегін F mele tremo dela viga Cide 
modo que d desplizamiento en Соқа IRUM а ermo. Efes 
constaríe, Useel iiiaio de la vga conjugada. 


= | sa | 
| | аа 
Frob, 8-29 


6-30. Determine la pendiente en Н yd desplazamiento 
en € El e commante Une dos teoremas del momento de 
Aoa 


E3. Determine la pendiente m M ye desplaramiento 
en € Elescomstante. lke d método de la viga conjugada. 


O ш 
Prob.H-31 


Tu 


4-32 Determins 9 desplazamiento máximo y la per 
denteen А Efecconsiante Use Кн teoremasd e momento 
deira. 


2 
а-а 
Proh 8-32 


HI Determine d desplaramiento máximo m E y lp 
pendiente еп. Efes constante. Uie el método de la viga 


%-М. Detemmios la pendiente y а demplarumionio еп С 
El es снуна, Le dos teoromas de momenlo de ёгса, 


a Жыры ыш) 


Proh 4-34 


DA Determine la pendiente y el desplar sitio m E 
Ere contíante Lise d métodode la viga congugada. 
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FM Detemminrcides plaza miento cod. Suponga que А 
eun soporte Пе, A e una айкасып y O es ша rodilo. 
El acom tante. Use los teoremas de | momento de irea. 


Мам 


v F. керы нинг: 


Proh В-5% 


8-31 Геге d йдееригатіннмо еп C Suponga де А 
вз un=oporte б јо, Ses ша жгікшесііп y Des ша rodilo. 
Ele combate, Liscelmétodode la viga conjuga. 


з E, 


5H.  Debenmine el desplazamiento en D y la pendiente 
en D Suponga que Аса unsoportefijo, Fes una шіні lación 
y Сезип codillo, Lise katworemas del motenio de Área, 


Prob. 8-44 


FM  Deterimóe el desplazamiento еп D y la pendiente 
en D, Зароғда que А са un soporte Mjo, A cs una articula 
dön y Cesun rodill, Use d métodode іа уіра conjugada. 
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REPASO DEL CAPÍTULO 


La дее de un не meko (oestruetura) siempre 
puede exa blbcerme cuando se conoce el diagrama de 
amo, рога Ки momentos риу Wakerin а 
doblar е] dememo comc һала arriba, y los mo- 
menta pegaireos tenderán а doblar a elemento (00 
сано. Баста abajo. ГИ] mismo modo, Іш forros роса] 
de Оран de momento puede determinarse яй $e 
conoce scurva de deflexión. 


"= по dedo кїн 


Ра зц 
corrade ӛ-Пехін, 


La айкасып de una viga de b kio a la defle món puede 
determinarse median tela doble integración de is 
ecuación 


de м 

del Е 
Мары е! пакаты mero М дере expresarse em fm 
ción de las coordenadas х que se елегије в través 
de la viga. Las constan tes de inte ру ación е ойып dle 
Іш сюй ишуге бетге йа 00 пк la де Песь cero en 
un soporte de рг о rodillo, y la defiexión y la 
perdi en тесего enun soporte fijo. Sise requieren alpi - 
nacoocdena imr en tonces debe consider шгы: lacon- 
tinuidadale la pendiente y ladefiección dodeci le) =: 
Sl y mid = ma) enri = e 
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Sid diagrama de momento tiene una forma impie se pueden usar Ұн beoromas del momento do drea od modo de la 
viga cogugada рага determinar la desviación y la pendieme en un puerto de la viga. 

Los heonerntas de | momen to de brea е смен рег an kos ña gulos ylas deny ocios verticales e a [ге Таз 44 п pen bes endos pun- 
то А y В mie la cura eláctica, El сапт en la perbiente se епсшега а parto dd kea bajo d арғыны MEF етеге Еж 
dos puntos, y la desviación se determinacon base enel momento de área del diagrama MEF (үні respecto al punto donde 
ocurre la desviáció г. 


Coal и". E Pa 
A A 


б, "А гез dol ила MIES 


Lara = RIA гоа 1501 Riogram AET) 


Емші» dela viga соп црв c muy detallado y requiere ін араққа de los pi inciplor de la сїй tica, ГК manera muy 
simple, se еншікесе la ya conjugada isando la Labla 8-2. después зе considera la carga coro гі балала MEL La pen- 
dente (defflexiónien un punto sobre la viga real esentonces igual а la fuerza соң міс (momento) enel mismopunio sobre 
М уірасоп ju рада. 


viga ны viga conj еі 


desplazamiento en los extremos де la cubierta de aste puente puede deter 
minare durante su construcción eingleando métodos de energia, 


Detlexiones empleando 
métodos de energía 


En ане capítulo se mostrará cómo aplicar loz métodos de energía 
рат escher problemas сре Involucian a la pendiente у a lo deñexión 
El capitulo comienza соп un análisis del trabajo y la anergia de defor 
mación, seguido por un desarollo del principio del tmbajo y la 
energía. Después se estudian el método del trabajo virtual y el Eo- 
юта de Castighano, y estas cnica se emplean para determinar los 
desplazamientos Өл puntos espedfioos de armaduras, vigas y тагоб. 


9.1 Trabajo externo y energía 
de deformación 


Los métodos semigríficos presentados еп los capitulos Antetiotes son 
muy electivos para encontrar los desplararnientosy pendientes en pun- 
los de ни sometidas n cargas bastante simples, Рага сатра másocmpli- 
cadas о en estiucturas como armaduras y Margos, зе Spiere realizar los 
cáculossiguiendo los métodos de energía. La mayoría de hs métodos de 
energía Se базна еп el principiode conservación de la enerefaque C44- 
Месе que el trabajo reabzado por todas las Ганта coternas que асі 
sobreuna estructura, El se transforma en trabajo interno 0 energía de 
defermacón, E, la cual se desarrolla al deformaras laestructura, Si 10 56 
ехсейе el Білте Міс del material, laonergía de deformación Бра 
regresará 4 la estructura а su estado sin deformar, cuado hs cargas wan 
retiradas. El principio de comervición de la energía puede establecerse 
maternáticamente coma 


[tr =e 8-1) 


So embargo, antes de desarrollar cui lquierá de los métodos de 
energía basados en ече principio, primerose determinarán el trabajo ex 
Emo y la emmega de deformación causados рог una fuerza y ца mo- 
mento. Las formulaciones (qué $e prescatarín Зегуігіп de base рага cim- 
prender hos métodos de trabajo y energía que le siguen, 


341 


342 


Сапшо (211%! ОМЕ% сон АЧПОО METODOS ОЕ ENERGIA 


Trabajo externo, fuerza. Cuando ила fuerza F experimenta шп 
desplazamiento ах en la mima dirección que la fuerza. el trabajo reali- 
ado Е5 dU, = Fdx S el desplazamenñto told “б x el trabajo Se con- 
vericen 


i= [ra (9-2 


Considere abora el сіссіосанзжміп por una fuerza axial aplicada alex- 
vemo deuna barra como la quese muestra en la figura 12. A medida 
que la magnitud de Е зе incrementa pradualmente desdecero hasta un 
valor imie F= Pla elongación final de la barm 82 convierte еп А.Я el 
material беле una respuesta elástica lineal. entonces E (РУД). Я se 
sustituye en la ecuación 9-2 үзе integra desde 0 hasta A, resulta 


U,= 3PA (93 


lo que representa el Fearin gular sombreada de la figura 9-1. 

De ено también puede conchirse que cuando una fuera se aplica 
gradualmente sobre la barra, y mwi magniud se construye linealmente 
dende сего пама algún valor Pel abajo realizado es iguala іа екіртігші 
de la fuerza media (Р/2) por el despiszimiento (A). 


9) TRABAJO стек” PERA Оё ООММ АСУ 


Suponga ahora que Р ya esk aplicada sobre la barra y que аһста se 
aplica otra fuerza Е, por lo que la barra sedeforma aún máx en шпа can- 
кіні A. Figura 9-1b, Entonces, el trabajo realizado por Ё (по por К) 
cundo ta barra experimenta la deformación adicional Y es 


E = PS 5-4) 


Aquí el trabajo representa el da recianguler sombreada de la figura 
916. En este caso, Р по сат Маза тарпйїкї porque 4'e cansadosólo 
por Е. Por lo тапіс, еї trabajo es simplemente la magnitud de la fuerza 
(Piporel desplazamiento (47), 

Emonces, puede afirmarse de manera resumida que al aplicar una 
fuerza P ala Багга,хе guida por la aplicación de una fierza Ке trabajo 
киз realrado por las Фа fuerzas езі representado porel área triangu: 
lar АСЕ de la figura 9. 15. El área triangular АБС; representa el trabajo 
de Pqueescausadopo rsudespla zaméento Ael área triangular НСІ) re- 
presenta el trabajo de Е debido a que esla fuerza provoca ш desplaza- 
miceulo А y por último, el área rectangular sombreada MO EG repre- 
senta el trabajo adicional realizado por Р cuando se desplaza Ж a causa 
deF". 


Trabajo externo, momento. Е rabajo de un momento se de- 
fne por el producto de la magnitud dé momento М y el ángulo dfa 
través del cus gira, es decir, dU, = М dé Гама 92 Siel ángulo total de 
rotación es éradianes, el immbajo se convierte en 


y, І мав 6-5) 
ў 


Como еп elcaso de da fuerza, si el momentos aplica predudirmente 2 
una estructura que tiene гезршезіл elástica linealentre cero y M enton- 
aus el trabajo es 

EL = мв (4 
Sin embargo, d Momento үйез aplicadoa la estructura y Otras cargas 
deformanaón más la estructura en unacantidad € ,enlonces М girad” y 
el rabajoes 


Ej= M8 9-7) 


АИ 


Figura 9-1 
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Energía de deformación, fuerza axial. Cuandose арса una 
fuerza axial MN de manera graduala la barra quese muestraco la figura 
9.3. deformará ej material de manera que el robajo externo realizado 
por Næ convierte encrergía de deformación la cualse almacena en la 
barra (ecuación +1) Siempre que el material sea elástico Iueal ta hey de 
Hooke зеңі válida, = Es y Sila barra tiene un ána constante А en su 
secdón transversal y una лайн Le esfuerzo nomal eso= M/A y la 


deformación final es e = Af L. En consecuencia, М/А = Ғ(А/ L} y la des- 
vación final #5 


NE 
ё = ас (9-8) 


For lo iano, al sistituircon Р = АГ еп Їз ecuación 9-2, la energia de de- 
formación en b barrats 


NL 
U, = 2АЕ (9-9) 


Energía de deformación, flexión. Considere la viga de la 6- 
gua 9-4 ,quese distorsiona por la aplicación gradual de lascargas P y 
w. Ғ.Яаз cargescrega un momento іп temne Меп la viga en una sección si- 
tuda а una detancía х del soporte izquierdo, La rotación resikane del 
elemento diferencial dr.figura 9-4b.puede determmare con base en la 
ecuación 8-2 сл decir. d8= (M/F) dx En consecuencia. la energia de 
deformación, o d trabajo almacenado en el elemento, se determina а 
partir de la ecuación 9.6 puedo que el momento interno se desarrolla 
gradualmente. Entonces, 


du: EA 9-10) 


La energia de deformación рага Ін viga se determina ні integrar ese re- 
suado por toda la longitud Г. de la viga. El resultado ез 


= f М 9-і) 
Р 
ПЕЕШЦ 
а 1 «їх 
таса Y 
i) (8 
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9.2 Principio del trabajo у la energía 


Ahom que yase han formulado el trabajo y da energia de deformación 
рға ua ferza y un momento,se ikostrará cómo pueden aplicarse la 
conservación de іп energía о el principio del trabajo y le energía parade- 
terminar e desplazamiento en ип punto sobreuna estructura. Рага he- 
сетіп, considere la determinación del desplazacuento O еп сі punto 
donde se aplica la fuerza F ala vga еп voladizo de ta figura 95. А partir 
de la ешасібп 93, el mbajo emerno es U,= РА. Pam obtener la 
energía de deformación resultante, primero debe determinarse el mo- 
mento mermo como ina función de la posición х еп la viga y después 
aplicar la ecuación 9-11. Enese caso M = -Frede modo que 


us Г Мх „ E-PrPdx LPH? 
s Д o 2El б Е 


Al gualar el trabajo externo con la energía de deformación intema y al 
despejar d desplazamiento desconocido Ase tiene 


ы, = È} 
1 1 Рт? 
EA AS 
2 El 
PL 
ӧ м ЗЕТ 


Aunque la solución aquí es besame directa, la aplicación de este mé 
todose Hmla a ubos cuantos proble mas seleccionados. Cabe señalarque 
sólo puede aplicarse ina carga а la estmectura, puesto que s se арфсазе 
másde una carga babría un desplazamiento desconocido Бајо cada carga 
сіпсінсіуе podría escribirse sóbo una ecuación de “trabajo” para la viga 
Además, slo puede obtenerse d desplazamiento bajo la fuerta, porque el 
trabajo extemo depende tanto de lafuerza como de su desplazarniento 

ndiente. Una manera de sortear estas limitaciones consiste en 
emplear d método del trabajo virtual o el teorema de Castiglizno, los 
cuales se caplican еп lassiguientes secciones, 


54% ГарітлоФ СЕБЕК НМЕ ЕкірІҒАМПО METODOS ОБ ENERGÍA. 


f-1 
Aplicación dde la corga «ші ~= 1 
Ф) 


к 
Ар әки delicias reos A, PA 
4% 


Fipa 9-6 


9.3 Principio del trabajo virtual 


Exe principio fue desarrollado por John Bernoulli en +717, y en ocasio- 
nes se le conoce también como el método de b carga unkaria Propor- 
dona un medo general para obtener el desplazamieuto y ta репфеше 
en шп punto especifico de una езіпкішті, ya sea ша viga, Marco о 
шан armadura. 

Antes de desarrollar el principio del trabajo virt val se roquiere hacer 
algunos enunciados generales sobre el principio del trabajo у la energia. 
lo cual se analizó en la sección antertar. $ se toma una estructura de- 
formable de cualquier forma о tamaño y se le вріса una serie de апұат 
externos P se produciráncargas buenas шеп puntosatravés de toda la 
estructura, Es necesario relacionar Газ cargas titemas y extern as mediante 
las ecuaciones de equiibrio. Como consecuencia de emas cargas, OCU- 
mián desplazamientos extemos А en las cargas Py se presentarán des- 
plazamientos internos 8 en cada punto de carga interna u. En general, 
alosdesplalimiecntos no Пелем que ser elásticos. y quirá nose relacionen 
соя las cargas;sin embargo, fos desplazamientos internos y exterros deben 
estar relacionados por la compañibibidad de los des plitamientos. Еп oras 
palabras.si se conocen los desplazamientos externos, los desplazamien- 
юз internos conespondientes estarán definidos de menera ímica. Enton- 
ces, d principio del trabajo y los exados de energía puede enunciarse de 
manera general como sigue: 


EPA ш Ед 
Trabajode Las Trabajo de hs (5-12) 
cargas enerne cargas internas 


Con ise En езе concepto, аниа se desarrollará el poncipo de tra 
Баю virtual. Para ellose considerará que іа estructura lo cuerpo tiene 
ша forma arbitraria como se пика en la figura 96, Suponga que es 
necesario determinar el desplazamiento A del punto A еп el cuerpo cal- 
sado porlas"cargas reales” P,, Ру P, Debe entenderse que estas cargas 
по causan movimiento de los soportes; зп embargo, en general, pueden 
deformar d material mát ЛИ def tinte elóstico Como ninguna carga 2x- 
terna асаба sobre el cuerpo еп A пі еп la dirección de А el desplaza 
miento A puede determinarse sise coloca primero ипа сагро “vimual” 
өзіме e cuerpo de modo que esa fuerza Р' айе en la mirma dirección 
que A, figura 9-64, Por conveniencia, que será evidente más adelante, se 
elegirá Р' œn ша magnitud “unitaria” esdecir, Р' = | Para describir la 
смра se sa el téemmo “уйга” debido а que es imaginaria yen realidad 
то gibi como pare de b carga remi Sin embargo, la carga unitaria (PF) 
«теп Una carga virtual interoa men іш elemento o fibra representativa 
del cuerpo, coómose muestrato la бржа 9-ба, Aqui Œ requiere que Р y 
ase relaciones mediante las ecuaciones de equilibrio. t 


“Ендішгтпангінігигін тертеп йрн erica dk ungarmad иги, UNS тўра о parto e 
рейх. 

Y Aru олм аграр Prrvócioln desplaramentos: тігін, 1050 Lomari 48 шй тыр 
шыр. 


93 Расинг И! TRAMO VITAL 347 


Lina vez aplicadas las cergas virtuales.el cuerposstá sometido a las паз 
vales F, Р, y Ру, беша 9-65, El punto А se desplazará una cantidad А. la 
cua casará que el elemento se deforme una cantidad Æ. Como resul- 
tado, la fuerza уйш] externa P yla carga virtual interna н se“ pasem án 
alo largo”de Ау dí, respectivamente, y por lo tanto realizarán un ӛтіхіс 
ме exter no de 1 - À sobe el cuerpoy un trabaje virtiaf interno бен «ШІ. 
sobre d elemento. Sise toma en cuenta que el babajo virtual externo es 
igual al trabajo vilual interno realizado en todos los elementos del 
cuerpo, es posible escribir la ecuación del trabajo virtual como 


Гу «ттл» virtuales 
1,4 = Zu dl 
14 desplazamientos mentes (9-13) 


donde 

F = 1 = arga шіизгін virtullertema que actúa єп le dirección de А. 
Нж carga Упа! mtema que anda sobre el elemento en ің фехұл de dE. 
A= desplazamiento externo casato por las camas reales. 

Ж, = deformación interna delelementocausada porlascargas reales 


Al elegir P =l puedeverse que lasotución para А resulta directa- 
mente, pues que å = Eu АҒ. 

De manet parecida, deben determinarse el desplazamiento rotaci- 
rel © la pendiente de la tangente еп un punta sobre UNA Estruciura.se 
aplica un momento de par tual МЕ conmagrátod uniana en el punto. 
Cano consecuencia, este momento de par сімен una carga virtual шу en 
uno de los elementos del cuerpo. se supone que las cargas reales defor- 
men el elemento una cantidad diJa rotación puede encontra rse apar- 
tr de la ecuación del trabajo virtual 


cargas vinunles 
1:6 «Ұш, ШІ. (9-14) 
tt desplazamientos reales 


файе 
M= 1 = momento de par Unitario virtual externo que аси en la 
deección de 0 
ць = сара virtual inlerna que actúa sobre un elemento en da dirección 
деді. 
$= denluzamiento rotecional externo o pendiente en radianes 


causados рог hs cargas генез. 
dal. = deformación interna del elemento causada por hs cargas reales 


Este métode pera aplicar el pomeipio del tabajo virtual se conoce 
comúnmente como el método de las fuertas virtuales. dado que se aplica 
una fuerza virtual de lo que resulta el cálculo de un desplazamiento real 
En ese caso, la ecuición del trabajo virtual representa ип жашай de 
compotibilidad рат estructura. Aunque aquí no es importante, ob- 
serve que lembién es posible aplicar el principio del trabajo virtual como 
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Aplicación delas cupearcales РР; 
(b) 


Pigura 9-7 


ип método de desplazamientos virtuales. En esie caso, se imponen despla - 
zanientos virtuales sobre la estructura cuendo éstase encuentra some- 
64 а opos reales Ese método puede usarse para determinar una 
fuerzasobre о deniro una estructura? de modo que la ecuación del ma- 
bajo virtual se expresa entonces como un "ейік de equilibrio. 


94 Método del trabajo virtual: 
Armaduras 


El método del trabajo virtual puede usarse pera determinar el desplaza 
miento de una junta de armadura cuando Іш armadura está sometida a 
una carga externa, o шп combio de temperalura.O porerro res de fabrica- 
сіп. А comtinuación se analtrará cada una deedas situaciones. 


Carga externa, Рага faciálar la explicación, considere el desplaza- 
miento vertical А de una junta A de la armadura que se muestra en la f- 
аша 9-/7 Aquí, un miembro ftípicode laarmadura ser uno de sus eie- 
meos соп longitud L, figora 9-76. Si las cargas aplicadas Ру y Р, 
ocasionan una Fespuestamenteríal lineal ейішіса, este miembro se deforma 
en unacantidad Al. = NE/AE doode Nes la ішегі noomal о axialen e 
elemento, cáuspdá por lás cargas S 56 жы 15 ecuación 9.13, enlooces 
la ecuación del trebajo vertual раға la armadura es 


ямі 


lâu SAE 


(9-15) 

donde 

1 = сата unitaria virtual externa que ación sobre ia junta de la 
armadura еп h dirección indicada de А 

п = fuerza normal virtual intemaen un ebemento de una armadura 
causada por le carga unitaria virtual externa, 

4 = desplazamiento externode la junta cansado por las cargas reales 
sotre la armadura. 

М = fuerza oml intenaen un elemento de la ármad ura causada 
por Las cargas reales. 

L= longitud de пп elemento, 


Ат irentinsver 28ldeunelemento. 
Ex пус deelaticidad de un demento. 


La formulación de cata ecuación se sigue еп forma natural del desarro- 
No еп la sección 9-3. Aquí la сагта unitaria virtual extema crea fuerzas 
virtuales internás п ес coda una de los elementos de h ¿rmadora. Enton- 
ces las cargas reales hacen que la junta de іа armadura se desplace А en 
ін músmadieocón que la caga unitaria virtual, y que cada elemento se 
desplace NL/AE en la miang dirección que Su respectiva fuerza m. En 
consecuencia, el trabajo virtuaterterno |. 4 es igual al trabajo virtual in- 
ктш) ù іа energía de deformación mterná (virtual) almacenada сп todos 
іззеіе mentos de li armadura decir,  EnNL/ AE. 


"Add at ud ап loción aa reliiion el principo de Millar Arcalas, 
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Temperatura Рп algunos casos, los elementos de una armadura 
podrían cambiar su longitud debidoa Із iemperalura. 3 a есі cofi- 
denie de exparsión térmica de un elemento y AF E el cambio en SU tem- 
peralura,el cambio т h ішігі de un elemento ез ÁL sa AT L Ро lo 
tanto,el desplazamiento de una punta seleccionada en иша атпай ша de- 
bido а este cambio de temperatura puede determinarse а partir de la 
ecuadón 9-13 escrita como 


[raes naar] (9-16) 


donde 
{ = сагва bniteria virial externa que ación sobre la junta 
de ta armadura en є sentido indicado de А. 
т = hena normal vital interca en im elemento de ina armadura 
casada por la carga untara vartual externa. 
А == desplazamientotxterno de lajunta catisado por el cain bionde 
ampera ига. 
a= cotficiente de expansión térmica del elemento. 
АҒ = cambio еп La empers ira del eleme pto, 
І. = Юпрїї\] det eleme nto, 


Errores de fabricación y comba. —Enocasionespueden presen- 
tarse errores de fabricación en las longiudes de los «Істе nios de una аг. 
таша. Además, en algunos casos es necesaño hacer los elementos un 
poco mds largos © más cortos para obtener una comba еп la armadura. 
La comba spale consiriicse еп una armadura de puente par que la 
cuerda ipf siorse curve haga arriba еп шпа cantidad equivalente a la йе. 
Блп haga abajo de h cuerda cuando está sometida a todo 61 peso 
meno 84 puette. Si ца «bemento de la armadura 45 más із meños largo 
de lo previsto, d desplazamiento de una junta de la amad ura respecto а 
su росси esperada puede determinarse mediante h aplicación directa 
de la ecuación 9-13, escrita como 


өз?) 


{ = сада unitaria virtual externa que actúa Obre В junta 
de la armadura en la dirección indicada de A 

т = fuerza DONMA үшінгі intema de uo elemento de una ermadura 
causada por la carga unitaria victual externa. 

А = desplazamiento externo de la junta ocasionado рог los errores 
de fabricación. 

AL= diferencia en longitud del elemento respecto asu lamaño 

esperado а causa de un error de fabricación. 


Si soke 1а armadura асап cargas externas y algunos de 109 elerne 0105 
están sometidos а u cámbio bérmnicoó se han fabricado con dimensio- 
nes incorrecias será necesaria una combinación de los lados derechos de 
ls comaanes 9-15 49-17 
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Procedimiento de análisis 


El siguiente procedimiento puede uarse para determinar ип desplazamiento específico 
de cualquier junta en шы armadura aplicandoel método de trabajo virtual. 


Fuerzas virtuales n 


* Coloque la carga Unitaria sobre а armadura еп la junta dande debe determinarse el 
desplazamiento, Lacarga debe estar en la mima dirección que el desplazamiento es- 
pecificado, рог ejemplo horisiintal o vertical. 

= Con la carga unitaria colocada de esta manera усп todas hs cargas reales riiradas 
de la viga, Wilce el método de los nudos о el método de las secciones y calcule la 
fuerza interna men cada elemento de la armadura. Suponga que les fuerzas de tendón 
зоп poslives y que La fherzas de compresión sem negativas. 


Fuerzas reales N 


өлме е método de las secciones о el método de los mhios pará determinar la fuerza М 
eo сайа elemento. Estás fuerzas son casadas Únicamente por las cargas maes que 
actúan sobre La armadura. Una vez Má suponga que las fuerzas de tensión 400 pasii- 


vis yque las fuerzas de compresión sn negativas, 


Ecuación del trabajo virtual 


е Aplique la ecuadón de ға Бајо virtual, para determinar el desplazamiento deseado, 
Es importante comervarel signo alpebraicode cada una de las fuerzas n у № oortes- 
pondientes ві sustituir estos rminos en ік ecuación. 

Si їн sumatoria cesultante Уп РАЕ ғ positiva el desplazamiento A tiene la misma 
dirección que la carga лапа, 6 se obtiene un valor negativa, А e opuesto а lacarga 
Al aplicar 1-4 = Eno ATL, бара en cuenta de que sí alguno de los elementos +xperi- 
menta Yo auprento de temperatura, АТ зві positivo еп міс que una disminación dde 
la temperatura resultará en іш valor pegerivo para АТ 

Para que {+ A = En Al cuando un errorde fabricación aumento ш longitud de un eke- 
mento, Al. ез positivajen tanio que шпа disminución de la longitud 05 negritiva. 

Al apicar cuelquier férmula debe prestarse atención a las unidades de сініп cantidad nu- 
тётка. En particular, a la carga unitaria virtual puede asignársele cualquier unidad 
arbitraria (Б.р, N,etc.), puesto que las fuerzas и tendrán catas mismas ші жі, y en 
cunsecuencia Les unidades, tento de la carga undaria virtual como de las fuerzas mse 
cancelarán 2 ambos lados de la ecuación. 
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EJEMPLO (91 


Determine el desplazamiento vertical de layunta Cde la armadura de 
acero que se muestra еп іа бешга 9-40. El área de la sección transver- 
зі decada elemento es А = берш y £= 290%) Бі. 


М 
А F в. - с 
Em pics —4—10 pies П 
SOLUCIÓN 


Fuerzas virtuales п. Sólo se coloca una caga vertical de 1 ken la 
junta € y la fuerza en сиіп elemento se calcula aplicando el método 
de los nudos. Los resultados зе muestran еп la figure 985. Los núme- 
ms positivos indicán fuerzas de temsón y los números negativos imdi- 
сап fuerzas de compresión, 


Fuerzas генез Ы Las fueras reales сп los elementos se сасшап $ X 
uando сі método de los nudos. Los resokados se muestran en la fi AS 


guna 9-%с. 


Есим бе deltrabajo virtual. Al disponer losdáatosen forma babu- 97771 


” lk 
hr, se iene 


fuerzaavirt цера 


Dame 10 nik) м L (раен) nNL (КЇ «риф (ы 
01133 10 1133 
Ф567 2667 
066? 4 MA 
1943 -5.5 Тыр 
ша! К -4 1333 
0.93 4 1333 
й 


=F] 
1 


4 
4 

{LT 9 0 
J 


64 


пм. 245.478 pe 
Entonces, 16:40. = Ус нЕ 


9 seconvierten les unidades де longitud del elemento a pulgadas үзе 
susu yen bos valores numéricos de A y E, resulta 

_ (246.47 К? - piejí 12 pulg/pie) 
' рор 2514) к/р) 


4с, = 0.204 pulg 


ІК- Ае 
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EJEMPLO [22 


Elár en de la sección transversal de cada elemento de la алпа dura que 
зе muestra еп la figura 9-07 es А = 400) mm? y E= 200 GPa. (a) De- 
termine el desplazamiento vertical de lajunta С зї se aplica una fuerza 
de 4 ЕЧ sobre Ы prrnadura еп С. (bj S inguma carga actúa sobe la 
viga, ¿Cuál será d desplazamiento vertical de la junta Сэ el elemento 
AR fuera 5 me más conto de loesperado? 


e ___ 286 


іш 
Fuat 


SOLUCIÓN 
Incio (a) 


Fuerzas virtuales п Dado que debe determinarse e desplota- 
mientoverticalde lejunta С. aplica una fuerza virtualde 1 ЕМеп С 
con dirección vertical. Las unidades de esta fuerza son las mirrar que 
las de la carga real. Se calculan las reacciones en los soporles A y F y 
despuésse determina Н fuerza Меп cada elemento рог el método de 
los ados, como se ошеа en dos diagramas de cuerpo libre de las 
juntas Ay Б.ірші 9905. 


Lg 


¿ZA х nad im 


Аз. E 4 == : 
| OLAT UN | ; 11667 КМ 0507 ум 


Ғынаы reales M En Га баға 9-®сзе muestra d пп4һтіз Әс las jun- 
las А y Я cuendo se aplica la carga real de 4 kN sobre la armadura. 
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tel 


Ecuación del trabajo virtum. Como ARES constante, cada unode 
los términos ANL puede callarse y disponerse en forma tabular. 
Agi los números positros indican fuerzas de tensión y Ке números 
cegativos indican fuerzas de compresión. 


Батин» М) L фт) п NL КА + т) 


АБ 0567 4 10.6 
АС -0833 5 -10l 
CR -083 5 юа 
21067 


Por Lo anio, 


лм _ 10.6763 9 


мас = Хас = 


А] sustituir los valora A = 0 mu = 400 (10%) o, E= 200 Эра = 
200 (10%) kN/m: se бепе 


10.67 М2. m 
40010) т ХУ 17) KN/m*) 


A = 0000133 m = 0133 mm Resp 


ЕМ Ac == 


кк (Ы. Aquí debe aplicarse la covscón 947, Como se dewa de- 
lerminár el desplazamiento vertical de C pueden usarse Кө resula- 
dos de la figura 9.75, Sólo el elemento АН experimenta un comido en 
ж longaud.estotsde М, = -0005 m. Entonces, 


LA = Enal 
LEN + Ac, = (0667 ҰМ)(-0005 т) 


Az = —0100333 т = —3.33 mm Resp. 


El gup negativo пыса que la junta Cs£despleza hacia ariba ст. forma. 
opuesa ala carga verticalde 1 kN.Observe que isetomanencuenta 
k carga ded KN y el error de fabricación, el desplazamiento resul. 
ише es de = 0133 — 333 = -320 mm hacia arriba). 
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EJEMPLO 83 


Determine el desplazamiento vertical de la junta С de la armadura 
que se muestraen b figa Y- 102. De bidoal catorr adiante de la pared, 
elelemento AD estásometido a un ed еп Еа temperatura de AF 
= + OF. Considere que о = 06107 Fy ше Ет КЕР) Елі El 
área de la sección transversal de cada elemento se indica en із брша. 


1а іі 808 


ио © 


SOLUCIÓN 


Fuérzas virtu ain Че aplica una carga vertical de 1 Есіме 1а dr- 
шайшға еті la junta C y se calculan Es fuerzasen los etementos, брига 
016%, 


Ерга reales А Como lis fuerzas men los elementos AB у BC 
son iguales a cero.no сз necesariocakcular las fuerzas Nen esos de- 
mentos. ¿Por qué? Sin embargo,con el propósito de completare] mé- 
todo, enla figura Y 10 se muestra е атй de lodes las fuerzas reales, 


Ecuación dal trabajo virtual Tinto las cargas como la tempera: 
шга afoctan la deformación: por lo tanto, las ecuaciones 9-15 y 9-16 se 
combinan. ŝi se emplean unidades de kipa y pulgadas, resulta 


1-д = + EnaáTL 
„ +7506 120)(6)(12) + TEOKS E) B) 
2[29(10%)] 77429 ТІН 1 
(—125)-1003(10)(12) 
1.5|29(107)) 
5с = 0658 pulg Resp. 


+ (1910.6 07 5)](1201(8)(12) 
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9.5 Teorema de Castigliano 


En 1879, Alberto Castigliano, ingeniero Иаїаљо de ferrocarriles, publicó un 
Бото ex el que exponía ша méodo раға determinar Н deflexión о la pen- 
dente еп Un punto ёп una езѕїгосяшга, оп шай armadura, una viga O Un 
marco. Ese método concado como d segundo teorena de Casiigliano o dl 
méiododel trabajo minimo, sólo арыса A Les estrucilitas quetienenna peri- 
peratura constante, soportes que 10 ceden y respuesta material ehéxica й- 
пеа!,5і debe determinarse d desplazamiento de un punto. el teorema esta 
Бесе que ёде es igual а h primera derivada parca de la energía de 
deformación en la Etructura соп respecto A Uni бта que ааба en a 
punto yen la dirección del desplazamiento. De una manera parecida, la 
pendiente enun puntode Una estrichuraesigual ala primere derrada par- 
cat de la energía de deformación еп la estructura соп respecto а un mo- 
meo de par que achia en el punto y com la dirección de la rotación. 

Рага obtener A зешпиіз teorema de Castiglióno, coosidoe Un cuerpo 
(estrucbita) de cualquier forma arbíraria que está sometédo a una serie de 
піштае РР;..... Р, Сото el trabajo externo realizado porestas cargas 
es igual а la energía de deformación interna almacenada en el cuerpo, 
puede escribirse 


= L, 


El trabajo externo es una función de las cargas externas (E = Ef P de). Por 
lo tan р, 


Y =й, = (РА, Pr... Po 
Ahora bien, 3 cualquiera de las fuerzas, par ejemplo Р „е incrementa еп 
una camiidad diferencial dF ei trabajo imemo también aumenta de modo 
que la mueva energía de deformaciónse convierie en 


жі 


d 


U + dU = U + “САР, (9-18) 


Sin embargo este valor по debe dependerde la secuencia.cola que estas л 
fuerzas se pican а cuerpo. Por ejemplo, ЗЇ primero зенріси «ІР. al cuerpo, 
eso hará que el cuerpose desplace una cantidad diferencial (усп hidisección 
de ӘР, Por la ecpación 9-3 (0, = 1P4 ) el incemento de В energia de defor- 
mación seria Р; dá, Sin embargo, esa cantidad es un diferencial de 
зегшміс oden y puede pasase por alta Una aplicación posterior de las 
cargas Р, Fo.. БЕ. que desplazaria al cuespo А, Apem 5, produciría [а si- 
guiente елгіріз de deformación, 


Агуш como antes, Li es la energía de defoomación intèrna еп Eleterpo,cau- 
мі porlacargasP y Р... y di = dP Аже laenersía de delo mación 
adicional causada pordP, ecuación 9-4 Ef, PA). 

En resumen, la ecuación 9-18 representa іа energía de deformación еп el 
cuerpo, determinada al aplicas primero las cargas Ру Ру... Puddespués «ІР, 
y la ecuación 9.19 representa la епеірі de deformación determinada Ы 


35% 
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aplicar primero dP; y luego las cargas FiFi... Р„ Сото estas doscecun: 
ciones deben ser iguales, se requiere que 
ob, 

= эд 4-20) 


lo que demuestra el teorema; esdecr,el desplazamiento A, еп la drec- 
ción de Р. es igual ak primera derivada parcial de la energía de defor- 
mación con respecto a Р," 

Debe señalarse que la coración 9-20е5 шп enunciado acerca de lacom- 
райы de la estructura Además, la deducción anterior exige que en 
el análisis sio ж consideren las [шеггп conservadoras. Estos fuerras 
realizan trabajo que es independiente de la tráyectoria y per lo tanio по 
crean pérdidas de energía. Como las fuerzas que causan ша respuesta li 
mal elástica son conservadoras, el koema $e limita a un comporta: 
miento lineal elástico dd material. Ésto constituye una diferencia con el 
método de Б. fuerza virtual analizadoen la sección anterior, que se aplica 
terre al comportamiento elástico como al no elástico. 
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La energía de deformación рала un elemento de uno armadura está dada 
por la ecuación 9-9, O) = М ,/2АҒ., Al sustituir este ecuación en la ecus 
ción 92) y a se omite el subindice ¿resulta 


Por lo general es más fácil realizar la diferenciación mies de la al mato- 
ға En el caso general L, A y En oostante ран (п elemento dado, y 
por lo tanto puede escribirse asi 


L 
= Yy |an — 1 
1-2 (x АЕ сын 

donde 

A= desplazamiento de la junta externa de la armadura, 

P= fuerza externa әрісі а la junta de la armadura en la dirección 
фед, 

N ы berza interna еп іш elemento causada mnro рог В fuerza соты» 
por las cargas sobre la armadura, 

L= Олай de un ётё, 

А =йеайе la sección tramsversalde ша elemento. 

Е a пні де elascidadde unetemento. 


*El primer komma de ёла лин са parecido 4 ey жапа) teorema un cambar pa mle- 
cons la carga Picos laderivada parcial de la energías de deformación respecroal des 
Рахат лю corepsondiente,os decir Р, = J LVI A. Та comprobación es parecida а la 
dada ay leriormente y, como el máindo del Дорба то virt ual, Ciprimer borema de 
Camigliano aplica tatito al соларо) malerñal айз como а) поа ко. Ене 
icorema онайга manera de віргелаг кы peguitip) dr equilibrio раги Una esiuchera у, 
plo que ese ип 096 ғау баео en 41 а lp ez rad, ote analiza ті (ге Н 
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Esta ecuación es semejante а la quese шінға еп а método del trabajo 
vietual. ecuación 9-15 [1 A ж гї А Eh excepto que n se sustituye 
por aN аР. Observe que con el їп determinar esa derivoda parcial será 
necesario tratar Poomo una tríable fio una cantidad numérica especi- 
fica) y además cada elemento de la frerza А debe expresarseen función 
de Р En consecuencia, гі cálculo de МЭР generalmente requiere un 
poco más de operaciones que lasnecesanias рага calcular cada fuerzan 
de manera directa. Por supuesto, estos términos serán ignales porque ла 
ӘМ/АР es simplemente d cambio de la fuerza interna del elemento con 
respecto а la carga F.o d cambio en la fuerza del elemento por carga 
unitaria. 


Procedimiento de análisis 


El siguiente procedimiento proporciona un méibdo que puede ші ште pam determi- 
nx сі desplazamiento de cualquier junta de una armadura usando el teorema de Casti- 
gliano. 


Fuerza externa P 


* Coloque unafuerza Psobre laarmadurá сп lijuntadonde se desea delerminarel des 


Pliramiento. Se supone qUe esa ытта line una таптый writhe соп гі бп de ob- 
tener el cambio АМР. Asegúrese de que Р esté dirigida а lo largo de la línea de 


acción del безіп ентіге. 


Fuerzas internas М 


Determine la fuerza Л ет cada elementocausa ditánto por lascargas reales (numéri- 
са) como por la fuerza variable P.Supooga que ls fuerzas de tecsión зоп positivas y 
que lás de compresión 40n negativas. 

Calcule les derivadas parciales respectivas ¿NAF рага cada elemento. 

Después de determinas My ААР, asigne в E su valor numérico ы ha reemplazada 
una fuerza гені sobre la armadura. De lo comirario.considere que Pes igual в сего. 


Teorema de CasHgllano 


* Aplique Ч komema de Castigliano раза determinar d desplazanento А deseado, Ез 
importante conservarlos spis algebmmicos para dos valores correspondientes de Ny 
ӘМҒАР al sustituir estos déreninos en la ecuación. 

е Sila sumatoria resultante ТАУ ДРУ AE ез positiva, А tene la misma dirección 
que Рі se obtiene qm valor negativo Les opuesto в Р. 
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М,2-ФАЯР — 2519 
El 


дақ --2 


М "ОЖЕТР-Е2ЕМ 


ПЕТ - 15 Ен 


М ьс ОЖЗЗР + LIMA 
4 
1 
y $ 
Nar 0567 P+2N 


саръ ЕТГІ 


© 
Нұтта9-И 


Determine el desplazımiento vertical de la junta C de la armadura 
que se muestra en b figura 9-1a. El área de la sección transversal de 
cada elemento es A =400 mn? y E = 200 GPa. 


SOLUCIÓN 


Fuerza externa Р. Se aplica una fuerza veslical Р sobre la armo. 
dura en la juma G puesto que es donde debe delerminarse el despla- 
zamienia vertical, figura 9-1 12. 


Fuera neras NM Se delermman las reacciones en los soportes 
A y Я фе la arreñdura y los resultados se mucstrán еп la figura 9-1 15. 
Utilizando а тео» de los nudos, $e determinán B3 fuerzas А еп 
сайа етеп, figura 9-1 ісе Por codveniencia estos resultados punto 
con las derivadas parciales ӘМ/ӘР зе eruoción en forma tabular de la 
Siguiente йыр; 


әм 
н аР 


йб" +72 б? 
АС —(0833P - 25) -0Ю3 


ТРТ" ВС -(0833Р ж 2.5 


Eo |0657 МҸ m 


Envisia de фе Р en realidad no existecomo una carga real sobre la 
armadura, Sesequiere que F = беп latda antertor. 


Thoma de Castighiano. —Alaplicar la ecuación 9-21,5е bene 
Ns E 10.6 7EN- mm 
т 
Sise sustituye А = 400 ттт = ФИ ЗО 6) пої, E 200 Ора = 200(107) 
Pay las unidades de N яе ponvierten de ЕМ а N s tiene 


10.67010) N-m 


ж ИХ 7) mé(200(10% N/m = 00003 m = 0133mm 


ak, 

Rep 
Eta solución debe compararse con el método del tabajo virtual del 
ejemplo 9-2. 


ій зей ВАЙ conveniente analizar Laa maclosa siio com laca гда dea Карне Ella, 
y luego armlizar la атпыкініа «оя la cargar Пе comodo pueden анима. Mrs rami- 
ікісарата о ігпет afueras . 


9% — Teorema DECASTIGLANO: PARA ARMA СА ДАЄ 359 


EJEMPLO [9:5 


Determine el desplazamiento horizontal de lajunta D de la armadura 
que se muestra en la figura 2 (7а. Considere que E = 29(10%) ksi, El 
área de la есйп transversal de cada elementose indica en da бешга. 


(9 


SOLUCIÓN 


Fuerzas etema Р. Como debe determinarse el desplazamiento Wo- 
пгсиќа! de PA se аріса ma fuera varizble horizontal Pa lejunta Р, 
Ё шга 9-12b. 


Fuerzas internas № Aplicando d пыйойп de los mdos secalcula 
ki fuerza Мепсікід elemento” Unaver más al apicar lascuación9- 21, 
ж еліізесе Р = porque eta брега 00 exister ейітете sobre la ar- 
madara. Los гез К Se putestran en la figura 9-125.A1 disponer los 
hisen krma tabular, pene 


Elemento 


1657 + 125Р n2 | 31250) 
—20 + (75Р) 473 135.00 


Teorema de Castighana. АЈ aplicar la ecuación 9-21,зе tiene 
м\ L 312 SOkpie(12pulg/pie) | 135.00k'pae(12pul g/ pic) 
э, jano ros (05 pulg) (рын * (075 pulg" 2920") k/pulg?] 
= (333 pulg Rep. 


“Como enel ejeraplo anterior, quiri lo rooraendable sea гедїгат un апт por sepa 
ғын» de la armadari cargada con LOL y cargada vor F риги después superpones hos 
mutado. 
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EJEMPLO [9-6 


Determine el дезріағапцешо vertical de la junta С de la armadura 


quese muestra en le figura 9-13a. Suponga que А = 0.5 pulg! уфе E 
=2 (10% k51. 


SOLUCIÓN 


Fuerza externa Р. Lafuecra ded ken Гзе sistitUye рог Шла fserto 
мотае Pen la junta C figura 9-13b. 


Fuerzas internas Ы беша el método de los mdo para deter- 

= | mirar lafuerza "en coda elemento de la armadura. Los resultados 

PA se resumen en la figura 9-135. Aquí. Р = Ж cuando se aplica la 

әрі ecuación 9-21. Los detos requeridos pueden disponerse en forma 
tabular de la Aguen manera: 


Elemento М 


0355Р + 2687 
0.667P + 1333 
бтр + 1333 

-(0.943Р + 1996) 

-(0.333P + 2667) 

-[@4Т1Р + 3.771) 
0.333P + 2.667 

—0:441F + 1586 

ғ 


AR 

ЕС 
єр 
БЕ 
ЕҒ 
ЕА 

ВЕ 
ВЕ 
СЕ 


У, 


№, Teorema de Castigliano. Sise astituyen los datos са la ecuación 
% 221, resulta 


каб тай Га + Че Ав ЖЕЗ ы 246.47 k pié 
с, 
алта 2557 4% е Сыла ағу АЕ АЕ 
(5) Al convertir lus unidades de longitud del elemento co pulgadas y al 
в 9-13 stiuir el valor numérico de АЕ se tiene 
(246.47 К + piei 12 polg/pie) 

Ар = == = ШИ , 
67105 pulp (29007) Курше) щщ 2% 


Debe сізегуағае h зетејалта entre esta solución y la del método 
del mbaája virtual, ejemplo 9-1, 


Eam -sng 


| | PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


FH. Detemir сі desplazamientovertical de la junia E F-7.Determine СТ desp laram ie nto vertical de la шай. 
AE esconscante. Use а principio del trabajo virtual АЕ w constante. ке d principio del габар virtual. 
FP Reiha d proble má PAZ usando el teorema de FSA. Resuelva el problema FE? амы el teorema de 


Ё ----і маза 


FPS. Determinee desplazamiento кгітлілі de la junta A. 
AE es consuita, Use el principio del trabajo virtual 

PE PRE d problema Баз mando d teorema dẹ PAD. Determine el desn! iento vertical dela junta E 
Casúglimo. AE es consiente. Utilice d principio dal trabajo virtual 
B-b.  Resuedva el problema PH usando d teorema фе 
Сай! no 


Боқ, Delenminecidas plaza mienmolborizortál de la junta Г}. 
АЕ с ожтпалі Usselp rincipio deltrabajovirival, 


PS-6, Rosudyá 4 problema FAS uso el teorema de 
Caniglimo 


Akk 


PHI Гметтілее | desplazamiento verticakk lajunta С. 
АЁ ез contas, Lee elprincpiodelir abajo virtual. 


PH. Resuebva el proble ma РУ. usando el wore ma de 
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|| PROBLEMAS 


94. Determine сі desplazamiento vertical de la junia А. 9-7. Determine el desplazamiento vertical de la junta I} 
Cada birra сай hecha de ace roy bé pe un шекер SU ЪЁ n Use d método de trabajo virtual. AE ез consia nie $ le 
tranwersal de 600 mm' Considere que E = ҰНҒА Use еі ponga que bos elementos están articulados en sus exbemos. 


пи ај бе тавар virtual. 
2 "g, Reya clproblema97 usados еге тая de Cis- 
92 Resueta eboroblema?-1 mandoel teorema de Cari- tigligno. 


giana 


тобу. 9-1/9-2 


9-3. Determine d desplazamiento vertical de la junu 8 
Paracadsckemento A = 400тт“, E= 200GPa, Usecimi- 


todo del trabajo virtual. 9-9, Ls el método del trabajo viral. 
M4 Беда problema 9 Juano е1 teorema фе CAs- 918 Reuelvael problena 9-9 usando е teorema de Cas- 
ірін. tigliaco., 


9-5, Derermine el desplazamiento vertical de Ea іміз E. 
Рагасжкікг lemenicA =400 mm Es ХКСРа. Useelmé- 
jododel trabajo virtual 

9-6. Resucha d uo ble má 95 Wandi d teorema de Cari- 
gliano. 


PF — in þm 4) 
Proba, 9-У9-4/9-59-0 Praba 9-99 10 
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9-11 Demi d desplazarmmento vertical de la junta А 8415. Duiermine сі despeza miento vertical de Їп junta С 
Elárea de lisección tranóversal de cada elemento $e indica de la armadura. Сафа de merto tene un Área Сп 50 sección 
en la бешга Suponga que lozelementosestán articuladosen тапвуегті е А = Wümm™- £ = ХИРС Pa U se elmétodo 
жетіге mos, Е = ГІП)? ізі Use сі método del trabajo de ltrabazo virtual. 


virtual 

"0-16. Речна d problema 215 wami el teorema de 
e Rezpelva el problema 9-11 пката el teorema de Сала. 
Саца Пат. 


9-17.ПкІктезіте el desp lazamic ntg ve rial de la јара La А. 
Spong que los elementos están articulados en зш exire- 
mos Considere que A = 2 рві y E = 29(10% para cada 
ерои ta, Use el método del trabajo хітае 


948. Белта el ргаНета 9-17 usando d teorema de 
Canido no, 


Proe 9119-12 


943, Determine eldeciplezamiento horizontalde juma Л, 
Spong que dos elementos saldo artica lados еп SUS елге. 
mos, ЖЕ га constante. Lise el método del trabajo virtual. 
9-14 Ranea d poblema 913 usando d teorema de 
Castighano Y ” 


9-19. Гилегпиве сі desplaramiecnto vertical de із junta A sl a 
los elementos АН у BC expotimentas un aumento de ін 


temperatuta de АТ = 200 "P. Considere que A =2 puly? y £ 
«20107 ім, Además, o = 6.601079) Е 


29-20, De тепе el деру za miento vertica) de la jun a A 
selel meno дЕзеҒаВгіса 15 pu джаз тя. corto de loes- 


perado, 
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Е- 


El 


Apiicajón dela ара шанаа тілімі al pacto. А 


ДШШЩ 


Aplacasinn de la carga res! e 
(ы 


Figura 9-14 


Aplicación del тке bio de рог пинг жата 


щш 


| E 


Арси de (в var ya (єз! к 
Прив 9-15 


9.7 Método del trabajo virtual: 
Vigas y marcos 


El método del trabajo virtual también puede aplicarse a dos problemas de 
dellexión en vigas y marem. Como las deformaciones debidas a la fean 
son lacausa principal de las defleñones еп vigas O marcos, primerose ana 
[талгап Ss efectos, Las deflexiones debidas а lescargas cortantes, axiales y 
de torsión, así como a la temperalura,$e considerarán en insección 9-К. 

El principio del trabajo virt ual о, más exactamente, el método de la 
Merza virtual, puede formularse раға deflexiones en үйд y mareas al 
considerar la vig quese milestra еп lafigura 9145. Aquí debe determi- 
narse el desplazamiento А de un punto A Para calcular A 56 coloca шы 
пра virial unitaria que нім еп la dirección de A sobre la ұра еп A y 
Бі momento virtual inismo mee determina mediante el método de assec- 
dones en шпа Ubicación arbitraria х medida desde el pode de la iz- 
giderdi, ҚОПА 9-40, Cuando Це сирах reales acilan sobre la viga, Баша 
Didh el punto А se desplaza A Siempre que esas cargas calbemuna rre 
риечи тактай elástica linea! emonces con base еп h ecuación 8-2, el ele- 
пе dre deformao pira dé= (M/EDd1* Aqui Me e momento in- 
krmo en т calisado por las cargas reales En consecuencia, el ође 
virtual externo realizado por la carga unitaria es у. A, y €] trabajo тінші 
interno realizado porel momentona em dé= míMf EN dx, La sumatoria 
de Ки efectos aobre godos Los elementos di alo іафо de la viga requiere 
una imegración y рог 10 tanto, la ecuación 9-13 se convierte en 


8-22) 


donde 

i = сыра unkaria virtual externa que ación sobre Б viga о el marco еп 
la dirección de à 

т =momnecotovirtual internoen la vigaoel Marco,expresado como una 
función de ху quees cursado poc іа carga unitaria virtual exbema. 

А = desplazamiento externo del punto causado por las cargas reales 
que actúan sobre la vigao el marco. 

M "momento ішетпбеп la viga о еј marco, expresado como una 
función de r y que ез свизміс рот las cargas reales. 

Е = módido de elasticidad del material. 

fm momento de inercia del dma transversal, calculado con respecto 
al e neutro. 


De una manera semejante, si debe determinarse b rotación de la tan- 
genteoe! ángulo ¿de в pendienieenua punto 4 de la curva elástica de 
la viga. figura 9-15.5е eplica primero un momento de par untara en el 
punto, үзе determinan los momentos imiernos Correspondientes Me 
Como el abajo del per un tario es 1. entonces 


mM 
1:0 = ү р 


dí 


(9-23 


"Hecuerde qued el materialse deforma mitalli de su limiteelón ico, todavia puede apli 
сатте el prisción deltrabajo ұлтан, жән cundo co ене curo debe emplearse sandia 
пәлені а рио. 
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A 
4 АЛЫ ЕСІ 
aplicación (ісің carga үшин wiri ugi 

{a} 


3 _ br ЕЛЕНЕ 
е Ба 
aplicación: che іле carpas reales 


ім 


Figura 9-16 


Al aplicar las ecuaciones 922 y 923, es impor tanie tener еп cuenta 
que las integrales definnivas al lado derecho representan ёп realidad 
la cantidad de energía de deformación virival que está afmacenade еп la 
viga. Si sobre la viga асійап fuerzas concentrada o momentos de par о si 
la carga distribuida es discontinua, tose puede reshzar Sólo шы mitegra- 
Aín a través de tod la longitud de la viga. En vez de estodeberán thks- 
кше coordenadas х separadas dentro de las regiones que no tienen dis- 
continuidad de carga, Además, no es necesaño que саф х enpa d 
meno igen Чп Embargo, la r e*lecemnada para determinar el mo- 
mento АҒ real en ши región particular debe ses la misra х que la selec- 
donada para determinar el Momento viral m Yma dentro de із misma 
región Por ejemplo, considere la viga de La figura 9-16. Para determinar 
el desplazamieno de D deben considerarse cuatro regiones de la viga, y 
por ko tanto, deben evaluarse cuatro indegrales que contengan la forma 
Лтм/Ер de Es posible war х, раға determinar la energía de deforma 
cn en la región АН. para la región ЯС.) pera la región ПЕ у xa рага 
ki región ОС Еп cualquier caso, coda coordenada х debe seleccionarse 
de modo que M ym (оту) se puedas formular con facilidad, 


Integración utilizando tablas. Cumdo la estructura estásome- 
tk ашпа carga relativamente simpley que жіп а а solución para ша 
desplazamiento requiere verias imegraciónes, puede usarse ШП método 
tobifar para realizar estas integraciones. En ese método, primero se di- 
ban lsdiagramas de Momento раға cada сіе mento, tanto para las сат- 
gas reales como virtuales, Al relacionar estos diagramas para т y М con 
los indicados en k (а de la portada interior,se puede determinar la 
integral [mf dí con base en la fórmula apropiada Los ejemplos Y8 y 
9.0 est гап la aplicación de este método. 
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Procedimiento de análisis 


El siguiente procedimiento puede usarse pera determinar el desplazamiento y/ola реп- 
diente en un punto de lacurvaeléstica de una vigo maco mediante el méáodo del 
trabajo yirtual. 


Momentos virtuales ma my 


Coloque una caga шлїпгїї sobre lá viga О mago ta сі punto yo lá dirección del des 
piszamiento descado. 

Si debe determinarse la pendiente, coloque un momento de por unitario еп el punto. 
Establezca las coordenadas л apropiadas que son válidas dentro de hs regiones de іа 
viga Del marco donde no haya discontinuidad de la carga real с viciual. 

Соп b carga virtual en y sitio y todas las cargas reales removidos de la viga о сі 
marco, calcule d momento interna m о ту como una función de ceda coordenada х 


Suponga que m om actúan en ta dirección posit va corvenciona!,según se пюіка еп 
№ figura 4-1. 


Momeart osre ales 


Lando las mimes oordenadas х апе hs estabiscidas рага m Oma determine hos mo- 
mentos internos Af ousados sólo por las cargas reales 

Debido a que segupone quer om, bctúsnen la dirección positiva convencional, 
importante que M positivo actúe en h mismo dirección Esto es nocesario porque e 
trabajo imemno positivo 0 Negativo depende del sentido direccional de la carga (дей - 
nido рог = m0 + my} y el desplazamiento defirado por + Мх ЕТ), 


Ecuación del trabajo virtual 


Aplique la ecuación del trabajo virmal рага determinar el desplazamiento descado 4 
ой rotadón # Es importante oomservarel signo algebrajco de cada integral calculada 
dentro de m región especifica. 

Si lasuma algebraica de todas Ын integrales para toda la viga с marcoes positiva, 4 о 
Әйепеп la misa dirección que la carga unitaria virtual oed momento de par unitario, 
etpeclivameme, % se obtiene un valor negativo, la dirección de д 0 des opuesta а la 
de b сатра unitaria o el momento de par unitario. 
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EJEMPLO [#7 


Deter mise el desplazamiento del punto A de la via de acero que se 
muestra en ha figura 9.174.Considere que E- 200GPa,f = ЯН) mor. 


kN 


а 
ҮН} 
еселе елле л залуу 


me—— 


1 


{ш 


SOLUCIÓN 


Momento virtual m  Eldesplazamitnto vertical del punto Ese ob- 
hen* al colocár una сатра virtual unitaria de LEN еп E, Giga 9-17. 
For inspección $e observa que no hay discontimiidades de carga en la 
мра, зло рига las сатри realescomo para las virtuales, AsL puede 
шагы una sola ocordenada х para determinar И energia de deñor ma. 
ón virtual, Esta coordenada se seleccionará соп стреп Өл B porque 
de суе mode па habrá necesidad de determinar ls rescciones en А 
аж e іп de encontrar los momentos імегпов ғу М Usaia e mé 
todo де las secciones, el momento imema m se formia de li manera 
que se muestraen В figura 9-17b. 


Momento real Mo Con base еп la misma coordenada x el momento 
шегпо М зе ormu como se muestra еп la figura Y (7с, 


Ecuación del trabajo virtua — Enlonces,el desplazamiento vertical 
de В es 


а A с с —-_ 
"Аһ Е и El 


15110) а-а? 


TAUTE: - 


оғ bien, 
A DUP kNm’ 
200 15] Емо (ИҢ K, mor ЛИ ar min] 


= 0.1500 = (mm Res p. 


47 —:— 
ал 
тшш == 

% 
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EJEMPLO [WA 


Desermi ne la pendiente Sen el punto E de la vga de acero que 32 muss- 
traen la figura 9180, Considere que E = M0GPa,7 = 500%) пш. 


SOLUCIÓN 


Momentovirtualm,. lapendienteen Fredelermina aleclocar un 
momento de par unitario virtual de 1 ЮЧ -me H, Га 9 186, Aquí 
deben seleccionarse dos coordenadas con el Ға de determinar la 
energía de deformación virtual total en la viga, La ocordenada 5, 
пля еп cuentala energia dedelcrmacióndentrode! segmento AB y 
Боотаева йа 5, incluye la del segmento НС, Los momentos] ternos 
тұ dentro de саја mode esos segmentos se calculan usando «а mé 
todo de lassecciónés como se muestra en La брага 9-18b, 


ы в | m1 
H i a ы-і” 


paruniiario virtual 
m 
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М3 65 = ай 


һМїгпйгїє& reales М. Sise isanlasmismasoordenadas:, y 1, dos 
cometas menos Moe calculo como se muestra ел la figtra 918c, 


Eauación del trabajo virtual Entonces la pendiente en Hes real- 
tidode 


х Г: (0-36) dz , (2 MS + х.) dx 


El 
112. SkN-mi 
к Ер 4; 
lS ны 

También se pueden evaluar las integrales Гр о de forma pré- A (ыс ДА, 
ca empleando la tabla quese encuentra al reversodela portada de И to 
ete lbro. Раа elo, primero es песеѕапюь establecer los disgramas id 
de momento para las vigas еп las figuras 9.185 y9- lër, Éstos se mies- 
tran ёл las bpuiras 9-184 y 9-18e, respectivamente, Como no buy 
momenña pará Ù = х < 3 m, sólo se uiri las áreas sombrcadas 
ectangulares y trapezoidales para eválcar ka integral, Después de еп- 
nrar estas formas еп la Gla y la comema cotrespondientes de la 
mida. tiene 


Ш 
| тм = ЫМ + Муй. -ҚІҢ-І5 — 305 


= —11725ЕМ?-ш? 
Еңе езгі mismo valor que $e determinó en ін ecuación 1 Рог tanto, 


MILI ж) 


112.563. 
200г 10% KN/ трон) а mmm; 
бв = ОЗИ rad Resp. 


(1 KN -m) -9а = 


FF sigo negativo nda que бв ез opuesto в la dirección del mo mento 
de par virtua) que se muestra en la figura 9-185. 


ЕТШІ) ГағрітлоФ СЕЕ. ЕК НМЕ ЕкіріғамПо METODOS ОБ ENERGÍA 
EJEMPLO [859 


Determine el desplazamiento еп D de la viga de acer? quese muestra 
en lafñig ura 91%. Considere que E= 201ИР)Кхі, 7 = 800 pulg”. 


юке 


(a 


и = 


|у — Ше --- [4 pea ———{ 


Figura 9-19 


SOLUCIÓN 


Momentos virtuales m Га viga ció pometida 4 une crga virtual 
miai еп D como se muestra en la йрыга 9-19. Por inspección, 
deben usarse tres coordenad аз.солы» дү. д у д рога cubra todas las 
regiones de la viga. Obeerve que estascoordenadas cubren las repo- 
nes donde по ocurren discontinuidades en las cargas yasean rales о 
virtuales. Los momentos internos ті se calcularon сп la figura 9. (96 
por d método de hy secciones, 
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Momentos ғала M Еп primer Враг se calculan las renociones 
sobe lá viga; despiiás, empleando las mismas coordenadas 1 que $6 
usaron para т. 56 determinan los momentos internos М como se muss- 
ка en la Mgura Y Юс, 


Ecuación del trabajo virtus. Al aplicar Ін ecuación del trabajo wir- 
ua ala viga,con losdatos de las Пғцгаз9-195 у9-19с зе tiene 


"ам у 

p E 

o (“Calida (079 - 15/7) daa 
| =r [= 


l-å 2 ра] 


10,752,080 — 1хҙідха 
и EF 
о ме 250 ӨЗісре! 


åpn =- - — - — ш 


El ЕІ E! El 


o bien 
250 k- ре} 12 PU pie? 
29(10%) k/puig* (800 pulg!) 
= (11466 polg Resp 


Ap = 


El signo negativo indica que e desplazamiento ез hacía arriba, 
opuesto ala carga unitaria hacia abajo, figura 9-1%b, También Lenga en 
cuenta que en realidad no hay necesidad de calcular т, puesto que 
М =U. 
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EJEMPLO [9.10 


Determine el desplazamiento bortromal del punto € еп el marco que 
se muestraen la ig ura9-202 Considereque E= 29(10%ksi e f = 600 
pulg“ pera ambos elementos. 


SOLUCIÓN 


Momentos чишен m Вт conveniencia, 57 usarán lescocadena: 
das д үл en la fura 9-206.5c aplica ше carga unitaria Aoritóomtal 
en € figura 9-206., Por qué? Las reaccionesen los soportes y los mo- 
mentos internos virtualesse cabrulan como se muestra 


midi y 
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Momentos redes M Dexgual manera. las reacciones en los sopor 


les y dos momentos reales зе calculan como se muestra en la Figura 
әль. 


Ecuación del trabajo virtual. Con bas en los datos de las figuras 
9206 y9-20c же tiene 


(Lx) (40x, - 25045 y Панна 
11 


ЕТ EF 


_ 13 666.7 k - pie” m 
' EOFT E T EF 


А = — = a ар 


Si sedesca, las integrales JmM jdr también pueden evaluarse gráfi 
camente empleando da able que está detrás de Шш portada. Los Шарта- 
тыз de momento pam el marcode Las figuras 4206 y 9-20 зе mucstran 
enles (guns 9202 y 9-20, respectivamente. Por lo tanto, utilizando las 
fórmulas para las lormas semejantes de la tabla.se obtiene 


f mM dx= ((1@)(200)](10] + 4(10)(200)(8) 


= 83333 + 53333 = В 6667 E -pe 
Que es iguel a lo que secakculóen laecuación L Asi. 
= 1 0, 
RE 29 (107) kipi 12 pulg /ре 36 рор (pie? /(12)* раң | 
= 0113 pies = 136 pulg Resp. 
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EJEMPLO [4,11 


Determine la rotación tangencial en el punio C det marco quese mues- 
гаеп la figura 9 21a.Considereque E = 200GPa,/ = 15102) mor. 


Momentos virtualasm, Se вагі ls coordenadas д у х quese 
miestrao en la figura 9-21. Se aplica ша Momento de par unlari en 
Cyse calenian log momeritos imterdos my, диги 9-21. 


Momentos ген Mo De una manera similar, se cádculan Los my- 
mentos eales M сето зе muesra еп lá Fira 9-21, 


Ecuación del trabajo virtual. Соп base сп los datos de las figuras 
92 lb y9-21c ле tiene 


M Х-1ІҢ-2.51|4 x1 НЕРІ 
Pa Í жн өті | Í — Бн 


26 200(10%) Nm 10% пт ТІГЕ п тт 


98 Ғижслоссен»масЮОв ұяты CALLADA POR CARGA Ком БАРА СОЯТАМТ1, ТУЫСЫ Y TEMPERATURA 


98 Energía de deformación virtual 
causada por carga axial, fuerza 
cortante, torsión y temperatura 


Anpe las еласа en vigas y паго 86 producer principalmente 
debidos la energia de debarmación por Пелніш en algunas еягісінгаз la 
energía de deformación adicional de la capa axial, № fuerza cortante, 
li torsión y quizá da temperatura pueden Шерді а зег importánies А con- 
tmuacón $e comiderará cada tuno de estos седо». 


Carga ахі а  Loselementos de un merco pueden estar sometidos а 
cargas axiales y la energía de deformación virtaalcauzada por as cAr- 
gase ha establecido еп la есап 94, Para dos elementos que cuentan 
coo ш área constante ensu sección transversal, se tiene 


E, = AE (9-24) 
donde 
a ж саграахы! virtual interna causada por la сагра utara viria 
Fuera. 


М = fuerza алй] itema еп elemento саызыйй por Las carpas reales 
Еш módulode elasticidad del material. 

А ж área de la sección transversal del elemento. 

іст іші de elemento, 


Fuerza cortante. Рата determinar la energía de deformación vir- 
tud debida ala fuerza cortante en una viga,se considerará el elemento 
de de la vga que зе muestra en la figura 9-22. Ladistocsión cortante dy 
del elemento cuando е5 casada рог las corgas regies ея de = ydr.Si la 
deformación гүжізііе yes casada por la ғезриезіл de шт material eit 
bo lineal entonces puede aplicarse la ley de Hooke, y = турса Por lo 
tanto, dy = (1/6) de, El esfierzo согап puede expresarse como т = 
K(Y / А), donde Қ езіп fator de forma que depende del регбі del área 
transversal А de la ура. Por lo tamo, se puede tscrbir q = KV ТА) di. 
El trabajo virtual interno hecho por una fuerza cortante virtual t,que 
aciña sobe el elemento de тиғғығатже deforma, es entonces díí, = u dy 
= {КЪ GA) ах Para toda la viga, la energía de deformación virtual se 
determina por intejpración. 


Ł 
uY 
E, І (as (9-25) 
donde 


e = fuerza cortante virtual imerna en el elemento, expresada еп 
función de х y causada рог la carga virtual unitaria €x lerma. 
Y = fuerza cortante intema en el elemento, expresada como ша 
funcón de х y causada por las cargas reabes. 
А = área de la sección transversal del elemento, 
К = faciorde bama para el áreade la sección trans versal: 
K = 12 риа secciones transversales rectangulares. 
К = ЮР рат secciones transversales circulares. 
К ml рага vigas de ala ancha өгісііс T donde А es сі área del alma 
G = módulo de elasticidad a corte pam el material 
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Torsión. Соп Frecuencia, los marcos tridimensiona les se someten а 
cargas de torsión. Si el elemento Пепе шы sección traosversal circular, 
па ocurrirá niogón pandeo ensuárea Lransvecsal al cargarto. Como re- 
tado, puede oblenerse la energía de deformación virtual en el ele- 
mento. Pam ello se considera un elemento dr del elemento que елі 
sometido в un par de torsión Т aplicado, figura 9-23. Este par de torsión 
produce une deformación сотішие de y= (cido Dada que se pr- 
duce una respuesto material fineal elástica,entonces, y = т/б, donde т = 
Toif Por lotanto,el ángulodegiro дб (уат) -іт/ еріс = {РАСУ 
б 5і se spika una carga unitaria virtual а 1а estructura que ocañone ип 
pa de torsión veriunl interno Len el elemento, después de aplicar las car- 
gas reales, la energía de deformación virtual en el elemento de longitud 
йк жй dU; = ide = pT dsj GI imegrar в toda la longitud L del elemento 
da por гези Кайо 


‚= Gr (9-26) 
donde 
т = раг фе torsión virtual interno calzado рог la carga шщагїв virilal 
externa, 


Тт prde torsión internocnel elemento causado por lascargasreales, 
С = módulo de elesticidad alcorie del material. 


J= momento polar de inercia para la sección transversal, J = тс 2. 
dámde ces el radio del área de la sección raisers. 


L= bmgituddelelemento. 


La energía de deformación virtual debida в la torsión de ele mentos 
que по tienen áreas transversales circulares se determina mediante un 
análisis más riguroso que el que se ha presentado agul, 


Temperatura. Enlaseción 9-4 зе consideró el efecto de un cambio 
de temperatura инте А Tsobre un elemento de una armad ura үзе im 
еб que el elemento se alas garia o acortaría una camidad У. = e АЛ). 
ып embargo, en algunos casos un elemento estructural puede estar so- 
metido & adi ferencia de temperarura ен toda зи profundidad como еп 
el caso de la viga quese muestra еп la figura 9-240 Si estoocurre, es po- 
shie determinar d desplazamiento de dos puntos a lo largo de la curva 
elísica de la viga usando сі prindpio del trabajo virtual. Para elo, pri- 
mero debe calcularse la cantidad de rotación de un elemento diferencial 
dede la viga causado por el gradiente térmico que ación sobre la sección 
transversal de la viga. Para hacer más claro el arálisis,se elegirá el caso 
más común de ши viga que bene un eje neutro situado в la mitad de la 
profundidad (с) de la viga. Al grafrar el perfil de la temperatura. figura 
90-246 зе observadrí (ше В Млпреташта media es T =(NM + 7,429 T, 
> E, la difereocia de temperatura en la раче superiof del elemento 
сана una deformación de alargamiento, mientras que en la parte baja 
povoca una deformación par contracción. En ambos cesos la diferencia 
de temperatura ĉi АҒ, = T, Га 1, — Г. Compel cambio lérmico 
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de longitud еп h parte superior с петог ет de бл = о А?, ал, Пиша 
Ә.24с entonces lá rotación del muembroes 


ай dx 


E 


de = 


Sise aplica une carga unitaria vintualeo un punio de н viga donde 
debe determinarse el desplazamiento, 05€ aplica ш Momento de par 
unitario virtual еп ип punto donde desea conocerse el desplazamiento 
rotactonatde la tangente, entonces eaa carga crea ип momento virtual ти 
enla vigaen elpuntodonde secncuentra сі elemento dí Cuandose im- 
pone el gradiente de temperal ura, la energía de defotmación virtual en 
la viga es 


ma AT w @ 
Oie [ "01-4 (9-27) 


donde 


m= momegtó vel intro еп la ұма apresado en fmción de x y 
cansado por b carga imitaria virtual exictna о d momento de 
par unitario virtual externo. 

ат п ке de expansión térmica, 

АТ, = diferencia de temperatura entre la temperatura media y la tem- 
perallira еп В pare amerior о ёпѓегіог de la viga, 
С =: profundidad meda de la viga 


А menos que se indique lo contrario, en exe texto se conuderarán sólo 
ізфеЙеліотыгз en vigas у marcos debidos a la flexión. No obstante, por lo 
репа los elementos de vigas y marcos pueden estar sometidos а varias 
de Le гига страх analizadas en estasección, Sm embargo, comes meo 
amó antenormente, ks defleaone adicionales camadas por lasfuerzas 
aatan y andes alteran la defleción de Lis vigas еп sdo un pequeño 
porcentaje por loque peneralmentese pnoran incluso Ел є análisis de 
“pequeños” marcos de dos o tes elementos coo ип awel de altura, S 
Bos y tros electos de la torsión y 1а temperatura deben considerarse 
етип өй, entonces simplemente de аутера su energía de deloma- 
aún virtual definida por les ecuaciones 974 a 9-77 а и ecuación del 
trabajo virtuar definido por la ecuación 922 o la ecuación 9-23, Los $i 
guientes ejemplos ¡luitrán В врӯсасфп de esas ecuaciones. 


1,- 


LT, — 41, 


ттүү 


d 


7. + Г 1—1 
2 


ш/а `зһ„ 


регііігік ш temperatura 
0; 
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376 ГарітлоФ ŪEFLKIONES En LEANODO METODOS ОЕ ENERGÍA. 


EJEMPLO 


9.12 


Determine $ desplazamiento bonzonal dd punto Сеп e marco de 
la figura 9254. Considere que E = 2КР) Кы, G = 1% 10%) ksi і- 
600 pulg! y A = 8) pulg? para ambos elementos. El área de la seodón 
trans versal es гесізпешін. incluya la energía de deformación interna 
debida a la carga axial y la fuerza cortante. 


————# 


E 
e T 


4 


18 
La 


ao 


SOLUCIÓN 


Aquí debe aplicarse una carga ипйапа horizontal en С. Los diagre 
mas de cuerpo libre necesaños para las cargas гевея y virtuales se 
muestran ел las figuras9-25b y9-250. 
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Flexión. La energía de deformación virtual debida a la НечЮпзе 
delerminé en el ejemplo 9-40. Se demostró que 


- J.e’ 13 666.7K > pie? (12 pulg"/1 
= [ "ма _ 136657 k?- pie pie’ (12 ршщ / Ве) spa 


ЕІ Т) k/polg (600 pulg”) 


Сагда axla А рап de losdatosde las figuras 9-256 y 9.250,56 
бете 


nN i, 
о. УЗ 


125 25 ®}(120 рив) 1 k(0x(96 pulg) 
80 pulg"[29(10%) (шай * 30 pulgij29 10% k/pulg?] 


= {0.111616 pulg -k 


Fuerza cortante. Ај aplicar laccuación 925 con K = 12 para sec- 
dones transversales rectangulmes y al шійтаг las funcio nes de fuerza 
cortante que se muestran еп la Cigura 9-26: y 9.250 resulta 


[7 
17 
,- І к(а) а, 


E [2962 Ях) х; А paa dx, 
p СА 1 GA 


540 kè » pie(12 puly/pie) 


"TO pal a РОА 


Si se aplica la ecuación del trabajo virtual, se tiene 


1k-4,, = 1357 pulg-k + 0001616 pulg-k + 000675 pulg -k 
Ас. = 137 pulg Resp. 


La inclusión de tosefscios de la fuerza cortante y Ы carga Axial contri- 
buys sólo con un aumento del 069% sobre la respuesta quese deter- 
mindusando Únicamente la flexión, 
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380 Гарітло” ПБЕғкІТОНЕ5 EXPLEANDO MÉTODOS DE ENERGÍA 


EJEMPLO [9-14 


AF 
L 


La viga que se mesira еп іа figura 9-26 utiliza еп un edificio s0- 
metido a dos ambientes térmicos diferemes, Si [а temperatura еп la 
sperhcie superior de la viga es de РЕ y en la inferiores de 1607F, 
determine ladeflexión vertical de la viga ensu punto medio. debido al 
gradientede temperatura. Considerequea = 6510 9/Е. 


ы--ф- pies ——] 


н | 


Е 
а Lüpulg , | 
ӨТЕ ес 
ЕЕ | 1 
А) 


4 


SOLUCIÓN 

Dado que la йеЙекібл en el centro de ls viga debe determinarse, se 
соса ima сагра іш evitaría AN y se саісша 61 momento үніңді 
interno еп la viga, figura 9-26. 

La temperalura media en el centro de la viga es (160% + ЯҒУ2 = 
ТЕ, por ю que рата h aplicación de la ecuación 927,4 Т. = BOF 
-WFF = AFF. Además, с = 0 ро /2 = Soulg. Al aplicas el printi- 
pio det trabajo virtual, зе llene 


і 
та АТ „йт 
Lese = f —=.. 
9 € 


pue 51107) FEF 
„я Г (Yrjö SUTAN F Ж 
v 5 pulg 


Ae = 0,0936 pulg 


El resultado ұкіса una йейе бп muy insignificante, 
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9.9 Teorema de Castigliano para vigas 
y marcos 


La energia de deformación por flexión interna para una viga о шп marco 
resulta de la ecuación 9-11 (E, = һы dif2ERN. Al sustituir esa ecuación 
en la eonación 920 (А, = ЖЭР үү omitir el sobíndice } se tiene 


En logar de elevar el cuadrado la expresión del momento interno M, in- 
egar y hego obtener b derivada parcial, peneralmente esulta más [йсй 
diferenciar antes de la integración Dado que E e 1 зоп cobstantes, se 
бепе 


(9-28) 


donde 


Ат desplazamiento externo del pumtocausado por A3 cargas reales 
que actúan sobr la vigo marco. 

Р = fuerza extemmaapiicadaas la viga о maroen b dirección de А. 

М = momento interno еп la viga о marco, expresado come una función 
de хүстмадо tanto рог ін nerza F oomo por |е cargas reales 
sobre la viga. 

Ё = módulo de etesticidnd del material de la viga. 

Ё = momento de inercia delárea de la sección transversal calculado 
respecto al eje neutro. 


Sidebe determinarse [а pendiente беп un pinto, es necesario encon 
trar la derfrada parcial del momento interno M ссп respecto а ша ma- 
теше de par exterño МЇ que aca en el punto, es decir, 


(9-29) 


Lasecusciones Anteriores зой similares а las usadas pera el métododel 
trabajo virtual, ecuaciones 922 y 923 expeplo que ЯМ/ӘР y ФМА 
mipan ат y ma Pespectivarmente, Comoen el creo de Bs armaduras, 
peocrálmenté $e Teqliere un росе más de cálculo раа determinar las 
derivadas parciales y aplicar бі teorema de Castiphano en wz reem- 
plear el método del trabajo virtual También, recuerde que este teorema 
sólo se aplica a materiales que tengan una respuesta elástica lineal. Si se 
desea una determinación más completa de la energia de deformación еп 
ha estructura, debe incluiese la energía de deformación debida a las fuer. 
205 cortantes, ахак y de torsión. Las deducciones para la fuerza cor 
tante y torsión siguen el mismo desarrollo que lasecuaciones 9-26 y 
9.26, Las energías de deformación y зи derivadas коп, respectivamente, 
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e 
Иа; añ, "Y far 
„= т = ША! ШЕ 
xf АС P [Dé 


U. = ALE а КЫ 
t h 26 ай п 


Sin embargo, estos efectos no se incluyeron ёп el análeis de los proble- 
mas рата este texto, debido a que las deflexiónés en vigas y Marcos 56 
producen principalmente debsdoa la energía de defomiación por fe- 
min Los marcos más gandes, о aquellos que tienen una peometría mu- 
хз. pueden analizarse рог computadora. donde estos efectos pueden 
mow porarse fácilmente dl análisis. 


Procedimiento de análisis 


El siguiente procedimiento proporcionaun métodoque puede emplearse para determi- 
паг ladeflexión y/ola peodienteen m puntode ша vigan Un mario usando el teorema 
de Castighigro. 


Fuerza externa Pormompento de par М 


* Coloque una fuerza Psobre la vigas өсі тыспелеіршиоу еп la dirección deldespla- 
zamientodeseado. 


+ Sidebe determmarse la pendiente, coloqie іп monento de par М еп el punto. 


= Se sppone que lano Россию М Henen ша mognitud variable para obte ner los cam- 
bios ӘМ/АР самум. 


Moriantos internos М 


* Establezca ыз coordenadas apropiadasque зоп» álidas dentrode ls remones de la 
viga 0 el marco donde no hay discontinuidad en la fuerza. la carga фіз пела о el mo- 
mento, 

Cakcule d momento interno М еп función de Py M y cada coordenada д, Además, 
calcule la derivada parcial ӘМ/ЗР o ЗАЛ" рага cada coordenada т. 

Después de determinar Af y ӘН/ӘР о ӨМ/ӘМ" крп п Ро M m valor numérico gi 
han sustituido а na fuerza о momento reales. Пе locontrario,estabirzca Po М igua- 
ES acero. 


Teorema de Castigliano 


* Aplique la ecuación 928 0929 paa determinar сі desplazamiento А 0 la pendiente 0 
deseados, Es importante conservar dos sgnos algebraicas de los valores correspon- 
dientes de М уам/ар o iMa. 

e Sila suma resultante de todas bs integralesdef inidasespositiv A АО Шетен la misma 
Arecciónque РОМ. 


ӘР TEOREMA DE (САСТИЛЈАМО РА КАЛПА Y MARCOS 


Determine сі despiazarniento del puno Я de іа viga que se muestra 
еп la figura 9 277. Considere ше Е = 200 GPa e? = S00(10%) тип. 


UNS ad 


SOLUCIÓN 


Fuerza externa Р. Se codoca una fuerza vertical Р sebre la viga еп 
Boomos35£ muestra еп la figura 9-27b, 


Memeéntos internos ME Se quere una sola coordenadar раға 
abiener la sobición, puesto que no bay discontinuidades de carga 
entre A y Н Sise usa el método de le sengiones, figura 9-27с,өе tiene 


(+ M=0; -M - m3) Рх = 0 


М = bx? — Fr 
Al establecer Р = Gar valor real, resta 
M= бх? 
Teorema de Castigliano. Sse aplica la ecuación 9-28, se Lleno 


òda Wi-j- rida 15087) М? 


obien 
дое ТЗН Ч 
86 иту D BOL) mn 0” Jim) 
= 184 = 50mm Resp 


Debe observas la semejanza entre exa solución y la obtenida me: 
diame el método del trabajo virival, esemplo Y 7. 
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EJEMPLO [9-15 


ГарітлоФ CELE HOMES ЕкірІҒАМПО MÉTODOS OE ENERGÍA. 


Determine la репфепіееп el punto В de la viga que se muestra en la 
figura 9-24. Considere ше Е = ЖООРа, / = ӨҢІН) mm. 


O E SOLUCIÓN 
{а} Мсетегіс de per externo М. Dedo que debe determinarse la 
pendiente en el punto A,secolocalm рагехізгіс М” sobre la viga en 
ese punto figuraY-28b, 
Moméntos internos M Раа determinar los momentos memo en 
h via deben usarse doscoordenadas, т, y puestoque hey una ds- 
continyidad, M en A Como se muestra en l figura 928b г та йе А 
— а By ху vá de Ba С Utilizando e método de lis secciones, Figura 
9.28с, los momentos miernos y las derivadas parcales se сакал de 
м 8% siguiente manera: 
8 (a 
a = O Рала g 
Ha r Ф 
© [+IM = М + 3щ =0 
ам 0 
ам" 
Рага xy 
{+®М = i Mo- М tte 
зам зах М, = М — 33 + 2) 
| м | ЖИ" aM _ 
| me || эм!" 
LV, -5ш — 3. Vi 
(9 Ponema de Castigiiano. Sise establece А = Ou vor real, у se 
Fignra9-28 aplica la ecuación 9-29, resulta 


E 
Md 
ta” í da 


m [= dx a Үп —3{5 + 11) Ах» _ 1254 mi 
D Li] 


El El El 
о bien 
ТЕЕ 112.5 N-m* 
В 2000108) КаК ЕЕ) mer 1077 meme) 


= —0.60938 rad Без 


ElsEno negativo indica que €, ек opuesto a la dirección del momento 
de par М. Observe la итик) entre esta solución y la (Ісі ejemplo 98 
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EJEMPLO |96 


Determine el desplazamiento vertical del punto Cde b ужа que 
я muestra еп la figura 9-29а. Considere que E = МЮ GPa, / = 
GHI) mr. 


SOLUCIÓN 


Fuerza extra Р. Se gpiicauna fuerza vertical P ел el punto C 
figura 9-29b, Después esta fuerza será igual В un wilor [и> de 
ЕМ 


Mornántos internos М. Ел езіссазо se requieren des coordenadas 
¿para la integración. figura 9-295,puesto que la carga es discontinua 
en €. Empleando el método de las secciones, figura 0-29с se бепе 


Рага тү: 


cesan чшнозгн+ы( кые ШЕШ 
M, = 04 + 05P)x — dj Ше” 


a т 05х 


Pará к; 


HEM =й; -М, + (8 + ОР), "0 


Teorema de Castighano. Sise establece Р = 20 kN su valor real, y 
з aplica la ecuación 9-28, resulta 


ты ЕЕ: ra 


Р = A ‚ [pag 
в ES р El 


_ 23476№:т? 192 Меп? 4267 Мт) 
El El El 


а 426 ТЕМ: т! 
Ae, 200104) мла) mm* E mm men”) 
ш 0042 т = 4.2 mm Rep 


ЗЕА ГарітлоР ПЕғкІОНЕ5 ЁЕнїР1ЕАМПО MÉTODOS DE ENERGÍA 


EJEMPLO [9.17 


pu toa 


Determine la pendiente en сі pumo С dd marco de dos elementos 
que se muestra en la figura 9304. El soporte en A es fijo, Considere que 
E = 29(16%) ksi £ = 600 pulg”. 


SOLUCIÓN 


Метепіо de раг éxtérno М. Seppia un momento variable М 
sobre e marco сп el punto C puesto que debe determinarse Ін pen- 
dene en езе рого, figura 93046, Después, este momento se iguslará 
сего, 


Momentos internos М. Debido ala discomiinuidadde lacarga in- 
ema еп Fse eligen dos coordenadas д үх „Соглоче muestra enla fi. 
gura 92300. Usando el máodo de las secciones, figura 9Hk, se бепе 


Para т; 


¡HEM =й, 25, 5*)-m0-0 


Mi=-[+M") 


—М, — Mx 00360" +6) – М = 0 
м, = —24 1,005.60" + ё — А 
ам 


ам" 


Teoma de Castigliano. А ШШ М = Пу aplicar la егїїл- 
ción+4-29seobliene 


L Mid 
ёс me 


В o(s} dx, ‚ [ascos 60" + 6-1) des 
І El І ЕТ 


_ 56 к-р“ n 2040 krpi _ 2616 К.рі 
El El El 


_ Ж1\6к. pic’ (14 рай /ріс”) 


O курш (Өрен) "4426 ғай 
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| | PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


BA Determine la patien ie y el (Арат жеепіпелеі 
punto. 4. EFesconstante, Use elpain9apio deltrabajo virtual. 


БММ. Respeta el problema Ғ943 manto el teorema de 
Casal lao. 


BAR Determine la perdente yel desplazamiento eo а 
pun A. Ее ссякае, Ls Я райын del пай virtual 


БАЛЫ. Веі el problema Е9-15 usando d teorema de 
Саз Бык 
Г 
i | 
лш 
IA пі 
¡| ——— 9 — ——— 


19-15-16 


89-17.  Dotermincla pordiente y eldos plar amen to епо! 
punto E Efa consiente, Lise el priocipior del (табыу wal 


ЕМЕ. Rerucivacl problema P9-l Fumando elroremade 
C asig liino 
14M 
A В 
A з». 


F-17918 


BAY. Determine la pendiente m Aye desplazamiento 
enel punto E El escoretame. Сыз d principio del trabajo 
virtual. 


ғ Беца aelproble ma ГОЛ 9 usando е worrie de 
Сач igbawo 


FFL [eorpine la pendiente y eldesplttamientoen el 
pnto С. Efes antare. Use d principio del trabajo virtual 


00-22,  Resuelva el proble ma FAA usando dl teorema де 
Сазіҙ але, 
120% 
=———— 
А E 
І г { 
Lo ÁÉ— A —Á 
H-n- 


Б 


РЫЛ Ducrmino d desplazámiento еп sipunto C. ЁТ es 
onanie. еее principio dd trabajo че. 


НЫМ. Веза el proble ma FAZI marido el teorema de 
Сай п 


сахжш 


үре: ТТТ 1 [| А 
imac E ss жар. 


ЗЕЕ Сарітшо 7 ОСЕБ. ЕК IONES ӘкірікамПпОо MÉTODOS DE ENERGÍA. 


| | PROBLEMAS 


8-2. Determin; d desplazamiento de punto С y lá pen- 
dee en el punto В. Efes constantes, 156 E ртпіструі» del 
trabajo virtual. 


0-22. Ecsperva q problema 9-2 usado clinmrema de 
Custislano 


— — AS { 


9-13. Determine el desplezamiento en d punto C Ef es 
consular. Ussel método де trabajo Чеп, 


«94.  Rewdv d problema 923 usando el teorema (іс 
Салиқалы. 


Al 


924. Determine la pendiente еп 9 punto [Ejes cons 
unto. Usec] método dd tabajo virtual. 


9% Беца 4 problema 924 mando d lorena de 
Carigliano 

9-72. Delici pendiente enel punto A. Eos cons: 
wer, Useel mélodo del Та Бајо virtical. 


=L Reserva q problema 927 upendo el teorema de 
Сапат 


9-29 Determine la pendiente y e desplazamiento сп 9 
punto C.U se ане наз de trabajo virtual E = 2007) ki 
t = AW} pulg”. 

9-10. Коныһа d problema 9-¿Pusándo епоемста de 
Castiglia. 


A и ши D kpi 


e нури 


Proin, 9-29/9-30 


9-3, Determine el gespigramieito y la pendienas еп dl 
punto С de ta viga en voladizo. El momento de inercia de 
cada segmento se indica en la pra, Comidere que Е = 
200 kä. Use e principio del trabajo Wrtual 


"9-32. Resueva ed problema 931 usando ісогета de 
Casigli агыз 


MAL Determine la peretiente y 9 denplaramierto en d 
punto 4 Eferconsi шие 15е e método del trabajo viriual 


9-34 Безда el problema 9-23 usmdo d teorema de 
Castigllano. 


ӘР TEOREMA DE САТ АМО РА КАЗСА Y МАЯСОЎ 


9—45. Determine la pendiente у d ddesplezamicoto m а 
punto В.5иро пра ques lsopornteea А овца рафг уеп С 
аз ша dillo. Considere Ё = ЖЕР) kai e i = XEpulg”. Use 
гі mttdodel trabajo virtual 


"90-346. Қезміға el problema 9-35 ышы» d teorena de 
Canigliano 


тишип 


ЫА 
| — pa -р— Spie —+ 
Probs,9-359-36 


9-31 Detérmoe lá pendiente y е] despirzámiento en el 
punin S. Suponga que él soporteen A em preador y en С 
et шз rodilla, T ome cñ cuen га la e nera de deformación 
adicional debida в la шега cortante. Comidere que E = 
HLP) Ем = 300 pulg", G = (107) зі y suponga que 
АВ йет un йгїй en $u s6cción іг шетін! de А =7.50 
pulg! ss d método del inbajo virtual 


ти тишин 


== 


-г-- 


-WL Determine d бєзрїатапиег de punio С Lye а 
тийме trabajó virtual. El есле. 


9-4. Respdva d problema 9-38 undo el bare ma de 
Castiglano 


389 


“dl Determine la pendiente y el desplzamento en el 
puto А Supongs que C está articulado. Use el principio 
del trabajo virtual. Eie constante, 


941 Илла d problena 9-40 wando d beorema de 
Сазайын 


9-42 Гитт; d desplazaMisnicene! puno D'.Usgel 
plincipio del abajo virtual Ef es constante, 


[+ 


od жайы 


и, ӛріг- s 


Proh 9-42 


9—43. Determine eldosplaramiontoen e punto, Li кегі 
leoreña de Сай|нБало El exconstan ге. 


dr 


олтита, н Е 4 pú 


Proh 9-43 


de 


3% ГарітіоФ” ОНЕ. нонЕ5 EMPLEA NODO MÉTODOS OE ENERGÍA 


uki. Lie el método del г aba jo virt pal pera determinar la 
Пе Пезубп vertcalenel soportedacación dr D Ele comtans. 


8.44 Resha el problema 944 mando eligore ma de 
Саро. 


946. E.Imarcoenformadol se compone de dos gnk- 
tos, сыйа oo delongitud 7 yrigiderala flexión E Sise- 
mete а Ш carga Uiniformomente distribuida, determine e 
deiplaramiento homma dd caremo С. Ше d método 
de tabajo virtual 

9-47 Elmarcoen forma de L se compone de dos segmen- 
toscada әде longitud £ y rigidez кі flexión El Si sero- 
mete a Ш carga imdormemente dstribleda. determine el 
desplazar nto vertical del punto 4 Used método del tre 
банты. 


4-48, Resudva d problema 947 usando el teorema de 
С кайрып. 


MI 4. 


Proba. 946107448 


94, Determine el desplamiento horizontal del punto С. 
FF сок ап ie Lee el mélodo deltraba jo virtual. 


9-56. Resuelva el problema 949 mado q teorema de 
Castiglizno. 


99. Determine la dellación vertical en С El área de la 
sección tonsversal y el momento de inercia de cada seg- 
mento se muestran en La figura, Considere que E = 200 
GPa Suponga que А es ып soporte fio. Use а método dd 
tiraba jovirtizal. 

49-52  Resielvaclproblema 9-51, incluyendo elet е сіп de 
ін еле грін de deformación cortante у әлігі. 


9-53, Reserva 4 problema 9-51 usando d teorema de 
Custigiano 


Ас EM o 


Ё с = ШЕҢ mm” y АЛТЫ йы 
іш = WHK) mm 


«ра, 


Frois. 9-31%-519-53 


ұу 


9-44 Determine la pendierte еп А Сесе que E = 
ЖҢЫУ) кя, Elmomento de іпетсікде cada вто del 
marco se indca en la gaa Suponga que D єк un зросте 
жоні мі Use el método del trabajo virtual 


955. Есш @ problema 954 usando el woema de 
Casigliano 


Proba. 9.545.535 


"9-54 Тасе miik deitreba jo virtual y determine la do- 
бехи borroñlalen C.E] área de lavección transversakle 
саја сісте nio ве indica en la Égura, Suponga que los ee- 
mentos están articulados en vs exirenos, E = ТИР} Есі 


%51 Resuedía el prodema 956 mando el terema de 
Cato 
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9-58. Lhecimétododel traba jo virtual y de terminos lade- 
Bexiónbos боска en EE Jos ustanie H ay Ups iren А. 
Spota que E es ша rodillo y que tes una juma fja. 


95% Шуа d problema 958 Ший E boorema de 
Cats 


9-60. El marco сый sometido a la сағда de 5 k. Бет 
тіле d desplazamiento vertical m C. Suponga (рс los 
elerse pros están аттиш en A, Cy E, y que өшіп comet- 
tados famenison lasjuntas acodadas й y O Efes cons 
лів. Lseel método dd rabo virtual. 


9-Ы. Remeha d problema %60 usando d teorema de 
Canina 
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REPASO DEL CAPÍTULO 


dos los métodos de energia зе bara end ргіпкаріз е la ronservación de la energin el cial establece que dl галај гел 
rado por bodas las Ме га аз оте тиін que іктіші sobre la estructura Ù se беасо е a т abajo mii mo © Є пе гй de de - 
bimación, E desarrolladae nose lementos cuando ің estruchurasedet гт па. 


[ЖЕТ 


Lisa fuerza (momento) realiza rabijo D cuando experimenta Undesplazamiento (rotación) en Із drección de la fuerza 
(momen во}. 


КІргесшіо del trabajo virtual se база en el abajo reaiizadopor una fuerza unitaria “virtual” o imaginaria S debe obte 
merse la deflexión (rotación) en ып punto: de la estructura, se aplica una fuerza (momento de рай unitarie virtual a la es- 
tructura еп ese punto, ЕО па cargas validos intermases Mestructura, El дарау Lal se desarrolla cuerdo las 
сатра realesse colocan sobre la еыїгисїшга pa orocátido sude formación 


Los ферғана letos ёп las аспауга тылдап Шап 


пі. 
Аы 


S el desplazamiento es санын) por la temperatura 0 errores de fabricación, епбопосз 


[1-4 = Yas AT | J-A Телі. 
[EA Tan An | асалари 
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Раз las vigas y los marcos, el desplazamiento (rotación sodefíne a partir de 


БЫШ 


=æ 


1 
ты "aM 


El segundo teorema de Сайд Нала. пзп Tanada сі inétodo dd tabajo miimo, puode Usmo para Ӛчегтілаг lis de- 
flexiones en las cunuecyras que npp iilan elásticamento. Se afirma que el desplazamiento Írotación) en un punto de una 
ейгистиға es iguala la primera derivada parcial de lLencrzia dedeformación en lu estructura con rospectos una fuerza Р 
imomento de par Af") que actúa en el punto теп ladirección del despleramiento(rotación). Рага una armadura 


Las juntas de este mamo decmacreto gosectidas Пати Басе que la es- 
inactura sea estibcamentendaterminada. 


Análisis de estructuras 
estaticamente 
indeterminadas por el 
método de la fuerza 


En este capítulo se aplicará el método de la fuerza о de la flexibilidad 
рата analizar armaduras, vigas y marcos estáticamente indabermina- 
dos. А? finalde capitulo se presentará un método рага dibujar la línea 
de influencia para ma viga с un marco estáticamente indeterminado 


10.1 Estructuras estáticamente 
indeterminadas 


En la sección 2-4 se estableció queuna Estructura de cualquier ёро se 
«јаса comostálcamente mdederminada «шікіс k cantilad de neac- 
cones (з fuerzas internas desconocidas exmede a la de les ecuaciones de 
equiibrio disponibles рага Su análsis. En esta sección зе analizarán los 
beneficios de utilizar las estructuras iodeterminadas ydos formas funda - 
mentales en las que puedeo analizarse. Tenga encuenta que la mayoría 
de lasestructuras diseñadas en laactualidad son estáticamente indeter- 
minedas Esta indeterminación puede surgir como resultado de la añadi- 
dura de sopores о elementos, о debido a la forma general de |а estruc- 
tura. Por ejemplo, les construcciones de concreto reforzado son casi 
sempre Cstáticamente indeterminadas porque las columnas y las vigas 
зе хасап como elementos continuos a través de hs juntas y sobe los 
mporn 
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Ventajas y desventajas. Aunque el análisis de шы estructura 
estáricamente indelerminada es más complicado que el deuna estática 
mente determinada, por lo general bay vacias razones may importantes 
para la elección de cae ёро de estructura durante el deeño. Pero aún 
más importante es que, para una carga dada, el esfuerzo máximo y la de 
Шхюп de una estcuctura indeterminada 500 generalmente mås pr- 
queños que los de su contraparte Estáticamente delerminada, Рот eje m- 
plo, la мра Emarnente piyale y estíticamente indeterminada de la 
figura 10-12 estará sometida а un momento máximo de М. = Р.В, 
mientras que la misma viga. cuando está simplemente apoyada, figura 
10-15 se someterá а dos veces el momento,es decir, May, = PL/4 En 
consecuencia, la viga fijamente apoyada бепе пп cuarto de в deflexón y 
la садде esfuerza en elcentroque la мра simplemente apoyada, 

Oln razón importante para seleccionar una estrucibra estáticamente 
indeterminada ёх que bene una tendencias redistribuirsu capa ensus 
spotes redundantes en las siciariooes donde осите un diseño defec- 
oso о зе presenta Una sobrecarga, En esos casos, la estructura man- 
беле su estabilidad y se evita el colapso. Lo anterior es particularmente 
importante cuando se imponen sobre la estructura cargas baterales re- 
perannos, como bs provocadas por dl viento o los sismos Para ilustrar 
esto,considere de nuevo la vigacon un extremo Eo de la figura 10-1 2. 
A medida que Paumenta, el material de lá viga empieza а deren 915 
paredes y en su centro formando “articulaciones plésticas” localizadas, 
las cuales hacen que la vigase deforme,como sl estuviera conectada me- 
diante bisagras o pasadores en estos pinitos Aunque la delleión se haga 
pande, le paredes desarroilarán fuerzas horizontales y resociones de 
momento que podrán sostener la viga y así evitar que зе colpse por 
omp keto. En el cano de Ја viga simplemente apoyada de la figura ПЫР, 
ша carga Р ахсеў уй harà que la "articulación plística”se brme sólo en 
el centro de la viga y debido a Ін gran deformación vertical, los soportes 
ño desarrollarán ninguna Íverza hocizootal ш reacciónes de Momento 
que pudieran ser necesa Mas раға evitar un colapso total. 

Aunque las estructuras esiática mente indeterminadas pueden sopor 
tar una сатра соп elementos más deteados y tienen Mayor estabilidad en 
comparación com як contrapartes estáticamente determinadas, hay 
саз en los que раг el cootrario, estás ventajas pueden convertirse em 
desvenigás. El дяіютг de costos сп materiai debe compararse con el 
costo adiciona] necesario рага fabricar la estrictura, puedo que еп 
muchas ocasiones fa consirueción de Ке soportes y las juntes de una ез- 
tructura mdelerminada 24 más соон que la de una determinada. Sn 
ешын, más imporlare aún esque las estructuras estábcamente inde- 
terminadas tienen reacciones redundantes en los Soportes, es necesario 
tener micho cuidado para evitar el desplazamiento diferencial de los $o- 
portes, ya que este efecto intcoduce esfuerzos internos еп la estructura 
Рот esemplo,se ajostara si la pared џаба en un extremo de la viga fa 
que зе muestra en h figura Ю- lase desarroMaría un esfuerzo ел la viga 
debido a esta deformación “obligada”. Por otra parte,si la viga estuviera 
simplemente apoyada 0 estálicamente determinada, figura 10-16 enton- 
es cualquier ajuste de sy extremo гиз ocaionaría ima debernación de la 
ұма y рег le tanto, по se desarrodará esfuerzo еп la viga. Enfonoes, еъ 
general. cualquier deformación como la causada бі desplazamiento 
relativo de un Soporte O los cambios en la longitud de los elementos por 
errores de fabricación o cambios de temperatura, introduce esfuerzos 
adicionales еп la estructu ra, los cuales deben Jer considerados en el di- 
зебое estructuras iideterminadas. 


ЮМ ESTRUCTURAS ESTÁ ГІСАМЕМТЕІМОЕТЕНМ часна, 


Pigural 0-1 


Métodos de análisis. Al analrarcualquierestructura imdetermi- 
пайа cs посезагію satisfacer los requisi tos de equilibrio. compatibilidad y 
fuerza desplazamiento рат la estructura. El еді Егіс se satisface cuando 
ins fuerzas de reacción mantienen la estructura en герозо y la compiribi- 
Басі se cumple cuando los diferentes segmentos de la estructura se ajus- 
tan зп interrupciones o trasiapes intencionales, Los requisitos de fuerta- 
desplazamiento dependerán de la forma en que respondael material;en 
emete wo se һа supuesto una epeta elástica Bneal. En general, hay 
dos maneras diferentes de satisfacer estos reguáitos cuando se analiza 
una tructura estáticamente indelermunada:el méiodode ін меғга o de 
la fexibiidad уң méodo de desplozamiento о de la rigidez. 


Método de la fuerza. Originalmenie ЈатезСіет Маха е desa- 
стн en {864 el método de la tuerza y posteriormente fue refinado por 
Dio Mohr y Heinrich Muller-Bresláu, Este método Me mo de Ке pri 
meros que existió para d sñátisis de estruciuras estéticamente indeter- 
minadas. Como ta compatibilidad forma la base de este método, en оса 
жопе $ le һа lamado d método de la comparibilidad oel método de lor 
drsplazamientos consistentes, Este método consiste en escribir las ecua 
ciones que satisfacen los reguisitos de compañbilidad y de fueran-dexplo 
zarmieng рага la estructura соп є fin de determinar Las fuerzas redun- 
dentes. Опа vez quese lan delermmnado éstas fueczas,se calcula d reso 
de Las pezas de reacción sobre da estructura medisnte el compliraento de 
іе requisitos de equibbrio. Los princgsos fundamentales involucrados 
en la aplicación de еле método зоп rides de entender y destrrollar, y $6 
estudiarán ел езе capitulo 


Método del desplazamiento, Еме método se База en escribir 
primero las relaciones de fuerza-desplazamiento рага los elementos, 
para luego заївівсег los requisitos de equilibrio de la estruciora. En este 
со ауто кетар en les ecuaciones son desplalamientos. Una vez que 
зе han obtenido los desplazamientos, las fuerzas эе determinan а partir 
de las ecuaciones de compatibilidad y de fuerza-desplazamiento, En los 
сарі 11 y E seestudiarán algunas de las técnicas clásicas que se uti- 
Ean para aplicar el método de desplazamiento. Debido a qee en La ac- 
пазімізкі ca todo e software рата сі ашкы сытпыйыға se езтн 
sado ete amttodo so 106 сәріпіо5 14,15 y 16 зе presentará ima formi- 
hon фе la malrizdel métododel desplazamiento, 

Cada ило de esttosdos métodos de análisis, que se детево en la беша 
102, tene sus ventajas y desventajas particulares, dependiendo de la 
geometría de la estructura y desu prado de indeterminación, А} terminar 
la presentación de los métodos, se dará una explicación sobre н utilidad 
de cada uno de ellos, 


397 


10 


10 


398 Carlrulo 10 ANÁLISIS DE ESTRUCTURAS ESTÁTICA MENTE IMDETERMINADAS POR 


a 
viga real 
ta) 
li 
a. 
кектен 7 


Fgura 18-2 


10.2 Método de análisis de la fuerza: 
Procedimiento general 


Tal vez |а mejor manera de ibisirar los principios involucrados еп el mè- 
todo de málsis de la fuerzasea considerar la viga quese muestra en la 
бина 10-30, Si зе dibujara w diagrama de cuerpo Ше, habría cairo 
resccimes desconocidas en 05 soporiss; y сою 56 puede disponer de 
tres ecuaciones de equiibrio para oblenes una solución, la viga es inde 
етігімді de poner prado. Por bo tanin, serequiere ша ectación мӛсісшл 1 
para la solución. Con el fin de obtener ema аспаб se usará el principio 
de spperposición y se considerará la comporibilidad del desplazamiento 
en mo de los sopories Esto se hace al elegir шы de las razones en los 
soportes como “redundante” y al eliminar temporalmente su electo 
mb la viga de manera que ésta se viehe estálicamente determinada у 
estable. Esta viga se conoce como la exructura primaria, Aquí хе elimi- 
naá la acción de restricción del oscilador en 4 Como resultado, la carga 
Р hará que E que se desplace Бапа abajo en Una cantidad Ая como $e 
muestra еп la figura 10-36. Sin embargo, por superposición, l resección 
desconocida en Нез decir, Қ. hace que la viga m Hs despiece Va 
hacia ёгпра, Geura [0-3с Аш, la решта literal de езіп notacón de 
doble subindice se refiere al punto (Bjdonde se pedina ladelkecón. y 
Ы segunda literal зе refiere al punto (E) dende actúa la reacción: desco- 
шың. 5 $e Sipooe que los desplaramientos positivos actam hacía 
ariba entonces, а partirde lasfiguras 10-3a а 10-32, €Spos ihle escribirla 
ecuación de compatibilidad necesaria en e oscilador como 


(+ Ї) 0 = 4. + 3 

Ahora se indicará el desplazamiendo еп Н usado por Uni carga uni 
арта que actúa en Ь dirección de В, como el (юе гілі de fiexibilidad li 
seal ы gura 10-34, Біле emplea el mismo esquema дмегьот para esta 
notación de doble subindice, fia «es la deflexión en E causada рог una 
смра Unitaria еп E Como el material Зе comporta de ша manera lineal. 
elástica, ши fuerza Ң que acia са Ben vez de la сара unitaria, cau- 
5а un incremento proporcional en faa Рот lo tanto, es posible escriber 


Азы = Bf 


Cuando 82 escribe en este formalo, puede уетзе que el coeficiente de По. 
xkalidad ітзезі f es una medida de la defleiónpor unidad de fuerta,por 
lo que зі unidades soo тум, pie/b etcétera. Por 10 tamo,ta ecuación 
de compatibilidad anterior puede езе итче en iérminos de la incógnita 
# „сото 


0-44? BS эл 


112 MEOGODE АМА DE LA PUERTAS PROCEDIMENTO GENERAL 


Sscemplean los métodosde los capitulos tot, ala tabla de deflexiones 
que se encuentra detrás de [а portada del ibro, es posible obtener las re- 
boone adecuadas de carga-desplazamiento рага la deflexión Аҙ, Figura 
10-35.y el coeficiente de flembitidad Ға» Pira 10-34. asimismo puede 
determinarse la solución para Б, esdecir" НА, ар Una vez hedo 
estose pueden enconirar bs tres Feacciones en la pared А apartir de las 
ecuadones de equilibrio. 

Comose indicó anteñormene, [а.е сей nde la redundante es arbitra. 
па Por ejemplo, el momento en A, Figura 10-4e puede determinarse di- 
rectamente al eliminar Ів capacidad dela viga рин soporlar un momento 
en A,esdecir, alsustiluirel soporte fio porun pasador Comose mues- 
{таспа fg wa 10-4518 rotaciónen A ocasionada рог lacarga Pes 8, yla 
mación еп 4 causada рог ta redundante М, en 4056 an figura Nc. 
Si se denota un соет de feobibdad angwo алд omo el desplaza- 
miento angular en А causadopor ип momento de par unitario aplicado 
sobre A Fig ural0-44 entonces, 


бат М ҳадд 


Ри lo tanto, є cocóciemte de Bexbilidad angular тке e desplaza 
cesado angular por unidad de mememo par, y рог lo tanto biene unida. 
des de ГАМ . mode adb . pe etcétera. Par lo п, В emain de 
титраб para la rotación en A requiere que 


(r+) 0-0,» Мука» 


Entstecaso,M y т В ао дд Опт negativo, quelimplementesignif юа 
que М, actúa en una dirección opuesta а la del momento de par unitario. 


sim deotcM,apbeeda 
(Е) 
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A 2 + a" 


` 


г шан 
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„= > ; 
mindene E, las 
в 8) 


Fikira 1 0-5 


Еһ la Пе ша 10-52 da шу ener ejemplo que ага la aplicación da 
método de la fuerza. Aquí la viga es indetermmada de segundo grado, y 
por lo tanto 56 requieren des ecnaciones de compatibilidad para obtener 
b solución. Se elegicán ias fuerzas verticales еп los soportes de rodillo Я 
y С como redundantes. La viga estáticamente determinada resultante se 
deforma coma se muestra en la figura 10-56 citando se retiran las fuer- 
zas redunda мех. Cada una de estás Ге? дд que зе supone Actúan Hacia 
abajo, deforma la viga como зе muestra en has figures 1й-5с y 10-5d, res- 
peciivamente. Aquí, los cosficiemes de Пек дй fos y fo se encuen 
tran a partirde опа carga unitaria que ación en Afigura 10-Se ү ec Y fre 
se halan a partir deuna саға unitaria que actúa en C figura -Sf Por 
siperposición, las ecuaciones de compatibitidad раса ќа deflexión ёп B y 
Cam, respectivamente 


(+l) 0- А, + Нух + Cfare 


Пил vez establecidas las relaciones сатда-Пезрізгаппетіо utilizadi hos 
métodosde los capítulos 80 94 pueden resolver A estas 
сомасын para oblenér Таз dos erzes desconocións, 

Despues de haber Mustrado la aplicación de métsda A de la 
Шеген mediante un ejemplo, ahora se analizar su spiicadón en térmi- 
поз generales y lvegose empleará como bee рага la solución de probis- 
mas relacionados con armaduras, vigas y marcos. Sin embargo, ржа 
lodos estos casostenga en cuenta que comoe!l méiodo depende de la su- 
perposició n de desplazamiens3s, es necesario que el material pertrcnezca 
eféntico lineal cuando se somete а ына orga. Además, considere que cual- 
quier carga de reacción externa a imema en un punto de da estructura 
puede determinarse directamente а liberaren piner lugar la capacidad 
de la estruct um para soportar la carga. y después escribir una ecuación de 
compatibilidad еп el punto. Vea d ejemplo 10-4. 


(10-1 


Y ьн абе ción өйЙ саїншыййүнөт иара umilaripen Af баш deferida еп cr 
майараг ұлар w лгін tif, 
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Procedimiento de análisis 


El siguiente procedimiento ofrece un método general para determinar las reacciones а 
cargas internas de estructuras estáticamente indeterminadas utitrando e método de 
análisis de la fuerza o la fhexibilidad. 


Principio de suparposición 


Determine l número de prados т en que la estructorá ез indeterminada. Depués, tipe- 
сше іне” fueras о 105 п momentos sedundantes desconocidos que deben retirarse «de 
la estruciura рага que зен estáicamente determinada y estable, Liilizando сі principio 
de superposición, dbuje la estructura estáticamente indeterminada y muestre que еі 
igual a una serie de estructuras estáicamente determinados correspondientes. La езігіс- 
tura primaria soporta las mismas cargas exiemabs que la estructura estáticamente inde- 
terminada. y cada una de ls estruciuras que se añaden а la estructura primaria muestra 
Ы estructura cargada con una fuerza o momento redundente separado, También, trace la 
curva elástica en cada estructura e indique simbóficamente el desplazambento о la rota- 
cón еп el ponjo de cada fuerza o momeño redundante. 


Ecuaciones de compatibilidad 


Escrita una ecuación de compattelidad pará d desplazamiento о la rotación еп cada 
pumo donde haya шпа fuerza o momento redundante, Estas ecuaciones deben expre- 
sase en jérminos delas redundantes desconogdas y sus correspondientes coeficientes 
de Mexibilidad obtenidos de las argas о momentos de раг unitarios que зоп colincales 
con las fuerzaso momentos redundantes, 

Determine todas 186 ЗеПехкжез y todos los coeficientes de Meuibilidad empleando la 
tabla que aparece detrás de la porteda, о los métodos de los capítulos 8 о 9* Sustituya 
estás relaciones de carga-desplazamuento en las ecuaciones de compatibibdad y resuelvh 
las redundantes desconocidas Еп partcular.st e valor cumérico de wta redundanie ёз 
ne abro, indica que Ін redundan зсба opoestá нп fuerza umile o momento unitaria 
correspondiente, 


Ecuaciones de equilibrio 


Dibije un diagrama de cuerpo libre de la estructura Como lssfuerzas y/o momentos rè- 
dundantes ya han sido calculados. las reacciones desconocidas restantes pueden determi- 
пае а parte de las ecuaciones de equibbrio, 

Es necesario tner en спета дрецпа vez que 9e hayan obtendo todas Les reacciones 
en los soportes,es posible dibujar kẹ diagramas de fuerza согыс y de momento. БЇ 
como determmar la deformación en cualghiér punto de la estrucitra mediante los 
menos métodos descritos anteriormente pan Structiras estáticamente determinadas, 


"Бе киритти тігійінріңгіггіп М E Fara доиграть ста emplea че үгасп dos Teoria ihel diw- 
каплап (кейі лі өміссіндің гі |а gr fait Las Жері безі ll cir А6! ES уін ados, еі decir, кл нші 
рее кеп шл a rd ae аттын Otcu ok pid Abl leog cúbico істегі puden зои иное No meme ән ған фо гім. 
iodo del Irabajo кігіші, еве gundo teorema de Са раг 
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10.3 Teorema de Maxwell de los 
desplazamientos reciprocos; 
Ley de Betti 


Cuando Marwel desarrolló d método de análisis de la fuerza, también 
publicó e tsorema que relaciona dos coef нзамея de Debilidad de cual. 
quiera de los des puntos en una estructura elástica ya зей a armadura, 
ота viga O Yo тахо. Este teorema se conoce como e teorema de los 
desplazamientos recíprocos y puede enmnciarse como sigue; El desplaza- 
mieto de un риме Б ат шта estruchra debido п una carga nara que 
adúa өт elpunto А e gual aldesplatemiento del punto A cuando la 
orga unitaria acia п el Punto В, ез decir, fas = Las 

La comprobación de este wowma puede тевізхаве fácilmente me 
dianteel principito del trabejo virtual. Por ejemplo, considere la ga de la 
брига 106. Cuando una carga зашла гені Actúa еп 4.soponga que los 
momentos intemos en Н мрн estón representados por тл. Para determi- 
паг el coeficiente de Mecibilidad en Bes decir, f 52 COLOCA UnA cargá 
viral yartaria en Е.брига 0-7 y se calculan los momentos mternosmpa, 
Entonces, al aplicar la ecuación 9.18 se obtiene 


титл 
Ла El dx 


Del mimo modo, debe determinarse ейспеГкіспе de flexibilidadf ла 
mando Una carga imitaria seal ación еп A figura 10-?, entonpes my re- 
presenta los momentos internos en la viga debido a una carga unitaria 
real. Por otra parte, my Epresenta los momentos internos debidos a una 
сира unitaria virtual en A figura 1055. Por lo tanto, 


Mama 
ға - "pes 
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Por supuesto,ambas integrales dan el mimo resukado, loque demuestra 
e leorema,el cual también se apáca еп las rotaciones recíprocas, y puede 
enunciarse como sigue: La rotación en el puto Б deing estriictura de- 
bilo al momento de par unitario que оспа еп el punto A es ¡pala la ro- 
tación ен el pito A, cuando el mortero de par uritario ана еп гі punto E 
Por atra parte, sise usa una fuerza unitaria y un momentoconcentrado 
unitario, aplicados еп puntos separados de la estructura, también se 
puede establecer que:le rotación en radianes en el punto Б е uncrekruc 
mer debidas ima caga unitaria que айша ен la hnb А e igual al despla- 
samiento en el punto A, cuendo мт momento conceririidounitamo acia 
ен гіршіс В 

Como comsecuencia de езе teorema, es розе ahorrarse al unos ire- 
bjos alapiicarel método de la пегга а ке problemas que son estática. 
meme indeterminados de segundo grado о de un gredo superior. Рог 
ejenplo,en las ecunciones H- 1 sólo debe cabeularse uno de los dos ссей- 
oentes de Dexibilidad f yro f -ppuestoquef y = f- Por otra parte. el 
icorema de los desplazamientos recíprocos Пепе aplicaciones en сі aná- 
Ене de mode estructurales y en Ін construcción de líneas de infuencia 
con d prinápio de Múlles-Hreslan (vea la sección КЬ 10). 

Cuando el teorema de los desplazamiemos recíprocos se formaliza en 
un sentido más general. se conoce como la Ру de Beni. Dicho breve 
mente: El trabajo virtual $8, , tealizado por unsistema de berzas PF, 
que experimentan un desplazamientocausado por un sistema delberz as 
УР дез igual al trabejoyirtual #7 да causado por las fuerzas ҰРА cuando 
la айтысын se deforma debido al sistema de fuerzas de EP „. En otras 
palabras, 51) aa = SU as La comprobación de este enunciado es similar а 
la dada ашепогтеп1е раға el teorema de hos desplazamientos recíprocos. 


10.4 Método de análisis de la fuerza: Vigas 


EF пы ыз de la fuerzaapticado в las veas se describió de manera geng- 
ral en la sección 10-2. (ЛИ ndoel “procedimiento de análisis” que tam- 
вёз se vio en ess misma sección,se presentan ahora vanos e pemplos que 
dustran la aplicación de esta dérmica. 


-Ma 


Еніш babes de puenteson екіші ame піс indeiermi nadas 
A nuas bre pE A 


403 


10 


404 


EJEMPLO 


Сапшо 10 ANALISIS ОФ ESTRUCTURAS ESTÁTICAMENTE IMDETERMINADAS POS... 


10.1 


ман ым 
"шак = ра, Саа | 
15.8 
в 
MM m) grg 
1r A Ее" 
25 @ 


Determine la reacción ел d soporte de rodillo Н de [а viga que se 
muestra en ba figura 10-40. E fesconsante. 


„м 
В EPS 
—— + "“” Akid 
ii. кеін. 
капизлитарптала mianta И, aplicada 
ін 
SOLUCIÓN 


Princigio de supempetición. Por inspección, Б viga es estática. 
mente indeterounada de prima gado La redundante se tomará 
como E, de mody que está fuerza pueda detéermmnarse directamente, 
En la figural0-8b5e muestra la aplicación del principio desuperpos- 
ción Observegue la remoción de la redundante requiere que зетепғе 
el soporte de rodillo o La псп restrictiva de B уіргеп В dirección de 
B, Aquí se ha supuesto que В. өскін hacia аглїїї sobre la viga 


Ecuación de compatibilidad. Size toma el desplazamiento posi 
tivocoma dirigido hacia arriba, figura 10-86, se tiene 
(+1) О=- Др + Bas (1) 


Los términos А; yf sy se bienen fácilmente usando la гаа de la 
portada interior En particular olserw egue Ар- Ас ӘДб пў Por lo 
nta, 


PUIZP шсш) 


“a Ер \2? 


(0 Мб m (SOEN)(Ó my OUEN -m 
ш 2 + -—————{(&т)= 0 22-1 
ИА 2El El 
Р 0125) 596 т? 
ШЕКТІ 3El El 
Al sustituir estos resukados en la ecuación (1) resulta 
57 
= — 9000 ж 
(+ Ї) о 300-+ В е) #,з156КМ Resp. 


Ыы esta reacción se coloca sobre еі diagrama de cuerpo бте de la viga, 
las reaccionesen 4 pueden obtenerse в partir de ін tresecuaciones 
deequilibrio, бра 10-8с. 

Después de haber determinado todas las reacciones, puede cons- 
truirseel diagrama de mornento como se muestra en la Паша 10-54 
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EJEMPLO [10.2 


Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de momento para la viga 
que se muestra en В figura 0-90. El soporte en Э se asenta 15 pulg. 
Considere сре E= 2(10%)ksi.f = 750рие“,. 


қ 


= Жұ Ai аг & Ta г 
& ъ= A 


А = 1.5 pulg 


estruci аргітуігін redundante И, aplicada 


Figural 0-9 


SOLUCIÓN 


Pringápio de sperposición Рог inspección, la viga сз indetermi- 
cuda de primer gado. Se Hegh сі soporte central В ажи redun- 
deme.de maw га quese dimma сі гє m Gun 10-96, Agw se 
apone que В, воба hacia abajo sobre la viga. 


Emación de competibliidad. Соп referencia el punto E de la f 
рға 10-965, usando unidadeseo pulgadas, se requiere 
(+1) 15 pulg = Ал + E,fas (г) 


Se utilizará la tabla de la portada interior, Observe que para Še hegua 
an de li curva e defbouón requiere que 0 << a Commr = 24 
pes enkmces g = 36 pres, Por lo tanto, 

20(12)(24) 


Е ‚ ШЕ 2 
BESTA ш) — t247] 


„РЫ Е. de 
âs = ЕІ № – з?) 


_ 31580 k pie’ 
Er 
РІЗ 1048) 2304 k- pie’ 
Гав ETT EL” EO 


Al sustituir ed os valores еп іа conmoción (1}.se obtiene 


15 paig(29(10") Үршіе?)(750 pulg” 
= 31,680 к-ріе 0 pulg/pie)j? + B,2304 к -pie JUZ palgipie У 
В, = -5.56 k 


El signo педийіуо indica que 8, actúa Ancia arriba sobre la viga. 
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EJEMPLO | 10.2 (Continuación) 


Ecuaciores de equiibrio. А patr del «йнртыпа de cuerpo libre 
que se owes га en la figura 10-903 tiene 


{+ ЕМ, =0; —ANIZ) + 55624) + С,(48) = 0 
С,-222% 

HEF =O. А,-20%5,564222-9 
А, = 1222 k 


Con baseen estos resultados, verifique dbosdisgramas de werza сог. 
tante y de Mmento quese muestran en la figura 10-9d. 


гӯ 


е | —дє 
[> [п | - 
pot pip | Mpio — 
« 


А, = 10334 © С, 221% 
(«3 
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EJEMPLO [10:3 


Dibuje los disgramas de fuerza cortante y de Momento para la viga 
que se muestra en Е баша 10- 100. Efes constante. [gnoe los efectos 
de la carga axial. 


SOLUCIÓN 


Principio de tuperposición, Comola carga ахіні ез sipnibicante, 
kh viga 5 mdetermináda de seguido prado, Los des momentos tn dos 
abemos Ау Я зе considerarán como los redundantes, La capacidad 
de la viga рата resistir estos momentos se elimina al colocar ірі pase 
dor en A y un oscilador еп A El principio de superposición apbcada а 
їн viga se muestra em la Паша 10-10. 


Ешасісенез de compatibilidad. La refécencias los puntos Ay Я. 
figura 10-705, requiere que 


(7+) =A at Mara, + Metas 4) 
(+) П=й#а+М ¿oa + M pga да {ty 


nomeno тобмкізгіе MrsplicHa 
т 
Figura 18-0 
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EJEMPLO [10.3 (Continuación) 


Las pendientes y los coeficientes de flexibilidad angular necesarios 
pueden determinarse usando la tabla que se encuentra detrás de la 
portada. 5е Пепе 


ELA 31220) 35 
ТЕЕ 7 ВЕР ЕҤ 
„„= WE TACO _ жт 
# зг 38ДЕ! E 
мі. W0) 66 
Пал “ЗЕ a E 
Мм, (20) 667 
Жан" Жар” за 7 
ML 120) ag 
Ад ш ---- т ----- а 
БЕТ БЕ) ET 


б = 


Obstrve quee gy = 044 So0mecuencia del eoremade Махес іс 
los desplazamientos тесіртосоѕ. 
Ба зе sustituyen los dios en las epaciones (1) y (2) resulta 


ЗР 667 3,33 
0- y FM (£) +М a ES) 
ап, 1, 333 5.67 
кс; 
АІ cancelar E y resolver єз ecuaciones simultáneamente, se ob- 
bene 
Ма= Ak pie Ма = -—208k:» pie 


Con edos resukados pueden calcularse das fuerzas cortames en los en 
tremos, figura 10-10c,y preficarse dos diagramas de cortante y de mo- 
men do. 


шш БЕ == 
өр. Е ы | "ш. кісе 
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EJEMPLO [10.4 


Determine las reacciones еп los soportes de la viga quese muestra еп 
b figura 10-116. Ef es constame. 


SOLUCIÓN 


Prindpio de superposición. Рог inspección. la viga сз mdetermi- 
паба de primer grado. Aqui, іп бпез dustrativos, ye elegirá сі ты 
mento inferno end soporte Е goma 1а redundante, En consecuencia, 
Въ разе carta y se colocan pasadores елітетоз O ua bisagra en Ға 
fin de liberar sólo 8 capacidad de 1а viga pera гёзїзїїг momentos еп 
ete рото, figura Ю- 116. Н momento interno сп # ж aplica діа viga 
en la figura 10-1 Е. 


Emaciones de compatibilidad. А paste de lo figura 10-1 La яе re- 
«pere que la rotación relativa de ип extremo de ша yiga сою ies- 
ресісу al extremo de la otra viga sea igual а сегп,е5 decir, 


Тай Ort Мосар = 0 
donde 
Pata +8 


Олд Оз + ода 


помо смо Mpap icada 
із 
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EJEMPLO [10.4 (Continuación) 


Las pendientes y los coeficientes de flexibilidad angulares pueden 
deb=rminarse в partir de latabla que sepresenta detrás dela portada, 
es decir, 


W _ 12%!2)›5 _ 8640 lb» pie 
HEF 23ЕТ Е! 
Р? 500010): 312516-ріе? 
A EF WEI EF 
= М. (12) „ брі 
шш "ру е зр El 
ML 100) _ 333рїев 
бил “зыт зыл [ү 
Así 
ымын pie, 3125 ы pie? гы fApies г Heen 
Ef FE El 
М а= —16041b- pie 


Е sino negativo indica que My acta en la dirección opuesta a la 
quese muesta ёл и figura 10-11с. ІЛігтагыі este resultado, secálcu- 
Einlasresccionesen Гол $O0portescomose тте Ити еп Ey Figura (0-1 Ed. 
Además, los diagramas de fuerza cortante y de momento зом como зе 
muestra сп da figura ID- Пе. 


Шш 


| Siib кч „| 4шік чаш 
зм Ib 1204 
н 4 D 


H) 


Ыз2 


рым 
12 
„=——4———(рин) 
49 17 al к 
а? 
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10.5 Método de análisis de la fuerza: 
Marcos 


El método de la fuerza es тыу útil para resobver problemas relacionados 
com marcosestáticamente indeterminados Que tinen un өсіп nivel Y шпа. 
geometría inusual, como los bastidores dedos aguas Los problemasque 
involucran macos con уагісє niveles, 0 aquelíós pe pesenan Va alto 
grado de indeterminación, se Tesuelven de mejor manera mediane los 
métodosde pendiente-deflexión de ladistribución del momento, ode la 
rigidez que 56 analizarán en capitulos posteriores. 

Los siguientes ejemplos ilustran les aplicaciones del método de la 
fuerza шәпде e procedimiento de análisis deserto en 16 secdón 10-2. 


EJEMPLO 


El marco, o caballete, que se muestra еп la fotografía se usa рага so- 
portar la cubierta del puente. $ se supone que Él es constante, se 
puede presentar ип dibujo del marco junto con sus dimensiones y la 
area aplicada, бритв 10-1 2 Determine las reacciones en los soportes 


SOLUCIÓN 


Principio de superposición. Рог inspección, d marco es estática - 
mente indeterminado de primer grado.5e elegirá la reacción horizon- 
al el A como redundante, En consecuencia, ed pasador А se remplaza 
por un oscilador.puesto que un soperte de este Про по гезігтрігі A 
en la dirección horizontal, El principio de auperposición aplicado аі 
modo idealizado de la estructurase muestra en la figura 10- 125. Ob- 
serve cómo se deforma el marcocn саса Caso. 
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EJEMPLO [10.5 (Continuación) 


exruciura primaria 


Теги nhn lo A aplicada 


Ecuación de compatibilidad. La referencia а punte A de la Беша 
10-126 requiére que 


Ез (EFE TEZ AFT (17 


Los términos А, у f үзе determinarán usando сі método del tre 
bajo virtual. Debido a la simetría de la geometria y la carga sólose ne 
cesitan bes coordenadas х. Éstas y hos momentos internosse Muestran 
en las figuras 10-122 y 10-124. Es importante que cada coordenada х 
xa la mirma Інпю para las cargas reales como para бач viales. 
Además, las direcciones positivas de М y m deben ser Lo mismas. 

Para А, œ requiere la aplicación de las cargas reales, figura 10-12c. 
ұшпа carga unitaria virtual enA figura 10-124. Asf, 


4 [ндан Ж. Paca 
0 El q ЕТ 


YIO + ЖЖ — Жы3)(-5)41; 
+2 | A ЛИН 


_ 25000 66667 %6667 


тш [] - 
El El El 


105 METODO OE Ahi СН ҺАРШЕНТАҚ À sacos 


Fra fa se requiere h apicación de una carga uniana real y ши 
сира unitariz virtual que actibeen A,figura 10-124, Por lo tanto, 


тәл Caps + af (5742; + 2 f (зу, 


Susituyendo los resultados еп la ecuación (1) y resolviendo se ob. 
heno 


Resp 


Ecuaciones de equillbrio. Con este resultado en la figura 10- Re se 
masiraan las reacciones sobre d modelo idealizado de н estructura. 


1571 ЕК 


413 
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EJEMPLO 


Determine el momento en el soporte По А рат el marco que se 
muestra en la figura ІП- 1% Efes constante. 


SOLUCIÓN 


Principio de superposición. Е marco es indeterminado de primer 
grado. 5e puede oblener ua solución directa de М, al efegirdo como 
redundante. Asi, la capacidad del marco pera soporlar un Momento 


еп A se elimina y pos lo tamo se а Un pasador en el sopode. El prin- 
сіріп de superposición aplicado а la estructura яе muestra en la figura 
HL bo. 


Ecuación de compatibilidad. 1 а referencia al punto A enla Figura 

10-135 requiereque 

(ғ) D= ФМ az ar ш 
Como en el ejemplo anterior, E, y ада Œ calcula utilizando el пж. 

todo del trabajo virtual. Las coordenadas del marco y los momentos 

internos se muestran en das figieras Ю-13с y 10-130. 
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Рага 8, serequiere ін aplicación de las cargas reñles, брига 10-13c, y 
un momento de раг unitario virtual, беша 10-137, Por lo tanto, 


A 
М. та йк 
В, = zí EF 


pere - 008334104 хі 
P Е! | 
- 29.LTFIb 
З == - 50х10.0667х;)4ха 
El 


885. 3082 
Ej! Ез 


Рагаа д зе requiere Ін aplicación de un momento de par unitario 
real y unmomentode par untariovirtualquebcideco А figura 10-134. 
Pobrtanio, 


211-0.0833:x d po 
"| А ЕТ 


Sustituyendo etos resultados еп la ecuación {1} y resolviendo se ob- 
bene 


—y м(шы) М, = —206 b pie Rep. 


El sigao negativo indica М, actúa сп la dirección opuesta ala que se 
muestra en la figura 10-132. 
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[Б] PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


HL  Determiac lasre acciones ete lao pontebjo co Ау ҒҰ-4. Determine ініге rones епа arbcalación Ауға 
melho en A. EFesconstante. los rodilkasen F yC 


НЕ-- Determineias resccionesebelsoparte По m Ay FS Daiprminelas resociones en la articulación A y a 
enel rodillo ca A A ей constante. lasrodilloseo Ey C abre là viga. E Г са constante, 


FINA Detamíme шк | кейе Fs Determine las гейип la articulación A Y en 
a Е аа АЕ las rodillosen E y С sobre la viga Blsoporte Eye asienta 5 
№ ona rodillo en A El soporto Fse asientaS mm. Considero ea td Ее mr e и жесі. 
que Ё = MOGPa e l = XKE(10%) шті. 


ШТ 


Шш нши 


а ааа ПЕН. еі bn ——— tm ———] 
FIO-3 10-6 
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| PROBLEMAS 


10-1. Determinc las reacciones са los sopores А y В. El 0-4  Detenminebar 240510 065 епи зоро tes А. B yE, 
después dibuje el dagana de fuerza cortante y de mo- 


сонча. 
mento. Eles constante. 


Prob, 16-І 


И-. Deaermmo [аз reacciones еп КИ зөремез A Ry С, НК Determine lid reacciones en 104 soportes, después 
después dibuje las diramas de fuerzacorian te y de mo- уде el diagrama de fuerza сопе y de momenta El ер 


mento, El oí cónm ге. CONEA ско 
їлїр Bip/ph : | 
2  —— , | Ta 
Б-бше«--брес------Әрі-- БЕ------ -:--::1 
Froh. ІВ-2 Prot. 18 5 


0-3.  Determinciasraaccionas en Ки sopottes Ay R.E 1 Ю-6.  Dciermino la resocio nes e y kis sopor ісі, des psuél 
dbut eldias ama de momentos, Supo пра e Ey Coon 


e coca nto 
rodillosy que A está итісшініс. Н soporte en Б asienta 41) 
haciaabajo 225 pies Considere que Е = ҚИР сі = 
500 pulg’ 


JUL 


ti pin 13 pies — 
Frob. 10-0 
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18-7. Doterminc la deflexiónen d exremo Б de la tira 10—10. Determine las roscciones en los soportes, después 
алон de acero А-36. El resorte tiene una принт А = 2 dibuje el diagrama demomentos. Suponga que d soporte 
M/mm. La tra бесе 5 пап de ancho y LÚómm de albo. en Ё es ші rodillo. Efe constante. 

етв. dibuye los diagramas de fuerza corame у de mo- 


mento para la Ша. 
0) + 
А 14 9 с de 


атта. жə. 


ох 


Frob. 10-7 


М-П. Сетете Ше rescoiónicsen 105 soportes, (зш 
"E Determine las reacciones en los sopones En la B- dibuje eldiagramade momeros Supongaque A estáarticu- 
gua se muestra el momento de inercia para саф» s£gmen Lo. lado Y que Ну C mn rodillos. ET es 2005190 te 
Spongrque £isoparteen esun rodillo Coosidere que E 
= ЖАНУ käi. 


Tilk 


E "0-11 Determine las re кесіп npe en Їйї sopor la de араба 
16-9, ¡La via simplemente (ротада so somete а la сафа dibuje d disgrama demomentos. Suponga que d soporte 


4) que re muestra, Determino la doflexión са su contro С. El en А суй articulado yque By Caon rodllos Ele cons 
ed. 0305 аме. ate 


MA Determine las геробппек еп 104 орокек Suponga 


que A Y Costán articulados удие lajuntaen E está comes- 
міз Пё nte. Ef es contame. 


Frob. 19-17 


00 cta rá. 
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OMHAN. 


Ю-15.  Delermiarlas те асскизез enka sopo beh (espada 


dibujeel diagrama de momentos рага саба clemento, Efes 


10k 


6-4 Determine las rescdoeseó юв soportes Eles 


Prob. 16-14 


«0—16. Detemmine las reacciones еп los soportes S 


pongaque А estáconeciado Пүмізетше, E meaane. 


іш = 12010 пап! 
Fa 


AT 


Froh 10—16 
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18-17 Deteamise las rencciones єп dos оро El es 1049. Еіпааго» de acero soporta las car pas indi cartas, Le- 
termine Las componentes horizomial y vertical de Іш res- 


co THE, 
cón еп lossoportes A y Г. Dibujeel disgramade momen 
tos para insclementos delmaroo, Ё es т атап, 


W- Determine las reaccio pesen ой sopo tes Ayit, Р 
momentode iteris de coda өс gmento dd marco зе mies- 
тв сп la figura. Considere que E 29 10% ksi 


"фм Dibermmioe las regcciones сп kos soportes, Su- 
ропдац ue А y E están articulados y que las jun sen Cy E 
чуп сопехы es Пах El ек pomstante. 


E-A. Deir mine las reporiones en bog soportes Suponga 
que A YD cstánariculados, Ef es constante. 


+ 


Prat, 18-3 


M-E Determine las reacciones en 104 soportes Suponga 
шел УВ еп artico lados Ef ез contan te. 
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HL Debermios las repocio nes еп киме. 5 upon ЕЕ 
que ҰН están arbculados El es conttante. 


"0—24. Dostablas, cada una con el mismo Ef y la misma 
ЫТЫ Loss cruzan entre sí de manes perpendicular, 
enero semuestra enla прога. Dete стою las mam ciones wer- 
ficales en los soportes $ uponga q ue las tablas ape mas se 
кейп entre plantes de aplicar la сара F, 
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EJEMPLO [10,7 


10.6 Método de análisis de la fuerza: 
Armaduras 


El grado de indeterminación de una armadura. por lo general puede de- 
terminafse por inspección, Sin embargo, à £%0 se hace dificij ise la 
ecuación 3-1, b + r > 2) Aquí las incógnitas están representadas por e 
número de f[berzas еп las barras (Б), más las reacciones en los soportes 
(rhy el número de ecuaciones de equiáibrio disponibles es de 2) puesto 
que pueden escribirse dos ecuaciones pam cada una de ls juntas (/) 

El пэёснјо de la fuerza ез muy adecuado pera Anelizac armacllonas que 
son estáticamente iodeterminadas de primero o segundo grado. Los si 
guientes ejemplos ¡lostran la aplicación de espe método usando гі proce- 
dimiento de análisis descrito en la sección Ю-2, 


Determine la fuerza еп el elemento ACde la armadura quese mues- 
traen la figura 10-142. АЕ es igual par todos loselementos. 


SOLUCIÓN 


Principio de superposición. Рог inspección, la armadura 65 inde 
terminada de pamer grado” Como debe determinarse la fuerza en el 
elemento CA, Éxtese elegirácomo redundante. Pura ello es necesario 
“cortar” el elemento pera que Ін» раса зойепег una fuerza, con lo 
que la viga tè vuelve estáficamente determinada y estable, H princi- 
po de superposición apiicado a la armadura se muestra en la Figura 
10-14b, 


Есџа clón de compatibilidad. Con referencia abelementoACen la 
figura 10-14Ё.зе requiere que el desplazarniento velalivo Aar el cual 
ocurre en bos extremos del elemento cortedo AC detido a la canga de 
400 lb, misel desplazamiento relativo Е гас causado por ѓа fuerza 
redundante que actúa sola, sen igual acero es decir, 


Fibre se 


расме de Ете 


*Al арбоо |а ecuación 3.1, + r >ot + У > 14),9>4,9 — Ao ler prado. 


Má  METOCODE АЛА DE LA FUE КГА: ААМ ADURAS. 


Аш сіссегшеп le de flexibilidad f- a representa el desplaza miento 
relativo de los extremos contados del elemento AC casado por una 
сира unitaria “гені” que actóz en К extremos cortados del de- 
mento АС. Este término, / aras Y Алле calentarán empleendo а mé- 
lodo de análisis del trabajo virtual El análisis de н fuerza, utBizando 
el método de los nudos,se resume en las figuras 10-14c y 10-1441. 

Para Ar se requiere la aplicación de la carga real de 400 Б, fgura 
Ю-14с.у una fuerza unitaria virtual que actúa еп hosextremos coria 
dosdel elemento AC.Agura 10-144. Por do tanto, 


AR AE 


e ет 
AE AE 


| 0.8 K 400) (8] (-а640)6) (-0.6)(300)(6) 
кее == Г ш==-=шз==— == 


„Ир 
AE 


Para ў сл requiere la aplicación de las fierros unitarias reales y 
Бя fuerzas unitarias virmales que асїйап еп bos extremos cortados del 
demento AC, figura 10-1447. Así, 


Resp 


Dedo que el resultado numérico es positivo, Ж? сай sometido а 
tensión. ші como se supuso, fgura 10-146. Usando este resultado, las 
fuerzas ел bos oros elementos pueden encontrarse mediante el equiti- 
brio.usando el métodode los nudos. 


423 
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EJEMPLO [ЛОВ 


Determine la fuerza en cada ehamento de іа armadura que se misim 
en da figura Ю- 152 = el torniquete sobre el elemento AC se utiliza 
para acortar el elemento еп 0.5 pulgadas. Cada barra tiene un Brea еп 
su sección transversal de 02 pulp, y E = 29 (10% psi 


estructura primaria 


Pigura 10-15 


SOLUCIÓN 


Principio de superposición. Era Armáduca liene 8 misma geo- 
metía que la del ejemplo 10-7. Como AC se ha acortida, 56 elegirá 
como redundante, Figura 10-152, 


Ecuación de compatibilidad. —Debidoa que no havcargas externas 
que actúen sobre Б estcuciura primaria (armadura), no habrá despla 
zaniento relativo entre los extremos del elemento seccronado cau- 
sado por la carga; es decir Ay = 0. El oocfrciemte de Ilexibidadf ас дс 
зе determinó en el ejemplo ШЕЛ por ka que 


КӨРЕ: 
ағас АЕ 


Si se тропе que ll cantidad еп М quese acorta la barra 65 positiva, 
entonoss la ecuación de compatibilidad para la barca es 
3456 


USpulg = Ü+ тайыз 


АП reconoces que elf с ¿cos una medida del desplazamiento por uni- 
dad de fuerza se tiene 
34.56 pies(12pula/ pie 
әйкес pi р AB, Ж 
(02pulg'129(10%)b /pulg”] 
Por lo tanto, 
Fe = (693 b = 699 Е (Т) Rep. 

Dado que sobre В. armadura Do фа ompguña fuerzá externa, las 

reacciones externas son iguales а cero. Por іс Ташо, si зе usa Fac Y 50 


analiza la viga mediénte сі método de los nudos ве obtienen los resul- 
tados que se muestras еп la figura 10- 15c. 
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10.7 Estructuras compuestas 


Las енғисінғаз compuestos están formadas poralgunos elementos some- 


Gdos sólo a fuerza ахіні. muentras q пе otros elementos están sujetos a fie- 
món X la estruciura es estáticamente indeterminada, el método de la 


fuerza puede ser convenientemente empleado рага su anólbis. El si- 
guiente ejemplo шыт el procedimiento, 


La viga de péndola armada que se muestra en la folo- 
gridiaes tá Simplemente apoyada y debe diseñarse рага 
soportar UnA carga асыраған: de? kN/m. Las di лек ip- 
песе la estructira se muestran еп la figura W- 1ба De- 
ктш: la fuerza desarrollada en el elemento СЕ, No 
loe еп cuenta el espesor de Li viga ysupoora que los 
dementes. de la armadora están conectados medante 
pasadores а la vga, Además ignore el efectode La pom- 
presión axial y lo flerza cortante еп la муа. El беа de 
а sección transversal de саба pantai es de 400 mny, y 
рага La viga F = 20: (10% от“. Considere que E= 200 
GPa. 


SOLUCIÓN 


Principlo de superposición. Six conoce [а fuerza en uno de 
los clemenos de bE armadura,entonces ез posible determinar 
la fuerza en todos los demás elememnos así como en la viga, me 
diane la estática. Por lo tanb>, la estructura es indelerminada 
de primer grado. Para obtenerla solución, se etige h fuerza en 
Ы elemento CE como la redundante. Enlonces, este elemento 
зе secciona paraeliminarsu capacidad de sos tener una fuerza 
El principio de superposición aplicado а la estructura se mies- 
tra еп la figura 10-16b. 


i F 
Ecuación da compatibilidad. Соз referencia al desplaza- Е 
miento relativo de los extremos cortados del elemento CE, ti 
mámámte de Р, о apticuda 


gura 10-16b,50 requiere 


De Жұ + Forferce (1 


(9 
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EJEMPLO [10.9 (Continuación) 


Seusará el métodode! tabajo virtual рагаепсотигяг Ácey force. El 
análisis de fiverz as песезагю se muestra en las бе uras 10-16< y 10-160. 


1.11969 


КШ 


= — Ж І 
ШЕ "Зи ШЕП ж--24;-0ң,-2) 
: ч 


азан 


1118 ұм 
(4 


КІ? ESTRUCTURASCOMPUESTAS. 


Рага Acs requiere b aplicación de las cargas reales, figura 10-1бс, 
y una carga unitaria virtual aplicada abos extremos cortados del de- 
memo CE. figura 10-162. Aquí se usará la simetría tanto de la carga 
como de la geometria, y sólo se tendrá en cuenta la energía de defor- 
mación en іа viga y por supuesto, la energía de deformación axial en 
loselementos de la armadura Por ho tanto. 


SNL -f {бху — х](—й.5ху)йк, 
El 


E 
der = - [2 + Ут 
2 / “( ) 


El AE 


В (эко, рад 


АЕ АЕ 
12 1733 
e- ++ 0+ 
зе СУУ” 
-79 341P) 


ш ----------- -- A 
ашта И 2333 (10) т 


Рага feces requiere la aplicación de una carga unitaria real y una 
Сағжа Unitaria virtual en los extremos cortados del elemento СЕ, fr 
pura 10-16 Por lo tania, 


L adr ГУА pe 2-1 dx: 
fesca = |. "и АІ и [©те 
al 
y ENS „АКЫҢ 235 05) D)e (2) 
„лазы, ыр A 
ЕТ ЕГ АТ АЕ AE 


3355105) вАкиң10) 
Т о? 20) 10%) * «(10-529 10%) 


= (0934510) m/kN 
Sustituyendo losdatoseo la ecuación (1)9 tens 


Q= -7333(10)m0 + Fog(0.9345(10— jm ДЕМ) 
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10.8 Comentarios adicionales sobre el 
método de análisis de la fuerza 


Ahora que ya se han desarrollado las ideas básicas sobre а método de la 
fuerza, se procederá а generalizar Y aplicadón y analizar su utilidad. 

Cuando se calculan ls coeficientes de Вехі ійі, /,(а оу) para la es- 
tructura, puede observarse que sólo dependen de los materiales y de las 
propiedades geométricas de los elementos уло de la carga de la ейгис- 
tura primaria, Por lo газо, una vez determinados, 0404 valores pueden 
warse pera calcular hs reacciones para cualquier carga. 

Рага unaestructura que tiene п reacciones redundantes, K,,sepueden 
escribir ecuaciones de compatibilidad, к saber: 


д) AR AR + AR =й 
dz +В + fani E =0 


Anatf naRitf + с Рр. = 0 


Ахи los desplazarmentos, А... А, 30m pasadas nro por las сват 
realessobre 1а estructura primariacomo pr elorentamiento de lor so 
portes Olas cambios dimensionalesdetados a las ШІ erenctas de tempert- 
ura o 105 errores de fabeicación en los elementos. Parasimmplifl icar el 
cilado de estructuras que tienen un аЖодтадо de indeterminación, Las 
taciones anteriores pueden replantearse en forma mairicial, 


fm fa Fa [A ч 
fa fa Ұ А a pra 
п Ле -- fa JUA ь 
Osimplemente 
ЕІНк-а 


En particular. observe сше ў = ii = fp .ctoétera). una consecue ncia 
Жі teorema de Maxwell de dos desplazamientos recíprocos lo ку de 
Beti). Por bo tanto, la mari? de fexibilidod será simétrica. y esta carac- 
teristica es beneficiosa en la solución de grandes conjuntos de ecuaciones 
lineales, сото еп elcaso de unaestructura altamente indeterminada. 

А Юю lago de este capitulo se han determinado los coeficientes de fle- 
кізікіші usando сі método del trabaja virtual que se aplicas юй le 
estructura біп embargo, es posible obtener 280% coeficientes рага cada 
elemento de le estructura, para després, usando hs ecuaciones de mans- 
formación, obtener sus valores de toda la estructura. Este enfoque se 
analima еп los libros dedicados ші análisis matricial de estructuras y по 
se incluye en este texto.” 


“Mea portempa Н. С Man in, rr йш Нон Юю Mari M тойо f Firuciuralá варан, Мс- 
dar- Hil, Nueva York 
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Aunque los detalles pera la aplicación dd подо de апі йз de la 
fuerza mediante métodos informáticos también se omite aquí, es posble 
hacer зіні comentarios y observaciones generales quese aplican al 
utilizar este modo para resolver problemas аше зоп altamente indeter- 
minados y que, por consiguiente, implican grandes conjuntos de ecuacio- 
nes А este respecta, В precsión numérica de la sokición mejora a los 
coeficientes de Mexibilidad situados cerca de la diagonal principal de la 
matriz f son mayores que losalituadosf шек а de la diagonal. Para lograr 
ese objetiva, debe dedicarse alguna refieñón a la selección de la estruc- 
tura primaria. Para facilitar el cálculo de f, también ез conveniente ele- 
Ен la estructura primaria de modo que sea azosiméinca. Eso tenderá а 
producir algunos coeficientes de flexibilidad similares о iguales а сего. 
Por último, la foma alterada de la estructura primaria debeser similar а 
la de |s estructura real. $ esto ocurre, entonces das redundantes imiu- 
сиіп sólo pied correcciones a la esiructura primaria, 10 que resulta 
en unasolución más precisa de la ecuación 10-2. 


10.9 Estructuras simétricas 


Un жаа hs estrucioral de cualquier estructura altamente indeterminada 
0, раға ese caso, inciuso ши estructura estábicamente determinada. se 
puede simplificar Sempre que сі diseñador o el analista puedan recomo- 
cer aqueñas estructuras queson simétrica y que soportán cargas simé- 
ticas о antiiméiricas. En un sentido general. una estructura puede ser 
chsiécada como simétrica siempre que la mid de éxa desarrolle la 
misma cuga interna у ПеЙечопез que lasde su imagen reflejada en el 
espejo respecio азы eje central. Normalmente la simetría requiere que la 

del material, la geometría, ke soportes y Н carga scan igur- 
les еп cada lado de b estructura. Әп embago,esto na siempre Пеле que 
ser asi. Tenga en cuenta que para la estabibdad heorizonialze requiere цу 
pasador рага soportar la viga y laarmedura еп las figuras 10-174 y 10-176. 
Agur, la reacción horizontal en el pasador es Igual a cero y por lo tanto, 
ambas estructurasse deforman y producen la misma cerga intema que 
зар contraparte reflejada. Cono resultado, pueden clasificarse Como 
smétricas. Observe quecstom ә зегідаз para el marcodelafi ишга 19-17с, 
яа soporte Па еп A se зозгицуега por un pasador, puesto que entonces 
la forma alterada y ms cargas internas по serían iguales en sus lados iz- 
quieado yderecho. 


F F, 


PELO -. 


БАКАРА 


qe de ur; [ría 
ж) 


Нұоға!0- 17 
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“ Ел ocasiones, una esiructura simétrica soporta ши сагра antisimé- 
| іса „сх decir, la carga desu lado reflejado беспе Б dirección opuesta, 
como do muestran bos dos ejemplos de la башга W- 18. Siempre que la cs- 


rud ura sea simétrica y su carga sea simétrica о antisimétrica. un análisis 

estructural sólo tendrá que Revarse a cabo еп la mitad de los elementos 

de la estructura, puesto que en la otm mitad se producirán resultados 

iguales (simétrica) п opuestos (antisimétrica). 51 uns exbructuraes simé- 

іса y su carga aplicada esan tisimétrica, entonces es posible transformar 

csa сыра en componentes simétricos y amiisiméieicos. Para ello, primero 

la carga sedivide еп dos, luego se refiga hacia elotro lado dela estructura 

A y se producen los componentes tant simétricos como antiuimérricos. Por 

ejemplo, la cargasobre la viga de la figura 10-19 з divide еп dos y se re- 

| ejectosimencia беја sobre el eje de simetria de la viga. А partir de esto, se prodicen los 

{9 componentes simétricos y antisimétcicos de la carga comose muestra 

еп la figura 10-194. Cuando estos componentes se suman se produce la 

Figura 10-17 carga original. Ahora puede realizarse uo aoálisé estructural por sepa 

rado eotpleando los componentes de carga simétrica y antisimétrica, 

para despuéssuperponer los resultados y así obtener el comportamiento 
real de la estructura. 


- ам 
Ada [нинин Ин og 


cargaani гай бс 
Вдэгаі0-18 
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| PROBLEMAS 


0-25. Determine la fuerza ёп cada ele ent de la ania- HHT Dermmmelfuerzaenelelemento АС de la irma- 
dura АЕ Esconsiante, dura AE eco guante. 


Prol, [@— 25 


Рм 18- 27 


6-24. Daermme la fuerza en cala elemento de la arma 

dura, El dica de lá sección brabsversalde cada «Ұлып base 

кыйса en la figura. Е = 29 (КР) ks Suponga que knele- 

mentos Están articulados сезиз с кіпетызе "1-29. Отелло lafuerzaenelelemento A Del AT- 
madura. Elárea de láastcción rara vo rl decada elemento 
smucrtracolafigura. Supon gaqueloselementos {Ийт ar- 
кшк сазан exbienos Considere же E = ЖОРЫ. 


10 
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18—79. Ікчезтіһе la fuerza en ceda elemento de la army 10—350. Detemise la fuerza сп el olemento CO de la ar 
due. Suponga que los de mentos estin агресија en аш madura. АЕ es constante. 
extremos АЕ esconstante, 


MM Daermine lafueraacocadariomoplosde larma- 
dura аси ыйа AE ecsconrlante. 


*WD-32 Demmi la бетта en el elemento GE de laar- 
айога. AE юр тийп. 


MALL La viga сп voladzo АВ recibe sopone adicional 
mediante dos Gramos Determine la Fuerza en cada una de 
atea barras Раве por dic la compresión axial y ін бытта 
собаысел la ыра Раз la viga i = 200010] mor! y раға 
ada бгате,А = ЮЙ mm. Coosidere que E= 20 СРа. 
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ЮМ. La viga amaia soporta la carga ийй пье піс 
Филмда, $1 todos kretementor de la armado га бегеп un 
área en su sección tranwenal de 125 pulg деегеніне іш 
fuerza en d edemento EC Fee por alto la profundidad y 
ha compresión axialen la viga. Considere que E = MF) іі 
parsiodos los elementos 4demás рага іа viga dan = 750 
pulg *. Suponga que Acs Unpasadar y Des un фк ыйа, 


Mié Determine la fuerza еп los cementos AR, BO y 
DO quede utilizan junto om la vigas paresoporiar la carga 
de Mk La viga бепе ип momento de inercia de Г = 600 
роц“. Кө elementos ABy BC biene n una sección г atsver- 
sal de 2 pulg! y 4D бепе una sección transersal de 4 pul y 
Coersidere que E= 29(19%kal, [gnorcelespesor de la viga 
ysucomprezóón axial, asimismo “ponga que tadis los de- 
mentosestón articulados Asuma tambiénque el soporte өп 
А «к unpa Sia yen E са ш nrod Шо. 


Prob.10-34 


0—36. іл тада armada soporta una fuerza ссосениткіл 
de ОЖ en su centro, Гхтегинпе lá fuerza cicada ша de los 
res puntales y dibuje diagrema de momento Нелісоз апе 
para lá viga, Los puntales penen ип dica tn зш скн 
trarsversal de 2 pulg? Supongamos que están articulados 
е SA Emremos. No tome en cuenta la profundidad de la 
мра пі el efecto de la compresión аша en ёза. Considere 
que Ес 29 (10% ksi para la viga y los puntales Además, 
pam la viga, 7 = Айри! g" 
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18-37  Detesmine las reacciones оп el soporte C ЁТ es 
спите рага sinbiivigas. 


10-39. Laviga са voladizo se sostiene enn «геты: - 
diante una birra de suspensión ACdo } pulgadas dediáme- 
tro yestá Gjaeo cloro extremo A ectermine la fuerraen la 
barm debido auna carga Uniforme de 4 юрке. E = >Ң ШУ) 
ksi tanto para la viga como para Іа barra. 


М-Ж Ls viga AB бепе ип momento de inercia 1 = 474 
pue! y yacesobre los soportes lisos еп жн емгепюа La 
varila COde 075 pulgadas de diámetroestá soldada al 
contra de 14 viga y al soporto fo 0 D.S la temperatura de 
із urila se reduce en 150 "E determine la fuerza desarro- 
lladien [а burra, Tanto da vigcomo la birra сөлін hechas 
de un acero para el cual E= 200 {Ра ya = &5{10 PF. 


Frob. 10-39 


"0-40 Elencamble estructural soporta Les cargas мыйса - 
des, Dibije Юайшаташа de momentopara cada шы de las 
vigas Сога стед ше і = LIO mo “раға lasyigar yA = 
200 mer” рага б tirante, Todos los пе mentos están hechos 
de ace го para el cual E = ХЮ GP а. 
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10.10 Líneas de influencia pará vigas 
estáticamente indeterminadas 


En la sección 6-25e analizó el uso del principio de Milller-Breslau con сі 
fin de dibujar la linea de infit vencia para la reacción, Б cortante y el mo- 
mento en un punto de шы viga £státicamente determinada, En estasec- 
сап se extenderá este método y se aplica а vigas estáticamente inde- 
erminadas. 

Recuerde que,para una viga,el principio de МШ(ег-Ве eslauestablece 
que із fea de інДкенсі pam una fundón treacción, fierta coricare © 
monte ніс) end ай mista escala que la formaslierada de ін viga cuando 
irige se ve afertado por la función. Para dibujar lo forma alterada co- 
rectamente. debe edirtinafse la capacidad de la viga рага restntir la Еца- 
cón aplicada a бп de que la viga pueda deformarse cuando se араса la 
función Para las ири eidtcamente desermunadas, las tocmas alteradias 
lo Las lineas de inftuencia) serácuna serie de segmentos de línea recta. 
Para las vigas estáticomente indeterminad os, resultarán curvas. $e anali- 
таға la construcción de cadauno de los tres pos de line as de infinencia 
fle reacción, de fuetza cortante y de momemo) para ши yiga estática - 
mente indetermónada. En cadacaso,se ibustrará Ін validez del principio 
de Miller-Brestlau ша ndo el teorema de Maxwell de los desplazamien- 
los FECÍProcos. 


Reacción en А. Para determinar la tineade influencia para la reig- 
ción en А еп la figura 10-204. зе coloca una carga unitaria sobe la viga 
en puntos $ucesivos, y еп саба punto debe determinarse la reacción en А. 
Liná pica de estos resultados ров га la línea de influencia. Por ejem- 
pio cuando la cargaestá еп el porto £ figura 10-2¿e. la reacción en A, 
que representa la ordenada de lá Ínea de influencia са D puede deter- 
marse medianteal métodode la fuerza Рага elo,se áplicae! principio 
de soperposición, сеш se muestra en las figuras 10-205 a 1e20e. Por lo 
tato, la ecuación de compatibilidad para el punto 4 50-4 + Adra 
oben A, = -fuy аит embargo, por e teorema de Maxwell de los 
desplaramientos recíprocos fan = —f us pua 10-204, por lo que tam. 
[аба es posible calcular A, lo la ordenada dela lnea de influencia өз Г) 
usdo la ecuación 


A, = (у) 


Por comparación, el principio de MUller-Brésióu requiere eliminar сі 
spure ёп A y áplicac Uná carga Unitaria vértical La curva de defkeuón 
resultante, figura 10-204.69 acierta escala Ey foema de la Krea de milyen- 
са рага A, Sin eribargo,en la ecuación anterior se observa que el factor 
de escala es lua, 


йд — — — HE ш GE 


10 


Миг 10-20 
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ANALISIS DE EETRUCTURAE Е5ТАТІСА MENTE INDETERMINADAS POR _ 


Cortante en Ё. Sidebe determinarse la Hnea de influencia рага 
la fuerza cortante еп el punto Ё de la viga quese muestra en la figura 
10-212, entonces, par d principio de Moller -Breslan, ѓа viga se imagina 
cortada еп t%e punto y se ioserta ш дшарояшғо de deslilamreñto en E, 
figura 10-216. Este dispositivo transmitiráun momento y Unafuerzanor- 
mal, pero ninguna fuerza cortante, Cuando la viga se lesiona debido а 
las cargascortantes unitarias positivas que actúan en Ё ja pembente de 
cada tado de la guía sigue siendo la misma, y la curva de deflexión repre 
sema а бегін escala la linga de influencia pam la fuerza cortante en Ef 
gua 10-21с.5ізе apbcacl método básico para establecer la líneade in- 
fluencia de la fuerza cortanteen E emonces sería necesañoaspbcar una 
carga unitaria en cada punto D усаісшаг Іаѓцегга cortante en E figura 
10-210, Ese valor, Y representaría la orderada de Ь lines de influencia 
en D.Comoen elcaso anterior, usando d métidode m fuerza y el teo- 
гета de Maxwell de dos desplezamisntos recíprocos, puede demos- 
arse que 


De nuevo eno establece la validez del рғиміріс de Miller -Breslau,es 
decir una carga Unitaria cortante positivamplicada A la viga еп Е figura 
10-21с, hará que ja viga se өпеге соп la fOrma de la tinea de influencia 
раға la fuerza cortante еп Е. Aguiel tactorde escala ез П/ cx) 


Higaral6-21 


1910 LINEAS DE INFLUENCIA РАДА ҰЮЫ ESTA, ICAM ENTE INOETERM МАГА. 


Momento en Ё. La вез de tofluencia para el momento en Ede la 
figura 10-22 puede delerminarse al colocar їп pasador о biragra en E. 
puesto que esta conexión (таптай fuerzas normales y cortantes, pero 
по puede resistir un momento, figura 10-225.Al aplicar un momento de 
par unitaño positivo, la viga se deforma ala posición marcada con Lazos 
dhia tinsen la figura 10-22c le que generas cienatscala la lincade 
influencia, de nuevo una consecuencia del principio de Miler-Breslau. 
Sæ emplea el método de Б fuerza y elteorema de la reciprocidad de 
МахеЕзе puede demostrar que 


м. ~ (уы 


El factor deescalja aquíes (гос). 


із 
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Procedimiento de análisis 


El siguiente procedimiento proporciona un método para Establecer Ь еа de influencia 
ден reacción, la fuerza cortante осі momentoen ші ponlo de шы viga, mediante La téc 
пке de МШіет -Вгеяло. 


Linea de influencia cualitativa 


En el punto de la viga раға el cual debe determmarse la línea de influencia, coloque una 
conexión que elimine 18 capacidad de la viga рап soportar la función de la línea de in- 
fuencia. Si la función es und reacción vertical, use una guía de rodillos vertical si ka fun- 
сап es семталге utilice un dispositivo de desfizamiento:o si la función és ua memento, use 
un pasadorouna bisagra. Coloque una carga unitaria en li conexión que асібе sobre la 
viga en la “dirección positiva” de la función. Thuje la curva de deflexión de la viga Esta 
cuna representa а cierta escala ін forma de la lnea de influencia para la viga, 


Linea de infuencia cuantitativa 


Si deben determinase los ysloces numéricos de lalínea de influencia, calcule d depis 
tamiento de puntos sucesivos а іс largo de Ea viga cuando la viga 25% sometida а la carga 
unitaria colocada en a conexión mencionada anteriormente Diáda саја valor de des- 
Палаті entre el desplazamiento determinado en el punto donde ación la carga uni- 
taria. Al aplicareste factor desscala los valores resultantes sonjas ordenadas de la linea 
де іш мега. 


Faracste тінішеіп se consiruycron las Нпсая 
de influencia de la mbe continus pam di 
soñarlandeciuad amoo 


10.11  LWEASDE КЫНДА CUALIT АТА; АБ PARA MARCOS 


10.11 Líneas de influencia cualitativas 
para marcos 


El principio de Múller-Br eslan proporciona un método cápido y bene un 
gra valor para establecer la forma general de la línea de infinenciaen la 
consirucdón de marcos Una vez que Se conoce la forma de la línea de 
infivencia,es posible especificar de inmediato la ubicación de las cargas 
rias de modo que creen la mayor influencia de h función (reacción, 
fuerza cortante 0 momento) en el marco, Por ejemplo, la forma de la 
linea de influencia para el momento posiivo en el centro г de ы trabe 
ЕС del marco de la figura 10-230 muestra mediante lines discomti- 
пиал Emonces, laz cargas uniformesse сойосагап sólo sobre las vigas 
AR, CD y FG con el fin de crear el mayor momento positivo еп Соп dl 
marcocargado de eda manera, figura 10-235 entonces podría realizarse um 
аган із indeterminadode] marco рага ebconttare] momentocriticogo 1 
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EJEMPLO 


Dibuje E línea de influencia de la reacción vertical en 4 раға la viga que 
se muestra en із figura 10-244. Ef es constante. Grefique los valores 
numéricos ceda б pies. 


A 


e e 
T apu Ж 
(а) 


SOLUCIÓN 

Se retira la capacidad dela viga раға resistic la reacción А, Esto se hace 
mando un dispositivo de codillos verticales el cualse muesra en ta fi 
gura 10-245. Al aplicar una сата unitaria vertical m A зе OMiene la 
forma de la línea de influencia de la figura 10-24c. 

Con el fin de determinar las ordenadas de la línea de influencia, se 
usará el método de la viga conjugada. Las reacciones en Ау 8 sobe 
[а “viga real” cuandose somete a la carga шапа en d,se muestran ег la 
башга 10-2451 я viga conjugadaconespondientese muestra en la figura 
Ю-244. Observe que elsoporie єп Я жән sendo g mismo Que d de А 
еп la figura 10-245. Estose debe a que un dispositivo de rodilos verica- 
les en la viga conjugoda soporta un тини, pero по una fuerza cor 
tanteo que corresponde a un desplazamiento pero пов una pendiente 
en el pumo A de Ы viga real, figura 10-240, Los reaccionesen lossopor- 
les de la viga conjugadase han calculado үзе mbestran en ta figura 
10-244. .Aborase caleularán ds desplazamientos de los punia en ba viga 
real figura 10-245. 


Encade иисти з coafat a 
para la ración a А 
e 


= РІ 


ц ё. 
E [|—ep -—6р 


via rodj ypa 
4) 


Нигэ 10-24 


10.11 Шиығласоғмгцема Сы Т ATI L5 PARA ICO. 


Pera E", puesto que no exste ип momentosobre la viga conjugada en 
E figura 10-244 entonces 


Mo |. рез 
А Е- M r” ü ‚ | > 
Рага figura 10-24; Vo [L 1 
= “ГЕ а h fj 
EM pol: дъ = My = (6) – 5 ($) (62) = ер ә 


Para C' figura КУ 


656 
EF 


EM = 0; Ас а М с E 12) = HE jaa = 


Para 4'” figura 10-244 


1044 
Ay” М, “Сар 


Puesto que иласагда verticalde 1 кше actúnen А sobre la viga de | 
а gura 10-242 свизвгй unareacción vertical en А de | К.сі desplaza- 
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қ. 
miento еп А, А, = ЮА А дере corresponder a un valor mimérico "ШІ, 
de і pam la ordenada de la Кеа de influencia en 4, Por lotarto.al di EF 


dr bos otros desplazamiend os сајсшай эк entre сже facior.se obtiene E, (0 
х А, 
А 1 
Ё: 0.852 
р DARI 
Н 0 


Una рёв de estos уак ез репегв la Жпев de influencia que 96 
muestra еп la figura 10-246. 


A, 
1 nu 948. 1 
ШШ А ЛЕ женіс E 
ш із” 15 
linea de іп итын cun оа 
рага la reacción en А 


% 
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EJEMPLO [10,11 


„И ІШІ) П Т СЮ x 


Гиһще la línea de influencia de la fuerza cortante еп O рага la viga 
quese muesica en la figura 10-254 Efes сопчањые. СіғаҒідие los valo- 


SOLUCIÓN 
Se elimina ta capacidad dela viga para resistir una fuerza cortante en Б 
Estose hace mediante el dspositivode rodio que se muestra еп la fe 
аша 10-255. Al aplicar una fuerza cortante unitaria positiva en P s 
obme la forma de la líneade influenciade la figura 10-252. 

En la figura 10-25 зе muestran las reacciones en los soportes A, В 
y C pbe la “viga гені” сик» 64а se somete a la fuerza cortante 
шігіл єп O La viga conygada correspondiente 56 muestel сп la f 
gua 10-254 Aquídebe aplicarse un momentode раг externo My еп 
P абл de provocac un momento interno diferente justo ala izquierda 
y justo ala derecha de D'. Esos momentos internos corresponden а 
los desplazamientos jumo а la izquierda y justo а la derecha еп de 
sobe la viga real, Figura 10-25c. Las rescciontes en los soportes A, В", 
С y el momento externo Mp: sobre la viga conjugada зе hen caku- 
ldo y se muestran en b figura (0-25. Como ejercicio, verifique los 
cikos. 


Enea de málvencis сиві" a 
pasa ш сппайгп en й 


ене ны: + UN plan 


Чыйт? аы 


4 


10.11 LAFAS ос қыса CUALITATIVAS РАМА МАО 


Dado que existe una discomtinsidad del momento en EY хе calculará 
el momento interno justo а la izquierda y justo a b derecha de ЇР. 
Justo a la izquierda de 0”, Паша 10-25f se бепе 


3405 20 23085 
БМ, =& А, = Ма = 23) - 21), 2085 
о а la derecha де D' figura 10-25 resulta 
305 24 3888 15795 
EMp, = 0; Алт Мь, ir A do ар 
De la брит 10-25е, 
dy? My =!) Ap Mp 0) Ar = Mo =ù 


Paa el punto E.figucal0-25b,5 se usa el métedo de las secciones en 
el punto E correspondiente sobre la viga conjugada, figura 10-25) 50 
bene 

405 54 364,5 
ныт A 
Las ordenadas de la knea de miluvencia se obtienen al dividir cada 


uno de los valoresanteriores entre el factor de беса Mp. = WEA El 
Entonces, 


A le 
5 


Al ртабсаг estos үнісгез seobbene la Ипев de influencia que se mues- 
traen la figura К-25/. 


34 


Katade листам CUATE! га 
ра жШ.қамтан!с cu D 
ü) 
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ЕЛЕМРІ О 


ANÁLISIS DE EETRUCTURAS ISTÁTICA MENTE INDETERMINADAS POR 


Гнімке la línea de inilbencia del Momento en D par la viga que 56 
muestra en le оша 10-260, El ез constante, Grafique los valores 
muméricos cada Y pies. 


в 
Mr й ркы == 
cu 
Figars 18-16 


А 


SOLUCIÓN 

Se inserta uns bisagra en D am el fín de eliminar la capacidad de la 
уша раза resistir un momento en ese punto figurà 10-266,AL aplicar 
momentos par unitarios positivos еп D se abieñe hi lincade influen- 
cia de la figura 10-26c, 

En E бага 10-266 se owes iran las reacciones em A By С яне la 
“spa тей!" cuando ésta se sometea los momentos de par unlar osen Dl 
La vga conjugada correspombicó te y хз resoconesté muestran en la E 
pira 10-464 Sesugiere verficar las resciones en ambos casos. A partir 
de la fura 10-267, 0bserve que 


Але Ма 0 Ах = Mp "Ü ác= Mc т) 


Enea феізбиеткіз сий ат іча рата сЇт!) се |) 
е) 


1011 LATAS ы MELLA CUALITATIVAS PARA MARCOS: 445 


Parael punto D' figura 10-26: 
EM py” 0: Аһ = М ъ= E + 


Para el punteo E” figura 10-267 


45 5 405 
Мг = 0; Ар= Мр ТЕ к ва: 


El desplazamiento angular apoen D de la “мра ceál"quese mues- 
кі еп 1а прита Ю-26с se define por la reacción еп {7 sobre la viga 
әжімін, Este factor, Dy = АЙШЕ} зе divide entre los valores ante- 
dores para obtener las coordenadas de la linea de influencia, es decir, 


Al grafica enos valores se obtiene la Enea de influencia que зе 
пима en la figura 10-266. 
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PROBLEMAS 


1—8. Dihu pe i inga de ілбе norig parada rección е: п C, 
Сғаһцие los valores numéncosen los picos, Suponga que A 
езшп рамі y que Ry Cson rodillos Ef es ссөкізе к. 


Wa Гауе а аа de mi ue ncia pars el monerzo еп A 


Grafique los valores muméncos en los picos барымара que A 
Está Ннуу que clsoporte іп ИН евз un rodillo Ef es constante 


10—43. Dibuj la ina de influencia pan la reacción veti- 
cal єп E. Grafique los valores numéricos en los picoz Su- 
pongaque A рш Про y que eltoporne en A e шу rodillo, ЕУ 
ка ans tando 


аі. Гн la línea de із fluenciapara ba fuerza сог - 
ante еп E Gmie Кш valotes numéricos cada 1.5 m. Su 
ponga que А є fijo y que el soporte en F es un rodillo, Ef 
ecoosta be, 


10-45 Dibe la Шаға de infineocía pam la reacciónen С. 
Grafique los alores numéricos сайа 5 pes, Ejes costarle. 


е ш 
1 m г 15 к. 


Proh 10-45 


10—45. Ночжифс із Hna de influencia раға (2) сі mo- 
tentoco ЕХ) шесімдітенз Сусс) la fuerza conanteen E. 
En cada сахо, imie en un dibujo de la wga, dónde debe 
colocarse una carga viva tenido пзететіс distribuida de modo 
qué produzca іт sor positivo mdame de estas шылт. 
Suponga que la viga está fija єп O 


ғ P 4 
ШАР Ра ba ———— бв 


Froh 10-46 


10-47,  BosquejeMiln cade infivencia para (a) la reacción 
vertical m C;(b) сі momento сп E y (с) la fuerza cortarte 
en E. Encada саз Йу ue en un dibujo de aviga, dónde 
debe colocarte una carga viva unllormemente ¿liar боба 
de modo que produzca шп valor poslivo máximo de eras 
funciones, Suponga que ШЫ адаа fa en F. 


AS | 
-2.---2Һһ--- ат do Pm 3 ә 


Prob. №47 


10.11 LINEAS DE ше ЕКПА. OU Т АТМ 55 РАНА MARCOS 447 


sW Usca principe de MUller-Besalau para bogas- Ю-58. LsecIpiincipiode Mbller.Breslau para bosquejar 
pa la Гогела детета l de la inca де тате para (а) elmo- һ formá желегі de [а Haoa de influencia ран {а) elmo- 
mento еп 4 У(Ң la fuerza cortame en В. mentcenAy(b)l fuerzacortante еп. 


Froh 10-48 


ЮМ. Usel рїндє Mollec-Breslau pura bosquejar 
la forma general de la Enea de influencia рага (a) el mo- 


тз Used princifio de MallerABrestan para bosquejar — MEROEMAYIb Аа fuerzaco лме en К 


Ы болда pitral de la Елек de mueca para [a] elmo- 
mento end y (8 la fuerza contame en E 


Prob. 10-51 


44 1 Гарітіло 10 ANÁLISIS DE ESTRUCTURAS ЕЗТАТІСА MENTE IMDETERMINADAS POR 


REPASO DEL CAPÍTULO 


El análicis de шы estructura estánicamténic indelerminada Mequiere quese saifagan гі equilibrio, ің схнпраянікізгі Y 
has celia mos de fuerza-desplaza miento раға la esuctura. Ыл método de análise de la fuorza coate es escribir ы 
ecusciónes que salisi ace nlos requisitos de compatibilidad y de fuerza de! plazamie nto, lo que proporciona una sol yejón 
decia para ls resccionestod un danes Ила vezoblenido CEDO, [а быт! ыз renantesso encuetdrancoo базе тш 
ecuaciones de equilibrio. 


Малана, = 


El método de la fuerza puede simplificarse mediante el 
teorema de Marwel de losdesplazamientos recipiocos, 
el cual enaábicos que d desplezammento de un punto E 
abre uná estruciura debido а шпа carga ипїапа (ы: 
кір en el puto Afro 85 igual al desplazamiento del 
punto A cuando ін carga қ m Bf y. 


El өлімі de ma extrisciura estáticamente tadeterminada 
puedo emplificarse si la estructura бепе una итий de 
maleríal, la geometría y la carga respecto а su eje central. 
En particular las estructuras Que tiene DUDA AeA atima- 
micà pueden. sustitu rse por la superposición de ола carga 
sim trica y ап tisimótrica. 


Las Бек de ва спара а атсаг аер estática mente и 
detematdas consttiránen Eneas curvos. Sepueden bos 
«рле јагичаткіо elprincipiode Moller-Bossia, el cualesta- 
blec= que la forma de la línea de ита, уа sea раа 
una ісассіз п, шта fuerza cortá те 0 ші momen Lo esté a lá 
mima ezcala guela forma her ada de la estruenura cuando 
se vas adeciadipor la reacoón. la fuerza contarás o e lno- 
mento, respectivamente. $ же emplea elteorena de Mar- 
well de іш ПП ел iones secipoocas, os posible obtener log 
vradoresesperficos de las ordensia de cualquier Моси de 
infipencia. 


Ита nia самтло 


carga Етімітеігіса 


reg de Lo hinga de lencia раға el momen |? ен A 
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Lozelemastos da asta marco están conectados amenta , por lo qué e | mama 
essestáticamente incleterminado. 


Método de análisis 
del desplazamiento: 
Ecuaciones de 
pendiente-deflexión 


En esta capitulo se describen brevemente las ideas básicespara anal 
zar estructuras utlizanco el método de análeis de desplazamiento. 
Unavez que se hayen presentado estosoonceptos, se desarrollarán las 
ecuaciones generales de pendiente-deflexión, y después se usann 


pera analizar vigas y marcos estáticamente indeterminados. 


11.1 Método de análisis 
del desplazamiento: 
Procedimientos generales 


Теңін las estructuras deben satisfacer Ке requisitos de equilibrio, despla- 
zameno de carpa y compatibilidad de los desplazamientos a Бо de gs- 
tantirar Зи Syuridad. En ta sección 10-] se estableció qUe hay dos for- 
mas diferentes de Satisfacer estos requrslos cuando s anais um 
estructura Sstáticamente indeterminada. El método de análisis de la 
fuerza, que se estudió en el capítulo anterior, se basa еп а identiicación 
de las fuerzas redundantes desconocidas, рага después satisfacer las 
scuadones de compalibibidad de la estructura. Esto se hace a expresar 
іе desplazamientos en términos de las cargas wrando hs relaciones de 
carga desplazamiento. Al resolver las ecuaciones resultantes se obbienen 
les reaccions redundantes, y despaés se utilizan las ecusciones de equi- 
Ebrio para determinar bas rescciones restantes de la estructura. 

El тёр de desplazamiento kincona de manera шуегаа. Requiert 
enprimer lugarsobsfacerlas ectecionesdeequiliboo раға la estructura. 
Раға ео өз езген los desplazammentes desconocidos еп térmmos de la 
сагда sado das relaciones de carpa-desplazamiento, кері se гехан рату 
estas ecaciones рага obtener los desplazamientos. па vez Que se cono- 
am КЕ desplazamientos, $e determinan 195 cargas desconocidas а partr 
de las ecuaciones de compatibilidad empleando las relaciones de carga 
desplazamiento. bdos los métodos de desplazamiento siguen ese pro- 


451 


452 Санто 11 


MÉTODO DE Ам АЕ DEL DESPLAZAMIENTO: ECUACIONES ПЕ PENDI ЕМ TE-DE FLEXIÓN 


cedarniento репе ral En este capítulo se репегабгагі el procedimiento 
рага producir lesecuaciones de pendiente-deflexión, Enelc apítulo 125€ 
desarrollará el método dedistribución de momentos, el curt deja de lada 
el cábalo de los desplazamientos y ensu рат hace posible aplcar una 
зе пе де correcciones de convergencia que permiten сас шаг directa- 
теле los momentos extremos. Por último, en dos capítulos Ы, 5 y 6 se 
dustrará la manera de aplicar ese método mediante un análisis matri- 
сіз. la que lo Басе adecuado para эз изо en computadoras. 

En clanálisis siguientese mostrará la forma de identificar los despla- 
zamientos desconocidos en una estructura y se desnreodlarán algunas de 
las relaciones de carga-desplazamiento més importantes раға los ce- 
mentosde ураз y Marcos, Los resultados se usarán еп la próxima sección 
yen bos capitulos posteriores como base рага ерісаг d métodode antti- 
ss del desplazamiento. 


Grados de libertad. —Cumdo unaestructurnestá cargad а, lospun- 
ts especificados sobre ella, llamados nodos, £xpermentarán desplaza 
mentos desconocidos. А estos desplazamientos se les conoce como grados 
de libertad раға la sudina, yen el método de anéhsis del desplazy 
miento resulta importante especificar 6305 grados de libertad pruresto 
que $e convierten en las зулай al aplicar @ тӛніп, El número de 
ERAS mcógnias зе coge como el grado ёп que Га estructura es ciogmá. 
ramene indeterminada. 

Paraconocer la Indeterminación cinemática se puede considerar que 
Ы estructura consiste en uma зеге је eementosconeciados A lot nodos, 
los cuales se encuentran usualmente en las juntas, porie белігетоз de 
un elemento, a cuando Ése experimente цо cambio repentino en Mt sec 
ción Iransversal. En tes dimensiones, cada nodo өй ип тато q шла viga 
piiedetener un miimo de пез desplazamientos linsales y tres desplaza 
mientos de rotación; y en des dimensiooes, cada modo puede tener а іо 
sumo dos desplazamientos Eneales y ша desplazamienio de rotación 
Además, іск desplazamientos nodales pueden Mestíngirse mediame Jos 
aporis, o debido a los speso: basados en el comportamiento de lla 
estmdura. Por ejemplo, si la estricturaes ши viga y sólo seronsidera 
ladeformacióndebida ala flexión, entonces по puede haber undesplaza- 
miento lineala lo lar рое! eje de la viga puesto quetste desplazamiento 
ho cansa la deformación proveniente dema fuerza axial 

En conceptos se aclaran sise consideran algunos ejemplos, comen- 
zando con la viga de lo figura 11-12. Aqui cuakquier cerga Paepócada а la 
viga hará que el nodo A sólo gire бі se igoora la deformación axial). еп 
tanto quee Movimiento del nodo Ней totalmente cestcingido. En con- 
secuencia, la viga biene sólo un prado de libertad desconocido. 8 ay por 
lo tanto es cinemáticamente indeteminada de primer grado. La viga de 
h башга 11-15 беъ nodos еп A, Буу Cy porlo tanto, tiene cualrogra- 
dos de libertad, designados por los desplazamientos de rotación 8, de, 
Bl үзі desplazamiento vertical Ас; es cinemáticamente indeterminada 
de cuarto grado, Considere ahora et marco de [а figura 1І-іс. Una vez 
más Si se pasa por ako la deformación axial de los elementos, una carga Р 
arbäraria aplicada ві marco puede hacer que los nodos Y y Caren y se 
puedan desplazar horizontalmente una cantidad igual. En consecuencia, 
el marco bene tres grados de libertad, 8%, 0-, Ал, y por lo tanto es ci- 
nemábeamente indeterminado de tercer grado. 
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En resumen, la especificación de la indeterminación cinemática о la 
cantidad de grados de libertad no restringidos para la estructura, es ца 
primer paso necesaño cuaodo se aplica сі método de análisis del despla- 
zameno. Con est sejdentifica d númerode incógnitas en el problema. 
соп base еп los supuesiossobrecicomportamientode E deformación de 
b estruciira. Además, ша vez que se conocen estos desplazamient osmo- 
dales, es posible especificar completamente la deformación de los de- 
mentos esiructurales, y obtener las cargas dentro de los elementos 


11.2 Ecuaciones de pendiente-deflexión 


Como se indicó anteriormente, el método de los desplazamientos consis 
lentes ques estudió en el capítulo 1 es un métodede anélisis de la fuerza, 
puesto que requiere escribir las ecuaciones que selacionan. las fuerzas o 
momentos desconocidos enuna сїпкїша Por desgracia, au шесі li- 
mitados estructuras que no son muy indeterminadas. Estose debe ague 
se requiere mucho trabajo para establecer lasecnaciones de comparibili- 
dad y además, cada ecuación escrita involucra а pdas bs incógnitas, lo 
que hace dificil resolver el sisemade ecuacones resultante a menos que 
se cuente сопшав computedora. En comperación, el método de la perm- 
dente-deflexión noes tan complicado, Сосо зе verá másadelante,se re- 
quiere menos tra bac tanto al escribir las ecuaciones necesarias раға ob- 
tener іл solbción del problema como al resolver catas ecuaciones yencomirar 
los desplazamientos y cargas imemas desconocidas, Además, el método 
puede programase fácilmente en una computadores y emplearse рага 
enatizaruna ampliagama de estructuras indeterminadas. 

El máodo de la pendiente -dellezión fue desarrollado originalmente 
por Heinrich Manderla y СИ Mohr гоп el propósitode estudiar los es- 
fuerzos secundarios еп hs armaduras Lespués,en 1415 GA Maney de- 
ваты una versión mejorada de esa Écnica үн aplicó al análisis de 
vigas indeterminadas y estruciuras armadas. 


Caso general. El método de la pendiente-deflexián se lama así 
porque relaciona hs pendientes y las deflesiones desconocidas con la 
сатра aplicada sobre una estructura, Con el fm de desarrollar la forma 
general de hs ecuaciones de pendbente-deflexión, se comsidezará un 
darotípico.48 de una viga COMinua, coma el que se muestra en la figura 
П-2.сі cual se some tea unacarga arbitrariay бете шпа Elconstante, Se 
desca relacionar bos momentos internos en lboscxtremos de la viga M ¿yy 
Мал Сп términos de sus tes gados de libertad, es decir, зш desp laza- 
mientos angulares €, убр yet desplazamiento lineal Aque puede ser 
causado por un asentamiento relativoentre los soportes. Como se desa. 
rrollará una fórmula, los momentos y desplazamientos engulitres зе com 
sderarán positivos cuando actúen en sentido horario sobre el claro, Como 
se muestra enla figum 11-2. Además, el desplazamiento linea? А seconsi- 
dera positdive.de ta manera quese muestra, puest que este desplaza: 
meo hace que lá cuerda del clio yelángulo de В cuerda Зеісіаго ye 
gren en senñido horario. 

Las ecuaciones de pendiente deflexión pueden obtenerse empleando 
el principio de superposición al comsileraren forma parade юз mo- 
mentos desarroladosen cada soporte debido a ceda mo de los desplaza- 
mientos Өл. 49 УАУ depués las cagas. 


El es comune 
отео de мра pos їй vis 


Figura 1-2 
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„=н, кірісе фррада @ 


Desplazamiento angular өп A, 0, Considee que el nodo А del 
elemento que se muestra еп la figura И-3л pira # „еп tantoque el codo 
Ben su exttemo lejano se mantiene fio, Рага determinar d momento 
М y becario para causar este desplazamiento se usará el método de la 
Ұра conpupada. Para eae caso, la ура conupada se miéstra ей ha бага 
11-34.Observe que la fuerza cortante en elextremo А” actúa hacia abajo 
sobré là viga, puesto que 8, bene sentido horario. La detiexión de la 
“viga realen la figura 11-За debeseroerogn A y Б.у рог lo tanto la su 
matoria correspondiente de losmeomentos en сайа extremo А y H de la 
viga corgugade también debe ser igual a сего. De esto resulta 


Р ав \, |2 (хм) Е- 
рамын 1 El Er ЗЕ E ЕНІ"? 


ЖЕМЕ = 0 CAE ES ы, 


de lo cual se оїхіспеп las siguientes relaciones de carga desplazamiento. 


Мы” ЕО (1-2) 


Desplazamiento angular ап B бір De manera similar, siel ex 
tremo E de la viga pira hastaso posición пой 6,, mientras el extremo А 
semanitene fijo figura 4.11, posible relacionar el momento арёсайо 
Mga con el desplazamiento angular Py el momento de reacción M gen 
Ы part. Los resultados зоп 


Mar" 0 (1-3) 


| Min = Elas | (1-4) 
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Desplazamiento lineal relativo, А. Sid nodo lejino A del ele- 
mentose desplazá con respecto а 4 de modo que la cuerda del elemento 
gra сп sentido horario (desplazamiento positivo) pero los dos extremos 
по gs ап entonces en d elemento se desarrollan momentos y reacciones 
coriantes iguales pero opuestos, figwa 11-50 Como antes.el momento М 
puede relacionarse con el desplazamiento А usando el método de la viga 
conjugada. En езе caso, la viga conjugada, figura 11-50, está ibe еп 
ambos extremos, puesto que la viga real (elementojestá fiamente so- 
portada Sn embargo, debido al desplazamiento de la viga real еп й, el 
momento en el extremo # de da viga conjugada debe tener una mago- 
tud de A, como зе икіюа, * Al sumar momens гезресю а F 5с tene 


1M 2 м 1 
[+EMg= 0; ІМ (34) - мады) - 5 = 0 


Por la convención de signos adoptsda.este momento inducido cs nega- 
tro debido a que pera lograr el equilibrio, debe aciuar en sentido an- 
Gihorario sobe el elemento. 


мұ 


МИРО ДӘН —— 


4 ТИШИНЕ 
P 


viga real vigacon ¡ug MiA 
ќа) ©} 


Figura 11-5 


rama де momento que ве расты» кӛне la viga соту аз se detormesaron 
асы жі онде Ше aperpodióón para una viga sintpilementde apoyada, según ж ss- 


fico PM Borns. 
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Momentos en extremos fijot. Еп los сялоя anteriores se һап 
considerado hs relaciones entre los desplazamientos y los momentos ne- 
cesartos Maay Мал que асап ей los codos А y E respectivamente Sin 
embargo, por Кз general los desplazamientos line ales O angulares de los 
nodos son casados par las cargar quee actilan sobre el daro de los sle- 
mentos, Їз poc 16 Momentos que actúan en 515 nodos Рага desarrollar 
las ecuaciones de pendiente -deflerión es necesario transíocimar estas 
саах sobre гігіпға tm momentoSequvalentes que әсіп en Ке nodos, 
y después sar hs relaciones carga-desplazamitoto quese acaban de ob- 
tener. Eso зе logra simplemente Al encontrar el momento de resección 
que cada carga desarcolla en los nodos. Per ejemplo, considere el de- 
mentofijamente apoyado que semuestra en la figura 11-62,el cual está 
sometida a una сара concentrada Penas centra, La viga conjugada 
раа est сазо зе muestra en la баша 11-6, Como se requiere que la 
peodien fe en cada extremo sen igual а сеге, 


o EEA] 


Este momento sedenomina momento de go emo fío (РЕМ). Обвегке 
que de acuerdo con la convención de signosadopiada, es negativo en dl 
nodo A (sentido antihoracio) y positivo еп el nodo Н (sentido horario) 
Por comodidad еп Ш resolución de problemas, los momentos de extremo 
fijose han calculando рага otrascargas уле muestran tebulados еп el m- 
тки de la contraportada del kbro.Si $e supone que esos РЕМ зе han 
deserminadopara Un problema especifico (figura 11-7),% бепе que 
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Ecuación de pendiente-deflexión. Silos mementos en los extre- 
mos detidos a cada desplazamiento (ecuaciones 11-1 а 11.5) y láacirga 
(ecuación 11-8) se suman, los пне resultantes еп Қы extremos 
piedan escrberse como 


Ман = TAL th~ 32) | + (FEM) ая 


Мад = җ АС + da – 2) | + (FEMina 


Debido а que estas dos ecuaciones son similares,el resultado puede ex- 
presse como una sola ecuación. Si se refiere в uno de los extremos dd 
саго como el extremo cercano (A) y al otro extremo como d extrema 
lejano (Ғуу se representa la rigidez del elemento como Ё = NE. y la soto 
ción dele cuerda de clero como % (ре) = AL, puede escribir 


(1-7) 


My = ЭЕКОЯ, + ӛз — 3ф + (ЕЕМ)қ 


Рагве! daro imernooel claro бп! (1-8) 
con d eemo lejano бо 


donde 


My = Momento interdcen d extremo cercado del claro; este 
momento 68 positivo ensentdo horario cuando аста sobe 
elelaro. 

ЕЖ = módulo de ebisticidad del material y rigidez del daro 
к= і. 

fy, 6- = pendientes de los extremos cercano y lejano o desplaza- 
mientos angulares del сізге en Ls soportes, los ángulos 
se miden еп radíares ұзоп positivos e sentido horario. 

ф = rotsdón de la cuerda del daro debida a un desplazamiento 
lineal, es decir, =A/1.este ángulo зе mide ел diants y 
es positivo Өз señtido horaria 

(FEM), = Momento del extremo Қо en el soporte del extremo сег- 
cano; el momento esposito en зетшісіс horario cuando 
айа sobre eb claro comsulte la tabla en el iptector de la 
contraportada para мт disiináas concliciónes de сагра. 


А partir de la deducción anterior, а ecuación 11-8 es a h vez uma rela- 
ода de compartdidad, y de carga-desplazánniento, qué 56 encontró n- 
<aderado айс los ebscios de la Петипа е agoorando 185 defocrraciónes 
axiales y cortantes Se conoce como la ecuación genera) de pendiente-de- 
ferión Cuandose utibza рага lasolición de problemas, está ecuación зе 
aplica dos veces para cada elemento del dao (АЯУ ез decirse aplica 
desde A hasta A ydesde E hasla A partelclaro AB quese muentraco lá 
баша 11-7. 


Este puente peatonal Deoc шеп сиіхегін 
de comae палаи». Ұма) se сатысы 
obre todos sue soportes, es іскфебетін inada 
de vegundo prido. La бсш de pen: 
diente-deflexión proporclómsn us mblodo 
ecoveniente para escontar dos momentos 
a сп daet aro. 
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Claro final articulado. En ocasiones, un claro final de una viga o 
un marco está soportado mediante un pasudor o un rodillo en su extremo 
lejano, Agura 11-84. Cuando esto ocurre, el momento en el rodillo o pasa- 
dor debe ser cero; y siempre que el desplazamiento angular бр en esto si» 
| porte по deba doterminanie, es posible modificar las condiciones penera- 
les de la ecuación de pendiente-deflexión а fin de aplicaria sólo una vez 
al claro. са vez de dos veces Para esto se aplicará ln ecuación 11-5 о las 
ecuaciones 11-7 а саш extremo de la viga que өс muestra en la figura 11-8. 
Esto resulta en las dos ecuaciones guientes: 


en) 


Мне LEk + de — Ур) + (РЕМ) 
О = 2Ek(28, + — З + 0 


Р 
ІШШІШШІ п Aquí el (РЕМ), еб igual a cero, puedo que el otro extremo езі Қо, б. 
Az pura 11-85 Poroto ladojel (РЕМ) „рие Ontenesse, porejenplo me - 


кыйы diante la tabla en la colomoa derecha det interior de la contraportada de 
ste bro. Al multiplicar la primera ecuación por 2 y restar La берішінің 
е ecuación de Esta, se elimina la шызбапйа бс yse obtiene 


Figura 11-8 


(LL-9) 


Мұш ЗЕ Өм - % + (FEMiw (11-10) 


Sólo para un daro fmal con el extremo lejano 
articulado o soportado por un rodilto 


Como el momento en el extremo lejano е5 іриді А cero,sóbo se necesita 
шта aplicación de eta ecueción par еі аго final, Esto simplifica el and- 
Ess porque la ecuación general 11-8, mqueriría dos aplicaciones рага 
este daro y por lo tanto шусішта A desplazameento angular (айылотаа!) 
desconocido @ lo Gerjen el soporte del extremo. 

Pararesurur lá aplicación de Ls ecuaciónes de рзепіікеніе-Де елібп, 56 
кхикыйега га viga continua de la берга 11-9. la qual tiene cuatro prados de 
Бегімі Aquií la ecuación 11-8 puede aplicarse dos veces раға cada uno 
de ікӛітессізг ге,ейест de да Sde Ba Ade HAC de Са Bde Са 
Dyde D aC Esas ecuaciones involucran a las cuatre rotaciones desco- 
odas, 6, Pc Ap. біл enbargo como los momentos extremos еп A y 
Р жоп iguales a cera, по es necetacio $, y 85, Se produce ua зова 
más coria Al Aplicar (а ecuación 11-10 de FAA yde Са D pará después 
aplicar hi ecusción 11-8 de Ra C yde Са E Estas cuatro ecuaciones in- 
volveran sólo а las rolaciones desconocidas fh y 6. 
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11.3 Análisis de vigas 


Procedimiento de análisis 


Grados de Ibertad 


Marque pdos los soporiés y articutaciones (nodos) соп dl in de identificar dos daros de 
la viga oda пасо entre los nodos АЈ dibujar la forma alterada de La estruciura será po 
sible identificar el nimero de prados de libertad, Es posible que сафа мн tenga un des- 
plazamiento angular y un desplazamiento lineal, La compatibilidad en los nodos зе 
mantiene siempre que los elementos que estánconeciados famente а шъ nodo experi- 
menten los mismos desplazamientos que el nodo, Si estos desplazamientos по зе cono- 
сел, yen general así será, entonces por comodidad suponga que ación en dirección 
рона de modo que causan шй rotación ёп sentido horario de un elemento о junta, fe 
тиа 11-2. 


Еспэботеѕ de pendiente-deflación 


Estas ecuaciones relacionan dos momentos deso0pocidos que se aplican а юх nodos а fin 
de санан Su desplazamiento en cualquier daro de h estructura 5і exste una сагра en а 
daro, calle los FEM usando le tabla que se encuentra en el interior de la contrepor- 
tada Además,si un nodo pene un desplazamiento lineal, A,calcule р = А/1. pare los cla- 
ros adyacentes. Aplique la ecuación 11-8 а cada extróño del claro, generando asf des 
ecuaciones de pendiento-deflexión para ceda claro, бп embargo,si un clero еп а ех. 
ігето de una viga O un marco comino está articulado, aplique la ecuación 11-10 ado al 
extremo restringido, lo que genera ыпаеси ación de pendiente-deflexión pam el claro. 


Ecuaciones de equilibrio 


Escrba ona ecuación de осири para cade prado de iibertad desconoode dela estruc- 
tura Cadauna de ess ecuaciones debe expresarse en términos de los momentos inter- 
nos descocoddos según зе especñca en las ecunciones de pendiente-deflerión. Рага hs 
veas y los marcos escriba la ecuación de equilibrio de momentos en cada soporte y pará 
los maços también escriba las ecuaciones de equilibria de momentos en cada junta Al а 
marco зе ladea ose defbema са sentido horizontal deben relacionarse das fuerzas d0rtán- 
tes de la columna con los momentos ел los extremos de ésta. Lo anterior se analiza ёл la 
зеофбп 11.5. 

Sustituya las ecuaciones de pendiente-dellexión en Вз ecuaciones de equilibrio y 
тезле iva los desplazamientos desconocidos de las juntas, Estos resultados se sustituyen 
еп las comciones de pendiente је Бехта fin de determinar tos momentos memos en los 
елгетоз de сыз elemento, S арлық de los resultados son negativos, а сап gro ен 
amiido antihorario to tanto que los momentos y los desplazamientos positos % aplican 
en smtido horario, 
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EJEMPLO ҮТІЛІ 


Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de momento раға la мра 
quese muestra en н fg ша ll- Ko. El es constante. 


SOLUCIÓN 


Еиміеев de pendiante-deflexión, En este problema deben 
considerarse dos claros, Pueto queno bay tin chiro que Enga d er 
memo deparno articulados soportado par rodillos, 3 aplica la ecuación 
118 рага obtener Ін soltución. % зе emplean Las fórmulas de los FEM 
biladas para la carga triangular que se mtiestran еп gi intere de la 
contraportada,se tiene 


2 66 
(FEM)ac = - ы -- “Ok = -72 kN-m 


wE? вв) 
(FEMica = "Tm ” 10.8kN-m 

Observe que (РЕМ) ог 45 Negativo porque echa en sentido antihora- 
riosobre la viga en Б. AdemA (РЕМ) us = (РЕМ) na = Úpuesto que 
no bay carga en el clero AB 

A En de identificar As incógnitas, en 1а figura 11-10-86 muestra la 
cura elásticade A ыра, Como 56 indica, hay cuatro momentos miter- 
mos desconoados. Sóto la peodemte еп Н.В es desconocida, Como А 
y Camisoportes jos, 84 = Вс = LAdemás dado que dos soportes no 
se asientan, ni Se desplazan bacia arriba O hada abajo ag = фс = 0 
Рага el claro AR, si $e considera que A езгі extremo cercano y Bes сі 
Extremo lejano, 56 tiene 


My = +07 Уво +0 — 38) + (РЕМ) 


Mas = 28 роза 300) +0= Ша, @) 
Ahora, tomando а В como el екіге mo cercano y a А como сі extremo 
lejano,resulta 


Мад= ЧӨ + 0 – 300) +0 = 5% (3 


De manerasimilar, раға el сата НС Gene 


{ 2El 
Mac = TA ря, +0- 340] -T2 = 88 – 72 (3) 


Mcar ак jeo + фа — HD] + 108 = “е + 108 44) 


Есма соев бе equilibrio. —Lascuatroccuacionesanteriores co mie- 
пеп chco incógnitas. La quinta ecuación лесезиїн proviene de lacon- 
оюп del equilibrio de momentosen e soporte S. En l figura 1t -10с 
зе muestra el diagrama de cuerpo libre de шп segmentode la viga en EE 
Aquí se supone que Me, y Мас actúan en dirección positiva para ser 
consistentes соп lasecuaciones de pendiente-deflexión.* Las cortantes 
еп la viga contribuyen con un momento insignificante aHededor de В 
puesto que el segmento бе пе una longitud diferencial, Por lo Lato, 


[EM ant Maat Marai ©) 


Para resolver, sustituya las ecuaciones (2) y (3) en la ecuación (5), 
de dondese obtiene 
617 
біш El 
ses tituyede nuevo ee valoren lasecuaciónes (1)-(4) resulta 


Mas = 1.54ЕМ-ш 

Mia = 309 КМ -ш 

Мас = 309 ЕМ «m 

Мер = 12 86ЕМ№ -m 
E valor negativo para Mac кыйса que ese momento ación еп жпіміс 
anbborario sobre b viga, no en sentido horario como se mostró en la 
брига 11-106. 

Con base en estos resultados las fuerzas coriantes еп bsclaros ex. 

Kemos determinan a partir de las ecuaciones de equilibrio, figura 


11-10d. El diagrama de cuerpo ibre de toda la viga ylosdiagramasde 
fuerza cortante y de momento semuestranea lafigura 11-10e. 


ETSE] В, OSTEN 


| | 


A, -озтә ун | а] WIN 


өйк/ш 
В, AAN тИ С. = AAN 
ШЕ 


| 


19 UN в ЕРЕН 1296 AM а 


ж 


(& 


“Еп або horario pobreel acgmento de la viga, pero (porel prirciplode роті repr- 
cdo tal репо қа) en шесі уақ ызт año intra dl жорып, 
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482 Carulla 11 MÉTOCO DE Ам ALISS CEL DESPLAZAMIENTO: ECUACIONES ПЕ PENDI ЕМ TE-DE FLEXIÓN 


EJEMPLO (112 


Пӛзше los disgramas de fuerza cortante y de momento para іа viga 
quese muestra en le figura 11-1а. Efesconstante. 


SOLUCIÓN 


Ecualones de репфегия-беЙекібе. Ел este problema deben 
considerarse dos daros La ecuación 11-8 se aplica a dao АН. Se 
puede usar le ecuación 11-10 para el daro AC porque elexrremo С 
exó sobre um rodillo, Ба se wan das fórmulas pera los РЕМ tabuladas 
que se encuentran en el ішетіпт de la contraportada, se tiene 


(FEM) an = – > - -® (aai) = 206 k- рае 


(ЕЕМ) ла = — 5 (2/24): = 06 k "pie 
Шү. 1. 


Бо =—18k- pie 


Observe que (ЕЕМ) yo y (РЕМ) зол negativos, puesto que achlan 
еп sentido antiboració sobre la viga ей 4 y A céspectivamente. 
Además, como Ісі apoyos по $e asentan, e y т іс = 0. Al aplicar la 
ecuación 11-Ёпага d daro AR ytomarencuentaque 8, ж (ве бепе 


My = ЗЕ б - 3614 (FEMÍn 


Man = (Ejeo) + 8 — HOJ] — 96 

Man = 00®З33ЗЕТӘд — 96 (1) 
Mar = аң £ рө, +0-30)[+ % 

Мал = 01657Е78, + 96 (2) 


Si æ арка la ecusción 11-10 con S omo d extremo cerco ү С 
como el extremo lejano, resulta 


My = з 2) в, - 4) + (FEMIw 


Мас = TAT m= 0) -Е 
Mac = 037578, — E ® 


Recuerdeguela ecuación 11-1 лозсаріка de С(ехітетиусетс ano) E 
В (езїгетпо lejano) 
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Ecuaciones de equilibrio. Leas tres ecuaciones anteriores сопфе- Ya 
pen cuatro incógnitas. La cuarta ecuación necesaria proviene de las | В | 
condiciones deequilibrio enelsoparte A Enla figura 11-1 16 se mues- за 1 
tra el dissrama de cuerpo libre. Se bene 8 ы 


Е Ма = (} М+М в = О (4) ы 


Para resolver, 5ustituya las ecuaciones (2 у (2) en le ecuación (4), de 
donde resulte 
144.0 
Dar 
я Ej 


Como és es пераўт кю (sentido amtihorario), la curva elástica pam la 
viga dibujó correciamente еп la figura 11-1 1а. АІ sustiuir Jaen las 
ecuaciones (1)-(3), se obúe пе 


Mas = —1080 E -pie 
Mea = TROL: pie 
Мы = —TAOL- pie 
Соп base en estos datos paralos momentos, se han determmado las 
жіксіз es cortantes en los extremos de los lios de lá viga según $e 


mesa en la figura 11 -Llc Los diagramas de fuerza cortante y de 
momento se grafian en la faura 11-114. 


a 12а 
И, = 2450, - - ша паара 225k waru | 


108 А гріе HEI pies +—12 pies —| 72 кре 721 pie Ғата, 
pies рма 
{а 


ма 


и, 


421 Гағітло 11 METODO DE ам ALISIS DEL DESPLAZAMIENTO: ECUACIONES DE PENDIENTE-DEFLE XI 


EJEMPLO 113 


Determine el momento en A y Я рага la viga que se muestraca la fi 
gua 11-121. Ebsoporte en В ж desplea (miena) 80 men. Considere 
que = 200GPa,f = 10) men”. 


SOLUCIÓN 


Ecnaciónes de pendiente-de Макат. Еп езе problema sólo debe 
considerarse шп daro (48) puedo que el momento еп Мәс debido a 
[в saliente puede calcularse a partir de la estática, Como no hay carga 
еп el claro АН los РЕМ son iguales a cero Como se maestra еп la fi- 
gun 11-122, el desplazamiento hacia abajo (Asentamiento) de Y hace 
que la cuerda del claro AR шге еп елімі horario. Por lo tanto, 


0.08 m 
Фар = =” a 002 rad 


La rigidez pera АН еч 
ғ ЗІ) ao) tn 
"к TS 
Al aplicar la есивсібп de pembente-deflexión (ecuación 11-8) al 
сімо АН соп б, = Use bene 


І 
My = (1) с, + 0 — A) + (РЕМ) 
Мав = 201° умут? )(L25(10 Jen |20) + 6, — 5(002) +0 (1) 
M ra= 2(200(10% М/т [1.25(10%)m"][20, + 0-3(002)) +0 0 
Ecuacio res de equillbria, El diagrama de cuerpo libre de la viga 
еп © sopore В se muestra en la figura 11-122. Н equilibrio de 
momentos requiere que 
¡+tEMp = 0, Maa - ВЮ М (3 m) = 0 
У se sustituye la ecuación (2) en esta ecuación resulta 
KiU Sa — ЗӘР) = 24005) 
By = 0.054 rad 
Por ba tanto. a part r de las ecuacimes (1) y (2) 
Map = 3008 -m 
Ма = 24.06 М: т 


=125(10 “үш? 


113 Анш<сеубА 465 


EJEMPLO [124 


Determine ісе momentos internos еп ds soportes de la viga quese 
mesa en la figura 11- 13а. El soporte de rodillo еп Ce empujado 
hacia abajo0 рез por ta merza P.Considere que E =29(10%) Кае f 
= |Mópulg*. 


A и п 
в 
Hipis ———- A рін! 


(8 


SOLUCIÓN 


Ecuaciones de pendiente-defiaxión. En este problema deben 
considerarse tres claros, Se араса la ecuación 11-8 porque ka soportes 
еп los extremos Ау В están Боз. Además, ado d dmo AR bene 
ҒЕМ. 


wi? 1 
Ap n -all SAA} = -720 ke pie 


(FEM)as = 


mE] 


(РЕМ)ь = “yr 7 015)(28)2 = 720 E «pie 


Como se muestra еп la figura 11-136, d desplazamiento (o asenta 
miento) det soporte Cocasiona que fac жа podig, puesto que la 
cuerda da сізге AC gra en sentido horario, y dico sen negativo, por 
que la cuerda del daro CD gim en sentido auiborario, Por lo tanto, 


01 pie ШІ; 
фас " 0.006 rad фе -- ТЕТЕ 


20 pi ш (КМТ гай 


Asimismo, al expresar las unidades де la rigidez сп plos se бепе 


Каз = 1500 = 0.003014 pies” ды = — Л 0003617 pies” 


< = (004823 pies” 
Si se observa que 6, =8p = Opuesto que А y son soportes Брозу 


swaplica la ecuación pendiente-deflexión (ecuación 11-8) dos veces а 
сайл claro, resulta 


Abh ГағРтлОю 11 METODO DE амды DEL ГИЕЗРІАР?АМ-ҒМТОЫ ECUACIONES DE PENDIENTE -DEFLE MOM 


EJEMPLO |11.4 (Continuación) 


Para el daro А Н: 
Mas = A29 10) (12) [(0.003014)12(0] + 0, — 3(0)] — 72 
— M aa = 25 173.60, – 72 (1) 
амра E pes bt рае] Мал" 79(107)12)7(8005014)28, + 0 – 3(0)] + 72 
Mpa = 50 34720, + 72 (2) 
т Para el dao BC: 
Mac = 21291012) 10361728, + б — 3(0.005]|+ 0 
Mac = 01 416.798 + 3020830, - 45,1 (3) 
Mear 2125(10%)(1234](0.009617)[28- + 8. — 3(0.005)]f + 0 
Mcy= 0416.60, + ЗУЛ. 30а - 4531 (4) 
Parae IchroCO > 
Mop = 429(10111237]/0.004823)[28 + 0 — 3(-0.00667]] + 0 
М co = 8055 5 бё ¿+0+305.6 (5) 
Moc = 229104112 %]0.004823)[2(0) + ас — 3000667) +0 
Mor т 40777.59. + 8056 (6) 
Ya Mar Va 5 м. Ecusciors de equilibrio. Esas ses соівсіспез contienen ocho 
8 1. de ' lacógnitas. Si se escriben ls ecuaciones de equilibrio de momentos 
| | | = | para ісечоропея en Ey Сига 10-13, беле 
Mica Ya Ma №. (+ Mam O Maa + Мос 0 (7) 
е (+2Mc=0 Mcs+Mco=0 6) 
{9 


Paraencootrar la solición яе istituyen las pariciones (% y (3) en la 
ecuación (1) y (ах ecuaciones (4) y (5) ей ёсшыйбо E) Ге езі) resulta, 
ӛр + 3667, = 0001262 
-Әс - 82140, = 0.00250 
Pur lo tanto, 
бр = 000438 гай б = -(000344 rad 
El valor negativo de 0. тайса un giro en sendo mwerso de la lan 


gente en С. беша 11-13а. Al sustitilir esos valores en las ecuaciones 
(D)-(6e obtiene 


Mas = 382 k- pie Resp. 
Мал" 292к:рк Resp. 
Мьс- —292k:pie Rep. 
Меа- — 5291: pie Егу. 
Mc o= 329 k- pie Кар. 
М ье =067k: pie Rep. 


Apliqueestos momentos en los extremosa 106 claros BC y CD y de 
muestre que Ve, т 41.056, Ұл” -PATA К yque la fucrzasobreciro- 
ШісезРре12ІЕ. 
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| PROBLEMAS 


i-L — Determiselósmo mentos en A. Ey E. depués di 
buje el dimma de momento. El es гїї. Suponga 
шесі soporte en Be up rodilloyque Ay Се бох 


11-2. Determine los momentos enA, ByC y ша fi- 
buje el diagama de momento рага la viga El momento de 
recia de cada cláro se indica en Їй figura Suporga que el 
soporte өз E es ип гойо y qe A y C están fijos. E = 
эк. 


Реаіһ11-2 


M-A  Deermine los momentos еп ке soportes A y Су 
dep ita dibuje el diagrama de momento. Suponga que la 
jota Бей unrodillo, EFosconstan?a. 


*11-4, Гарет los momentos es ісі soponies, y des- 


pués dibuje el diagrama de momento. Suponga que E es un 
rodillo yq ue A yC tin Ajos, E-Fescongtinie 


ISUN 151 1515 


== 


ёш ——L2 


A: 


Proh 11-4 


Ш-5 Determircamomentocn A TE yy dep utadi- 
buje 9 diagrama de momento pra la viga Suponga que los 
юрюпе en А y O oin hijos y que FE yC anrod il EF es 
спғана гі. 


к. 
A  -5-3Шш--- 5ш 


¡Prot 11-5 


1-6. Derrmioo lor momenlon А.В, yD, y dea pi ыз 
dbuje el disgralta de momen Lo para la viga Suponga] це 
Ба soporiesén А y O están оз yque # yC æ rodillos El 
сз constan. 


„Tř ' 


= 
= 


Гү 
% Г 


E Те 
"-оры--зріш 744 : 


Ртаһ! 1-8 


ЯҺБ Сати б 11 MÉTODO ПЕ ANALISIS CEL DESPLAZAMIENTO: ECUACIONES ПЕ PENDI ЕМ TE-DE FLEXIÓN 


П-7. Determine d momento m By "Көре dibuje d 1-19. Determine los momentosen A y E, y бериё 


ағалы de momento para lá viga. Suponga Дек buje el dirama de momento рага |а viga Еге conaLante. 
esen А ті. están articulados y que В ез un rodillo Ef es 


constan 


#0619 


1-10 рені 


"LE ë Determine los momentos m А Ну Cy después ii-i. Determinelos momentosen 4,ВуС үйез puésdi 

die el diagrama demanada. El es consianic, Suporga Боце d diagrama de momentopara la viga, SIponga que d 

que el soporte еп Bes un rodilloy que Ау Cein Bos pote оз А ені o.que Ay Саз rodillos, yque сий 
articulado. Ef сораме, 


— — lies Bios —|— -iip - 


19. Determine los momentos en саба soporte, y des “П-12. Determine Кы momentos que atian п A y A 


dibuje el d de momento. Su A está Suporga que A өші fijamente apoyado, que E es un rodillo 
С терсн мш реак" ұдие C etii aldo F-Torconstanie. 


кетеме еее Ми 


Ғғаһ11-12 
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11.4 Análisis de marcos: біп ladeo 


Lin marco nose ladeará,o nose desplazarán laizquierdao a laderecha. 
sempre y cundo esté debidameme restringido. En le figura 11-44 зе 
muestran algunos ejemplos, Además,no se producirá un desplazamiento 
lateral еп шо marco по restringido, siempre que sea simétrico con res- 
pecto а la carga y в а geometría, соты зе muestra еп la figura 11-15. 
Para embos osos, el término у en las ecuaciones de pendiente-deflexión 
сз igual а cera, puesta que la езп no have que Bs junias tengan Un 
desplazamiento lineal, 

Los siguientes ejemplos Низітап la aplicación de las ecuaciones de pem 
dente -deflexión usando e procedimiento de análeis que se describió сп 
la sección 1-3 para ете бро de marcor 


Figura 11-14 
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EJEMPLO [11.5 


мак» 


н) 


Без 11-16 


Determine los momentos en cada }шйа del marco que se muestra en 
la figural 1-162, Ef es constante. 


SOLUCIÓN 


Ecuaciones de penbante-dañexión, Бл Сезе problema deben 
considerarse tes claros: AB, BC у CD. Como bos claros están fija 
mente apoyados еп А y De aplica La ecuación 11-8 para encoatrar la 
хувизйп, 

А partir de В tabla que 36 encuentra еп d interior de la contrapor- 
tada los РЕМ parn #Сзоп 


ИЕКТЕН 


% 9% 

Swi 5(24)(8)> 
% 96 

Observeque ба = ір == Оу дише фла == фас = eo = 0, prestoque по 


зе produc Un desplazamiento lareral. 
Al aplicar la ecuación 114, se tiene 


[FEM] = - – SN kN-m 


(FEMica = = БЕМ 


My = 2Ek(28y + 8 - 3%) + (FEM)y 


ма-2Ң про +0 30) +0 


М аз = 01667Е19, 0) 


Maa = 2Ң йвз 50-504 +0 


Mac = 252 ог, + бе — 34001 — 80 
Мас = БЕТӘ + 025Е48- — 80 6) 


Мсат OS + ® — XD] + 80 


Мосат USEI- + О25Егев+ 80 (4) 
і 
Мор" DIE Ie (5) 


Mpe = 2Ң ро) + 8 – 50) +0 
Mpe = 0166 7E tar 6) 
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Ecuaciorres de equilibrio, Las ses ecuaciones anteriores сопфе- 
nen ocho incógnitas. Las dos ecuaciones de equilibrio restantes pro- 
menendel equilibrio de momentosen las juntas E y CSigura 11-166. 
Se бепе 
МЖ gat Mor = е) 
Mos +Mco= 0 (8) 


Ран resolver estas осһаесцасюње se житу hs ecuaciones (2) 
y (2) ел la ecuación (7), y зе remplaza las ecuaciones (4) y (3) en la 
ecuación (8), Resulta 


DSI Вр + OZSEIO = 80 
OBIIF O, + 025Е18, = -BÙ 


Al resolversimultáneamente seobtienoe 


1371 
ес 


сша! concuerda соп la manera enque se deforma el гпатсо,сопюѕе 
muestra en la figura @-162.51 зе sustileye en lasecuaciones (1)-(6), 
тікпе 


Man = 22. 9ЕМ№-т 
Maa -45,ТЕМ" m 
Мы --45.ТЕМ"т 
Mga = АТ ЕМ -m 
Мг —#%,?ЕЇМ-т 
Moc = —22.%ЕМ-т 


Con bas m estos resultados pueden determinarse hs reacciones en 
ke exarremos de cada elemento а partir de las ecuaciones de equilibrio y 
es posible ШЬщаге! diagrama de momento para el marco, figura 11-16c. 
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EJEMPLO [Mb 


Determine ls momentos imernos en cada junta de la езігінішга que 
se muestraen Б figura 11-170. El momento de inercia para cada ele- 
mento se de en Іа figura Corsidere que E = 29109) ksi. 


ök 


А IEA 


= = - MN 
30 pul ўї 
12 рів == 


ри" 


SOLUCIÓN 


Ecuaciones de pencdiente-deflezión. En este problema deben 
conside rarsecunico claros. Se арвсаја ecuación 11-82 losclaros АВу 
ВС. y la ecuación 11-10 a СР y CE. pogue los extremos em D y E 
están articulados, 

5 se caiculan Из rigideces de los chement, se бепе 
= 0000643ріеѕ? 


Как = ШЮ!2В8&ё р kep 


_ 200 _ 
15012 
650 
12(12)* 


“Баз 
800 s 

с" 2 = 0 24И pies” - 

ac 16012) р Есе 
Los РЕМ debidos а las cargas son 

PL, 816) 

КЕМ) = =- = – 
(FEM)ac 4 4 


Р. 6016) 
нінің ш. 


(FEM) 2 ЖШ... жр 
ЭСЕ g > қ ре 
Al apicar las есшісіспез 11-8 y M-10 а la estructura y tomar еп 
cuenta que бд = 0 bo = фс "ар = фис = dado que nose pro- 
duoe desplazamiento lateral, se ene 

My = 2ЕК( 28. + 0 - %) + (РЕМ) 

Мав = 229(10°)(12)2 000125620) + % — 34 +0 

М ar Т 074,78; ü ) 


0,002 612 pies? 


= -| кере 


= 12 рс 
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Мал = 20901070129 (0.001286)284 + O H0)] +0 
Mpa = 7148158, (3 


Mae = 2129105) (127 0.002411)[284 + &- — 3(0)])- 12 


Meg = 429(10%(127(0.002411)[287 + 8 — 3(0)] + E 


Meg = 0139.90, + 40927788, + 0 (a) 
My = ЗЕК(8р — 0 + (ЕЕМ), 

Mcp= 3/29(105)(12](0.000643) [8 - – 9]+ 0 б) 
Mco = 8055.66 

Ma = 329105112 0002612) - 4-54 

Mer = 22725728, — ы 6) 


Есшм сене de equilibrio. Estas seis ecuaciones сопёепељ ocho 

incógnitas Es posible tscnbir dos ecuaciones de equilibrio de mo- 
mentos para lesjuntas # y € Agura 11.175. 8cobliene 

Mpat Mant (Л) 

Mea + Мер + Мок =й 6 

A Вп de encontrar а sobución,se sustituyen las ecuaciones (2) y (3) еп 


k ecuación (7), y 185 ecuaciones (4)-(6) еп lnecuación (8) De esto re 
айл 


9 75038,+ 20 13898, = 12 
20 138,98, 81 059.00, = Ф 


Al resolrer езіп ecuaciones simultánea mente se obtiene 
8 = 27580 MA әб p= ӘНІН )rad 


А! teng unsentido homi estos valores tienden a distorsionar la ез- 
осишга oome muestra enlafigura 11-17а.5іѕе зилішуеп caosa- 
lores en Бзесінсіслек (1)-(5) y se resuelve, resulta 


Mp = 0296k - pie 
Maa = 0592 k-pie 
Мұс = 0592 k: pie 
Mu = 393 k: pie 
M0 =4.12k: pie 
Мо т -373k"pie 


ЕЕЕ 
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11.5 Análisis de marcos: Con ladeo 


Па mago se lades.0sé6 desplaza lateralmente cuando la сатра que 35404 
sobre d no es simétrica, Para ilustrar este efecto, considere el marco de 
h бра 11-18. Aqui, b сара Р provoca momentos despuales Мы- y 
Ma enlas juntas 8 y С respectivamente. Мес tiende a desplazar la 
furta E База b derecha, mientras que Mep tenie a desplazar la junta C 
hacía La izquierda, Puesto qué Mac гі mayor que M, el resultado neto 
езла desplazamiento lateral А de lasdos juntas By Chacia la derecha 
como se muestra en la figura * Por do tanto. al aplicar іа ecuación de 
pendiente -deflexión a cada columna deeste marco debe considerarse 
Ы rotación de La columna (puesto que += A/Ljcomo incógnita en la 
ecuación. En consecuencia, debe тсішігіс um scusción de equilibrio 
adicional para Obtener la solución. En las secciones anteriores se des 
metró que los desplazomientos angulares desconocidos 0 se relacionan 
mediante las ecuociones de equilibrio de momentos en las Rotas De una 
manea similar cuando $6 producen desplazamientos lineales desconocl- 


— 


че dos å еп las juntas (о rotaciones y del daro), se requiere esortur las 
11-18 ecueciones de equilibrio de fuertas para Obtener b solución completa. 
" біп embargo, las incógnitas en estas ecuaciones sólo deben incluir 108 


momentos mternos que асйаһ en los extremos de bs cobimnas, puesto 
que lasecuaciónes de pendieme-deflenión involucran 8 ёз MOmenos, 
Га (боска pera resolver los problemas de marcos con desplazamie no la- 
teral se ilustra de mejor manera modiante ejemplos. 


Determine los momentos en cada роуа del maco que se muestra еп 
k hgura 11-196, El ез constante. 


SOLUCIÓN 


Ecuaciones de pendiente-deflexión. Como los extremos en A y 
Desñán Bos, s£ aplica la ecuación 11-8 a dos tres daros de la estruc- 
tura. Aquí 56 produce desplazamiento lateral porque ni la carga apti- 
cada ш la omeia de la estrciura son simétricas, En este casa, la 
caga se aplica directamente alajunta Яу por lo tanto. ningún РЕМ 
actúa en Ык juntas, Como se muestra еп la figura 11-154, зе Supone 
que ambasjuntas Яу Сзе desplazan Una одла? ¡igual A Елсовяе- 
cuencia das = AL y фос = АЛЕ. Ambos términos gon ринго 
parque ін cuerda de los elemento AR y O) “gran” en sentido hore- 
по. Sise relaciona ya Об фос, se бепе фар = ОНИ p А! aplicar 
h ecuación 114 d mro, resia 

Ғұша11-19 


Ма" = ЈЕ + в — (ө) | + 0= ЕҢОЛ6б?да ~ 0754е) (1) 


Maa = a(i; E +Ü- (Б вс) +0 = ЕҢІКЗ 3364 — 75р) (3 


Мас = a(i; (8, + $ - 3(0)| + 0 = EXUS + 0133c) (3) 


"Recuerde que la ФИЙ түс! de los pros «шалатын debida ala fuerza corante ахішевіп- 
TS 
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б» 8-30) + 0 = ЕД02678 + 0.1330) (9 


Мы -2Е o + ӛ-- Жегі + 0= ЕЛО - Or) {б} Мас 


E = 
Ecuaciones de саше. |45 seis ecuaciones contienen Dpeve t “.. 
incógnitas, Es posible escribir des ecuaciones de equilibrio de mo- Р 
mentos para lasjuntas Ey С.Ғаша 11-19 Б, взвЪег, А», 
A 
Maat Мы "0 {2} 
Mgr + Мер = Ù (8) 
Como se presenta un desplazamiento horizontal A, se considerará 
не umatora de les fuerzas sobre todo d merce en А dirección к. De 
eto resultà 


LIiF,=0 YY ,¿—Yp=0 

Las reacciónes horizottales o багах cortantes de cobirma Fa y Ұз 
pueden relacionarse гоп 105 momentos іса еген al considerar el dia- 
шата de әпере libre de cada сойшала por separado, bará 11-192. 
Se Пепе 


ЕМ, “С Vim- 


Ме - 0, Vp ы 
Por lo tanto, 
Mas + Maa с Mog + Mep 
12 18 
А fin de гезоһег, se sustituyen Las ecuaciones (2) y (3) en la sona 
cn (7), ls ecuaciones [Ду y (Sje0 la ecuación (5), y Іазеспкииы5 
(1, (2), (5) y (6) ёп la ecuación (9) De aquí se obtiene 
0.68% + 01339, — ПЛ = 0 
013399 + UEY — ПЫ a 
11,584; + 0,2228. =з 1.944 е 
Al resolver simultáneamente, se бепе 


Ега, = ORSI Ен = 1618 Еш" 97526 


For último.con base en estos resullados y resotvriendo Из ecuaciones (1)-16) 
obtiene 


40 + =й (9) 


Mas = – D8k pie Rep. 
Maa = -ІЗЗЕ-ре Rey. 
М pr = 135 k > pie Rep. 
Мга" 4.8 k- pie Rep. 
М сре -M8 k-pie Rex. 
Moe = -110k -piè Rey 
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Determine los momentos en cada junta del marco que Se muesira en 
h беша 11-202. Los soportes en Ay D etin fijosy se supone que la 
junta Сеча articulada. Е/ ез сопзінне pam cada elernento. 


SOLUCIÓN 


Ecuaciones de pandlente-deflexión. Se aplicará Н ecuación 11-8 
al elemento АВ puedo que está conedado fijamente en ambos extre- 
mosla ecuación 11-10 puede apiicarsede ЯаС уйе Л aC porque а 
pasador еп С sopor шъ momento сега. Como se muestra en el día. 
grama de deflexión figura 11-206, hayun desplazamiento lineal des 
conocido de la енд ша y in desplazamiento angular desconocido 
8, en ta junta Я." Debido a Alos elementos de la cuerda АЯ y CD 
granen sentido horario. $ =W a= dopo 4/3 Sise toma en cuenta 
que В, =й, = Оу que по Мау РЕМ раға ісе elementos, 8% tene 


My= ңі Jas, + Өр — 38) + (FEMiw 
Мале 2E ро) + — У +0 
Maa -25( ә +0-38 +0 
Мұ = E| T |8, — #} + (КЕМ), 


(Рад — 0) +0 


ы 
1. 
і 
3 


Moc=3E( $ )10=4)+0 (4) 


Есинсігтев de equilibrio. Бісаиіміс de momentosen la junta E, 
figura Н-20сітецшігге que 
Мал + Мы -0 5 


Si las fuerzas se suman para tod) elmarco en la dirección horizon 
ial resutta 


ЖЕР, «0 10-Y,-Vo=mb (6) 


Comose muestra en el diagrama de cuerpo libre de tada соц mna, fi- 
gura 11-204 зе Пепе 


УМ, =Ü 


EM, = Ш 


“аса бешрімінтіетклалдыа ге Фарбер сп ип € [arilculada) по ейіпінсін- 
dos ет el análisis de bido a q ue pe de be usar la eoma 11-10. 


1.5 Аңшығасмансаз : CON LAGEO 


Entonces, a partir de la ecuación {б} 


Main + М 
ш + “лк Мм Мк.) t 


Alur hs ecuaciones de ретш -беЙехибп еп 145 emanes 
(9) y (7) үзі simplificar se obtiene 


3 
Әт ” 


ЕТ 
+ 1 шал үн 
m чі 


a 
2 AE 


Я se sustituyen estos valores en las ecuaciones (11-44), хе bene 


Ман” -І7Л1%ҰМ-т, Mas» HAN- m Resp. 
Mac = ПАКМт Мос = —114®М-т Rep. 
Con base enestos resultados, es posible determinar las reacciones еп 


los exiremos de cada eleme пі» а partir de Шз ecuaciones de equili. 


brio.figura 11.20e, El diagrama de momentos pera d marcose mues- 
кагепіаѓ рига 11-20f. 


3514N вах ул! 


0:8 —> | ымен = ЕЕ хам. 


ТҮҮ 
тдин т тақыт 
"PLAN: ™ 


JAIEN TALEN 
+- ¿an 
11,4 
Т | 


114— 


LAN Г-4. 
“Ы.4ЕН-ш 


3M ЕМ 


114 ЕМ 
| 17.1 ЕМ-ж 


JA ЕМ 


а 
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EJEMPLO ИЯ:7 


Explique cómo se determinan los momentos en ceda junta de la es- 
tructura dedos niveles quese muestra en la Figura 11-21a El es oons- 


lante, 


SOLUCIÓN 


Ecuación de pendiente-daflexión. Como dos sopodes en A y Ё 
están fijos Ja ecuación 11-8 зе aplica para los sis claros de la estruc- 
tura. No es necesario саісшаг ningún FFM porque із carga aplicada 
мїйа en іар шур, Aquí, la carga desplan a lesjumias Ey E шысап- 
Кай A, y a Cy D шпа cantidad A, + A, El resultado ея que los de- 
mentos AR y FE experimentan rotaciones de y = A/S,y BC ү Eb зе 
someién а Potaciones de ye 8,75. 
Al aplicar la ecusción 11-8 а] marcose obtiene 


Мав = (po) + 0% — 3h] +0 


+ с — Hg +0 
+e- 3] +0 
+ 6 — 3(0)] +0 
+6. — 0] +0 
+ 8% – H0)] +0 
+ а — Ho +0 
th- Hi +0 


же- Ёё] +4) 


г 
Мс = 2£( Ге, + 0-34] +0 


Esis 12 ecuaciones сопђепеп 18 incógnitas. 
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Естан. de equilibrio. Eleguilibrio de momentos еп [азр antas 
В G Dy Eligwa 11-216. requiere que 


Maa + Мар” Мас 0 (13) 

Мез + Мер = 0 (14) 

Mo + Море 0 (15) 

Mo * Moa + Men 0 (16) 

Como en los ejemplos antefiones, la fuerza cortante en la tease de 

todas las comais e сіміпшет гей debe equilibrar las cargas bon 
aiaks Aplicadas, брига 11-210. De жі resulta 
ҮР, = 0, W – У Ven 0 


Мис + Mon p Men + ME 


-і 
5 5 | 


4+ B0-V po Fren 


Man + Мал қ Mur + Мек 
5 k] 


= 0 (ін) 


La sohición requiere Sustituir Las ecuaciones (1)-(12) en las ecuacio- 
пе (ІЗІН), de donde resultan seis ecuación 65 con seis incógnias, 
+. 80 Өз Уа. Estas ecuaciones pueden resolverse demanerá 
Smultánea, Los resultados se sustiuryen de muevo en |55 ecuacion 
(ІҢ 12), de donde se obtienen los momenti en las juntas. 
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Determine los momentos en сафар шма del merco que зе muestra en 
ы figura 11-222. Ef es сопзізме pan cadaclemento. 


эз 
С | 


Ecuaciones де pendiente- беЙакібе, 1а ccuación 11-Ёзс aplica а 
cada upode los tresclaros. Los РЕМ son 
иі? 202) 
(ЕМІ == 7 “777 
м2 22у 
R 12 


El ele mento inclinsedo AF ocasiona que el marco se Ініге hada la 
derecha. según se muestra en la figura 11-222. Como resultado, las 
juas Ry Cexperimentan desplazamientos, tanta de rotación como 
Íncales. Los desplazamientos lineals se muestran en la Figura 11-225, 
donde В se mueve A hacia F y Се mueve 4, hacia С". Esos despla- 
zamientos hacen que hs cuerdas de los elementos piren qe a, (5сп- 
do horario) y — y, (sentido antihorano) como se muestra en la fi 
аша” Por lo tanto, 


= -234 k pie 


(ЕЕМІс, = = 24 Кәріс 


„Ж 

"o 
Como зе muestra еп la figura (1-220 her ігея desplazamientos pueden 
relacionarse, Рог ejemplo, А; = 0.54, y A, = 0.8664, Por lo tanto, а 


partir de las ecuaciones anteriores se biene 


Con base enestos resultados, [аз ecuaciones de pendiente-deflexión 
de la estructura son 


"Ем лий рю de dear debidica Шилу нса se pasan par aho y (үре lod 
dee losa ol arquendos $ 8 y E € puedes comblerure co ño банер POCAS. puerto 
que de, y 20 pan та lidadmuy pequeños 
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4 
-2 |рәс +  — 3(—0.417р)| + Ж 


Мерт 2}: Тр» + 0- 310.432341)] +0 


Мру = (2 эго) + Be – +4 0.4334 А +0 


Estas sets ecuaciones contienen mueve іпсбепиах. 


Ecuaciones de equilibrio. Dea equilibrio de mtnnentes en las jin- 
tas В y C se obtiene 


Мер Мат 0 (8) 


La tercera ecuación de саши песезігін puede obtenerse Ы sumar 
momentos respecto al punto О sobre lodo el marco, figura 11-224. 
Estoclimina las [erzes desconocidas sormiles М, y Му y por lo tanto 


[+ Mo =0 

Ма + Mp (Haro \ м 4 ЕБ - 2416) =0 
2d Maa — 54Мад - 20485 — ЫММа- — М4 =0 @ 

Al sustituir las ecuaciones (2) y (3) en faecuación (7) las ecuaciones 


t} y (5) ёа la ecuación (Ву y imechaciones (1), (2, (5) y (6) ёп la 
еласа (9) resulta 


24 
07530, + 01670, — 03924 = 7 


24 
0,6708 + 0.5338, + ООА = --- 


El 
—L 84084 — 051285 + ЗЕЕ = Er 
Al tesobver edas ecuaciones simultáneamente se obtiene 
El0p =8767 ЕЮс--ЖӨЗ Ег 0753 


S $e amuye estos valoris €n hs ақын (1)-(6) ве бепе 


М да -22k-pie MeF SbIk pie Мгд- - 243% ріс 


Мал a — 563 k «pie Mos - 253 k: pie Mp = 17.0 k -pie 
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PROBLEMAS 


HA Determine los пилпептозеп А. Ву C.pdespuésdi- 11-15, Derermine el momento кп В y Фараб dibuje d 
Гаје eldiagramade momento para cada elemento. Suponga diagrama de momento para cada elgmento dd marco Su- 
quelodas Hs ушта están coneciidasijare nie. Ele cons- pongaq ue сі soporte сп A está fijo y que С está articulado. 
аме. ЕТ ге constante. 


Proh, 11-13 


Proh. 11-15 


10.14, Петотыйе los momentos ел los soportes, y des 11-46, Determine losmomentosen 8 y P ydesputsd+ 
pués dibuje el diagrama de momento. Los elementos están bje el diagrama de momentos. Suponga que A y C están 
conectados fgamente en lssoportes y en la junta E El mo- articulados yque E yD están conectados. Пратете. El es 
mento de merciá de idaelemento st proporcionáen la f- mathie. 

gra Comidere gue Ё =29(10 ) ksi, 


Proh 11-14 


0-17. Determine d momento que ёш cada elemen to 
sobre la ушта en E, y después dbuje el diagrina de mo 
meo рага cada elemento del marco. SuUpcrga que рі so- 
porte en Аса оу en Сой acticulado. ЕГ es mnane, 


10% 


Proh 11-17 


11—18. Determmeelmomento que ejerce сайа de mento 
sobre la шта еп HF, y фарша dibuje el diagrama de mo 
monto para cada ciemento dd marco. Suponga que los 30 
portes enA. Cy D сып articulados El ез сит le 
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11-19. Пиесіздіпсе el momento enlas juntas Py E, y des- 
рыз Obuje €l diagrama $e momento раза chi elemen lo 
del marco. buponga que los soporiesen А y E están stias 
Mos. El сз COMAS. 


ұта cani e 


Proh. 11-19 


1-2 Deem (гі momento que екгес cada elemento 
sobre la juntas ел Бү O y depués dibge d disgratióa de 
пкятыты раға cla clemento de marzo Sy On gs que Los 
soportesen A,Cy Ё ел articulados El es сопа ше. 


46 4 Cariu o 11 MÉTODO DE АМ ALISS CEL DESPLAZAMIENTO: ECUACIONES DE PINDI EN TE-DE FLEXIÓN 


11-21.  Delemineel momenten sjona Cy О.у der- 1. Detemúne kemomentos que actdan еп los sopor- 
pués dibuje el diagrama de тилкеле рага coda elemento ten A y ПЫ marcode columnas indinades. Considere que 
del marco. Supenzaque lossoportezen A y Меміп arbcu Е = 29(10%) kae f= 600 pués” 

ados. F leconsiánte. 


Ak/pie 


| Б L | Жіри N 
Ргоіһ11-21 Рпйһ11-23 
Ш-2І Determine сіпктеп [0 еп 4 junta A, Я Cy iy "TIA Les cagas del viento м branermien al marco cn la 
desivés dibuje el барга de momento рага cada e іе. junta ЕБ AB, E, D y Festán articuladas y Coti conec- 
mento delmarco Supongh que lossopoalbes en А y Fenin tada fijne ate. de бегите К momentosen lajunta C ydi 
Gijon ЕлАна ге, buje Кы diagrama de momento flexmornte para Іш tribe 


ВСЕ. Гез сәбилік. 


Е 
m) Fh 
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| PROBLEMA DE PROYECTO 


Н-ІҒ. Е лесін зе 305 Gere media nte larguerús q ese apo- 
yan en dos mabes Cada larguero puede considerarse sim 
plerente apoyado, y la е Жалқы! puede рсе аға 
usa alas es columnas mediante un pas dor en А y rodi- 


Бепеші pesode 50 1Ь.0е acuerdo con elcódigo, еНесію 
estarásometido а ола carga de nieve de 25 lb por piecua- 
drado, Los largueros tenen una longitud de 25pm Dibuje 
los dizpramas de fuerza cortáme y de momento рага іш 


Шаға Н Ті; Зора que d асы» se hará de aneao de 
cemento con 3 palgidas de 55 кт y que cada lirguero 


trabe, Supo да que las columnas de soparre son rigidas 


ке рар тез pin? pind pu pina ры, 


ы 


Рио тил de proyecto 11-1P 


| REPASO DEL CAPÍTULO 


Alos dep lazamie ntos desconocidos de una estructura se les conoce comodos prados de libertad para laeztructgr a. Солен. 
тап бераг аии o rota q) nes de junts, 


Lisecuacio nesde pendiente defeción rele па ш las mome nosdes comocidas, en сайа junia den elemento estetica con 
іше rotaciones desconocidas que зе producen ahi. La siguiente ecuaciónse aplica dos veces a cada elemento o caro conn. 
dernmdos сайа ido como clear епн” ел САМО "Y a ви contraparte como cl extremo jano. 


М, = 2EK£(20y + 6 - Эр) + (РЕМ) 
Рага & сам» memeo d claro final con el exremo bejana Яр 
Esta ecuación se aplica 550 una Yez.doodeel extrero “е)впо” está еп elsoporie de pasador ode rodillo. 


My = JE а = ш} + {КЕМ} 
Sdo pan el claro fmalcone! extremo lejano articulado о zoportado por rodílos 


Lina vez quese escri henlas еспасо nes de рыгы Бы п terie fle ión, se sustituyen en las equaciones de equilibrio de mome т bo4 
en cadajuma y después se resudve parsercontear losdesplaranmentos desconocidos 8) la estrbetura (marco) bene Likes 
plz am isoto la teral,entoncasocurtináun desplazamiento horizontal diseonocidosn cada nivel de piso, y las fuerzas cor 
tentes de columna desconocidas deben relacionarse com los momentos еп la ілімі, empleando las есим de 
equi Инк de fuerzas y de momen tos U na ver obte nidos los desp lizamiértos desconocidos, шеге mociones «Кесопосіиӛк se 
encuentrana partirde ipsrelaciones de carga-derplazamiento. 


Todas las. mabes en esta есің осіп совт están fijamente conectadas, por 
lo que el análisis estáticame n te inde terminado de la estructura puede hacerse 
uttizando el método de la dianbudón de momentos. 


Método de análisis 
del desplazamiento: 
distribución de 


momentos 


El método de distribución de momentos es un método de análisis del 
desplazamiento que es Ёс! de aplicar una ve determinadas ciertas 
constantes elásticas. Eneste capitulo se estableceránen primer lugar 
las definiciones y conceptos más importantes рага la distribución de 
momentos, y después se aplicará el método раға resolver problemas 
de vas y macos estáticamente indeterminados En la última parte 
del capitulo se estudia la aplicación del método én marcos con varios 
niveles 


12.1 Principios generales y definiciones 


El méodo parannalizar vigas y marcos mediante la distribución de mo- 
matos fe desarrollado por Нау Crossen 1930. Cuándo езе пэбодо 
$e publicó por primera vez atrajo la atención de immediato, y la sido re- 
conocido como uno de los avances más notables en el análisis estructural 
durante еур lodo, 

Como se explicará еп detalle más adelante, la disirbución de momen- 
los es ш métodode Aproximaciones sucestras que pueden realizarse con 
сиакдиег prado de precisión deseado. Еп esencia,el método comienza al 
suponer que сыз junta de ши estructura está бј, Después, al Bbersr y 
bloquewr cada jonin de manera sucesiva, los momentos mternos еп las 
juntas se “distribuyen” y equilibran hasta que las juntas gran hica sus 
ренікіотіе5 finales O сай finita Se encontró que este proceso de cálculo 
es a la vez гере іо y ТІСІ de aplicar. Sin embargo ames de saplicar las 
lénicas para Із distribución de momentos, deben presentare algamas 
defimciones y conceptos, 
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ТЕГ] ДЕ. Y 
“ж. 0 | ы | 
Figural2-2 


Convención de signos. Se establecerá la misma convención de 
senos que para les ecuaciones de pendiente-dellexión: Los morents 
que artian sobre el elementocon теліп Aorario se consideran popili - 
vos, Y los momentos œn servido amtihorario secán пеш, бака 12-1. 


Momentos өп extremos fijos (РЕМ. 105 momentos en las 
“paredes” o en las juntas fjas de un elemento cargado зё denominan 
Moamenios еп елігетеу fijos, Estos momentos pueden deteninmare con 
base еп la tabla queseencuentra еп d ineno de lá contraporisda,de- 
pendiendo del pode carga sobre d elemento, Por ejemplo, la мра cat- 
бада como se muesica еп Із figura 12-7 bene momentos ёп bos extremos 
Беде РЕМ = PIE = 8001098 = 000 М. m 5ізе tomaencuenta la 
acción de estos momentos sobre la нра үзе aplica la convención de tg- 
ños adoptada. ле ve que Mas = — DOD Nm yA gy = БЮ Nm 


Factor de rigidez del elemento. Considere в viga dela баша 
12-3,que está articulada en un extremo y fija en el otro. La aplicación del 
momento М hace que el extremo A рте através de un ángulo 0, En el 
capitulo 11 se relacionó М соп 8, mando el método de la viga oon u 
gada Deesto resultó Е ешаеп 11-1, es бесіг,М = (4E LW q El tér 
mio entre paréntesis 


48 


К = 


Extremo kjano fjo таш 


se сопосе como d fedor de rigidez еп A y puede definirse como la cardi- 


dad de momento М necesaria рага hacer girarel extremo A de la viga en 
9 „=1гай. 


1221 PEOC самы Y уыс 


Factor de rigidez en іа junta. Si varios elementosestán conecta 
dos fijamente a una junta y cada unode sus extremos lejanos está fipo,co- 
tonces por el principio de superposición, d fader de rigidez total en 
la junta es la soamade los factoresde rigidez de kiss elementos unidos a la 
junta, es decir, Ат = EK Рог ejemplo, conadere la junta A de un marco 
quese muestraen Іа figura 12-42. El valor numéricodel factorde rigidez 
de cada ekementose determina а partir de la ecuación 12-1 y se presenta 
en la pura Con estos valores, d factor derigidez total de la junta 4 es Ж; 
= ХА = 4000 + 50004 1000 = 10000. Este vak representa la cantidad 
de momento жессзвгіора ra grar la junta а través de un ángulode Irad. 


Factor de distribución (DF Sse aplica un momento М аша 
junta conectada fijamente, cada elemento conectado proporcionará 
ша partedel momento de resistencia necesario рага setisfacer elequiti- 
сэн» de momentosen la junta. Esa fracción del momento de resistencia 
tal suministrada por e elemento se llama factor de distribución (DF) 
Fam obiener su veloc, imagine que la juma está fijamente conectada ал 
elementos. $ шп Memento М aplicado hace que la junta рӯе uma cadi- 
dad f entonces cada етеп от ріта ехіа misma cantidad, Si el feor de 
rigidez de tésimo siemento es K entonces d momento арго por el 
dementoes М = KA Dadoqueel equilibriorequiereque М = Mit Ж, 
= Куй+ K 9 = PEK entoncesel facor de distribución para el Hésimo 
elementoes 


Al cancelar eliérmino común 8. ve que el iktor de distribución de un 
elemento es igual Ы factor de rigidez del elemento dividido entre el fac- 
lor de rigidez total de йі junta; es decir, en general, 


| pre E | 12-2) 


Por ejemplo, los faciores de distribución рав los elementos АЯ, AC y 
АП enla junta A de la figura 12 -4e son 


ББ» = 3000/10000 = 04 
DE, = 9000710000 = 05 


Г л = 1000 /10000 = 01 


Como resultado, si М = 2000 N -m асба en la jona А, figura 12-4505 
mane otos de equilibrio ejercidos por los elementos sobre la junta, Egura 
12-4 sn 


Мад = 04/2000) = ШИ N-m 
Мы = 05(2800) = 1000N-m 


Map = 01/20) = 200М+т 


D 
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Las carpas енішісапжетіс indeierminadas en lez mabes del 
puente, les cuelenson oont iross sobre sus pibola, pueden. de- 
aminas mando сі mimio de la distribución d cromo поз, 


Factor de rigidez relativa del elemento. Coo bastante fre- 
cuenca una viga O Un marco continiios se harán del mismo material, por 
lo que su módulo de elasticidad Eserñigual рага todos kesel menina Si 
азы factor común 4E en la ecuación t2-] se cancelará del numerador 
ydel denominador de la ecuación 12.2 4) determinar el factor de distri- 
hución paña una junta, Por lo tanto, resulta más fal sólo determinar el 
fiaorde rigidez relato va del elemento 


і 
ко" т 


Extremo lejano fijo 


(12-3) 


yusar eso para loscáleulos del DE 


Factor de traslado. Considere de поето la viga de la Ggura 12-3, 
Еп el capítulo 11 se donostiró que Mia = (AEI LO, fecuación 1-1) y 
Maa “ГУН, fecuación 11-2). S se гезшеһе para 8, y se igualan 
estesecuaciones resulta H a = M apl Enotraspalabras,el momento М 
спа prador induce ип momentode М =} M еп a pared. El factorde 
traslado repnssénta № fracción de М que es “trasladada” del pasador a la 
pared. Por lo tanto, en el caso de ua мра el extremo lejaro fijo et actor 
de traslado es +4 Ebsigno más indica que ambos momentos actúen en la 
misma dirección. 


12.2 Distribución de momentos para vigas 


La distribución de momentosse Баѕа сп el principio del sucesivo bo- 
quen y liberación de les juntes de una estructura a бп de permitir que Юз 
momentos en juntnsse distribuyan y equilibren, La mejor manera de ех- 
piar d mélodo es por medo de ejemplos. 
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ТҮ 


Vaz = 300 quie – бй pulg? СЇ! 
н | 
|— iS рава E pes — 


іш 
Figura [2-5 


Сопзшегеипя viga que tiene un поко de elesticidad E const апе y 
las dimensiones y la mga quese muestran en la fgurn 12-52. Ames de 
comenzar, lo primero ся determinar los factores de distribución en los 
dos extremos de cnda claro Con bese еп із ecuación 12-1. К = 4E//L. 
los (actores de rigidez nambos lados de # son 

4£ 1300) а 
Ка = — jg = AED) pole ple Kac = 


ЕЮ) оу риш“ /ре 


Por lo tanbo.sise ша b ecuación 12-2, DF = KEK para los ехіетюзсо- 
nectados a la junta Ase бепе 


4Е (20) 

Ова = TEGO) + 4E60) = 
ФЕ (30) 

Pac» 06 


400) + АКЗО] = 


Еп Las paredes, puntas A y Cel factordedistribución depende del factor 
de rigidez del elemento y del “factor de rigider" de В pared. Come en 
іздің se necesitaria Un momento de tamaño “infinito” рага аме que la 
pared gesta ша cadión, el fiador de rigidez de la pared 65 шіп Por 
Gita, para las ptas А y С ӛсінше 


4E(20) 
ar dE 20) 

4Е(30) 
DE AER 7 


Observe que los remliedos anteriores también podrían haberse obie- 
edo si en los cálculos se hubiera usado 4 Гаске de rigidez relativa K = 
ЇЙ. (сашқзап 12-3).4 demós, sempre que $e We UN conjunto atise nte 
de unidades para el factor de rigidez, tl DE по tendrá unidades, y en una 
із, екгеріс cuando se encuentre еъ Una paed Ea, la suma de los DF 
sá sempre iguala L 

Después de haber calculado los DF aboras determinarán hs FEM, 
Sloelclaró BOestácargado y com baseen la Lable ubicada en la parte 
mieñor de la contraportada, parauna сара imiforme se tiene 


a 24020)" 
(FEM)ac = о" Тү" –800016-ріе 
2 220 
(ЕЕМ)са = Ес, мара = BNO ID- pre 


12 р 


492 Сарітле 18 


la junta И ке талш{ише tiju 
1-7) 


MO le рь ЖУУ) h pe 
A " — 


шонет de cos reo ón picado ala JU ta а 
д 


aa 


1600 FED ГЬ pie D һу pe AÀ 
bpi зет ст A йыш pt 
td) 


Junta А НҢ С 
Elemento АН ҢА ЕС В 
Е Ф 04 аһ ü 


FEM -R00 қ 
Dis, TR 1600—206 анр—240 


м 1600 3200 -w00 10400 
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METODO DE ANÀLISIS DEL DESPLAZAMIENTO: CASTAMMUCIÓN Га MOMENTOS 


Se empieza porsuponer que lajuota P esti fije o bloqueada. Елюпсез el 


momento de ехігето По еп $ contiene d chro НГ еп eta posición fia 


mabre 
E шй, 
TI шж ib ple коны 


о bloqueada, como se muestra сп la figura 12-56, Por supuesto, esto по 
representa [а situación de едшііргіо real en B puesto que los momentos 
en аша lado de esta ¡unta deten ser iguales pero opuestos. Para corregir 
b anterior se aplicará un momento igual pero opuesto de $000 Fb . pie а 
lijunta y зе permitirá que la junta gire libremente. figura 12-5c. Como 
resultado, Las porciones de este momento se distribuyen en los claros ЭС 
y RA, de acuerda coo los DF fo la rigidez) de estos chros en la junta. En 
especifico.el momento еп НА ез de 04(8000) = 200 lb -pie y el momento 
еп BCesde 068000 ) 4800 16 «pie. Por último. debido a la rotación libre 
que ocurre еп A.estos momentos deben “trasladarse” puesto que dos 
momentos sedesarrollanen Юзесіге mos del claro. Si se usa unfaciorde 
tradadode +), tos resultados son como se muestra еп Н figura 12-52. 
Este ejemplo indica ію pasos básicos noceseños еп la distribución de 
momentos en ша junta: Determinar el momeolo по equilibrado que 
actúa inicialmente еп іа junta “bloqueada”, desbloquear la junta y apti- 
carunmomento desequilibrado igual pero opuesto para corregir el equi- 
ibro, disicibuir d momento емге los claros conectados, y Iradadar е 
momentoen cada claro hasta su otroextremo. Рог lo general, los pasos 
зе presentan en foma de tabl.comose indica en læ figura 12-Se, Aquí la 
notación Dist, TR indica una fla donde los momentosse distribuyen y 
después se trasladan. Еп еже caso particu lar sóloes necesarioun ocio de 
distribución de momentos, puesto que los sopore de pared en A y C 
“absorben” los momentos упо debe equilibrare o deshoguesrse nin- 
guna junta adicional para satisfacerel equitibrio de la junta. Una vez dit- 
tribuidos de esta manera, los momentos еп coda junta se suman obit- 
mendo ke resultados finales que se muestran en la filo inferior de la 
шінһ de la figura 12-52, Observe que ahora la junta # se encuenta еп 
equilibrio. Como Myr es negativo, este momen se aplica al daro БС 
еп un sentido antibor ario, comose muestra en los diagramas de cuerpo 
ibre de los claros de la viga en la белга 12-57. Al conocer los Momentos 
en kæ extremos, se calculan las fuerzas cortantes en los extremos a parir 
de Les ecuaciones de equilibrio eplicadas a ceda ШҰ? de estos daros. 
Considere ahora la misma viga,exceptoque el soporte en Ces un 0sci- 
Бдот. figuca 12-60. En ese сао зо шп elemento está en la junta С.рог 
b ques factor de distribución раға los elementos de СН enla puta Сех 


в. _ HE _ 
ст TET 


Г і 


EA Fn ques ДҮ 


iD 
Нквгві2—5 
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Los otros factores de distribución y los РЕМ son iguales а los calculados 
con anterioridad. $e enuncian en las Наз t y 2 de la tebla en la Figura 
12-66 Enun inicio sesapondráque lejuntas Бус están bloqueadas. Se 
comienza рег liberar b juma С y coloca un momento equilibrante de 
— 80006 «pie en lajunta. Todoel momentosedistribuye en clelemento 
СВ puesto que (1)(—8600) b -pie = — ШОО b - ре. La fecha en la Па 
Зтдкадое (-Я90) b -pie = — 4000 tb -pie se traslada a lajunta E 
puesto que la junta C ahora puede grar libremente. La punta C se ho- 
que de nuevo Como e momento total сп. Ceostá equilibrado.se coloca 
ша fla debajo del momento de — 8000 b „ре. Ahora se considerará el 
momento desequilibrado de — E 000 lb» pie en la junta A Aqui para lo- 
grar € equilibrio, se aplica un momento de + 12 НЮ b » реа A y esta 
рпа se desbloquea de modo que las partes del momento se distribuyan 
сп BA y Cies decir, (0.4(E2 W} = 4800 lb + pie y (0,61(12000) = 7200 
b + pie cama se muestra en la fila 4 También tenga en cuenta que H de 
estos momentos debe trastadarse а la pared fija Ауа codilo (рихо 
que la junta E ha grado. La punta E ahora se bloques denuevo. Una vez 
más lajunta Cæ Бега y el momento desequilibradoen el rodiilose ds- 
trbuye como se hizo anteriorment: Losresaitadosse muiestran enla а $ 
S las juas Ey Cse bloquean y desbloquean de meme га sucesiva. еп 
esencia se dbminuye el tamaño del momento que debe equilibrmarse 
hasta quese vuetye insignificante еп comparación con los momentosori- 
gimales, fila 14 Cada uno de lospasosen lasfilas Зу 14 deben entenderse 
plenamente. $ se somen los momentos, los resultados finales зот dos que 
se muestran en la Ма 15 ,dondese vegue ls momentos fin ales y azatis- 
facen e equiibrio de la junta. 


Ішіл А В E 

Elemento АН НА BC CH 
BF 0 ы 18 | 1 
FEM 8000 аш 2 
#0 — -Aw 1 
200 — 4500 TAO ~ HA 4 
IBM — "Ж í 
A T ш — “M6 
=й — -50 7 
ii + ШИ ы — 1 | 
-Móé— -81 9 
El — 162 243-- 02 1] 
240 bh / —(1.— =112 1 
Е2-- 24 3.8-- 18 12 
z aaz a С -09— 13 13 
A T HE psig’ Гг = N puig ы 05 14 

-— 0 pi EA E | 
т pue TT 0 н 
(4 1.) 
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Гарітлло 12: METODO ГЕ ANÁLISIS DEL DESPLAZAMIENTO: Ги5ТЕ!ШШС:ОЫ DE MOMENTOS 


En lugar de aplicare! procesodedisinbución de momentosde manera 
sucesiva а сас junta, como зе muestra aquí, también es posible aplicarlo 
en киз Les juntas al trino Петро Esteesquema se muestra en la інБіз de 
Б figura 12-60. En este сазо, se comienza por fijar todas las juntas para 
después equilibrar y distribuir los momentos del extremo fijo en las jun- 
tas В yC fila 3.51se liberanlesjuntas By Cal mismoliempo (la junta A 
Sempre está fija) entonces los momentos se trasladan al extremo de 
сафа сіаго, fila 4. Una vez más las juntasse bloquean, y dos mo mentosse 
equilibran y disinbuyen, filas. А] iberar lasjuntas una vez másse per- 
mie que los momentos se trasladen, comose muestra en la Ма 6 Conti. 
mando deesta manera se obte пе сй піз mo resekado finalque antes,el 
cual aparece en le linea 24 En comperación. este métododa una conver- 
gencia más lenta que la respuesta del método amenor. sin embargo, еп 
muchos casos, la aplic ación de ete método es més el iciente y рог ello зе 
Шїйтатй еп los ejemplos que siguen. Por dimo, соп base еп fos resulta- 
dos, ya sea de la figura 12-66 о 12-6c,Jos diagramas de cuerpo libre de 
cada claro de И viga $00 como se presentan en la figura 12-611, 

А pesar de que en este caso la obtención de los resultados finales im- 
plicó varios pasos,el trabajo que Se necesita 65 bastante metódico, puesto 
que requiere la aplicación de unaserie de pasos aritinéticos,en vez de re- 
soler un conjunto de ecuacionescomo en el métodode la pendiente-de- 


А Н С 
АЁ ВА BE ги. | 
0 04 йб 1 [ 
-өю 800 2 
р 3200 4870 — #0 3 
Ұю ¿000 "мор, 4 
5 1600 ADO — И 5 
ELO -E Үл 5 
ы ARD А] х0 7 
мо = 00 л Е 
Р 24) ха А A 9 
Ін - л 0 10 
пт 106 —H 11 
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Пех бп. Sin embargo, cabe señalar que el proceso fundamental de la dis- 
tnbución de momentos sigue el mimo procedimiento que cualquier mé- 
tadode desplazamiento. Ahi el proceso consiste en establecer relaciones 
de carga-desplazamente en ceda junta у satisfacer bs пес ades de 
едиійргісеп las juntasa Еп de determinasel desplazamiento angularco- 
medo de la junta (compatibilidad). Aquí. sn embargo, et equilibrio y la 
compatibilidad de н rotación еп la ¡unta se satisfacen directamente apli 
cando un “balance de momentos”, proceso que incorpora las relaciones 
de curga-deflexión (factores de rigidez) También es posible simplificar 
aún más el uso de la distribución de momenlos,y estose estudiará еп Ja 
próximesección. 


Procedimiento de análisis 


El siguiente procedimiento proporciona пп método general рага determinar los momen- 
ms сп los extremos de chros de мен mediante Ін distribución de momentos, 


Factores de distribución y momentos de extremo По 


Es necesario identificar ИЯ puntas еп la viga y calcular los factores de rigidez раға cada 
darp en lez juntas. Соп estos valores es posie determinar los factores de distribución а 
partir de DF = КРЕК, Recuerde que DF =Орага ип extremo fijoy DF = ipera Іш 50 
porte de pasador o rodilo en q eurermo, | 

Lis momentos de extremo fo раға cada claro cargado se Чего vtiizando 1а 
tabla quese encuentra еп el inferno de la contraportada, Los НЕМ positrrosactilan en 
sentido horario sobre el саго y ls FEM negativos асап еп sentido contrario. Рага 
mor comodidad, estos valores pueden registearse еп forma tibila, quo $e muestra 
enla fgural2 -6c, 


Proceso de distribución de momentos 


Suponga que todas las juntas en las que deben determinarne los momentos sobre los cla: 
ros conectados eain Piciamene bloqueodas. Entonces: 


1 Determinsel momento necezariopara ponercada junta en equilibrio. 

2. Libere о "desbloquee” las juntas y distribuya los momentos de equilibrio еп el claro 
conedado а cada punta. 

3, Thashde esos Momentos сп cada claro hada ш оітоехо emo multiplicando cada mo- 
mento por el factor de traslado +H. 


Al repeta ete ddo de bloqueo y desblogién de bas jon Lis se encontrará соп que hs 
mep de dos momentos фази puesto que la viga tiende а alcanzar su EmA 
nd alterada, Cuando se obtiene un valor suficientemente pequeño раға las corteccio- 
nes, el proceso cíclico debe detenerse хіп “trasladar” los úlimos momentos, Después 
debe sumarsecada сойитпа de FEM, momentos distaibuidos y momentosde traslado, S 
eso se hace correctamente, зе logrará 4 equilibrio de momentos еп las juntas. 
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EJEMPLO 


Determme Jos momentos memos еп cada soporte de la viga que se 
muestra en la figura 12-77 Efes constante. 


Primero deben calcularse tos factores de distribución en cada junta * 
Los factores de ngidez раға los elementos son 


dE 
„АШУ; 


а 4ЕГ\2 
ашыту ҮТҮ; Ёш 


ПЕ лд = Г = 0 ОҒ 


[Е 04 DF, 22 
ш ——=— — —а >. 
AVE АЕ !/Ң © ДЕЈЛ? + 4ЕІ/Ж 


Los momentos de extremo fijo son 


ЮЕ, 


2012 
(РЕМ, еі. Е = MU kN- т 


рт. 250(8) 
= —250®М-т (РЕМ) ыста — = 2506 әп 


Empezando соп los РЕМ, fila 4 бе la figura 12-72, los momentos en 
las puntas Яу С se distribuyen еп forma amulránes,fila $ Despues, 
estos momentos se irasladan amultdreamente в los respectivos extre- 
mos de cada claro, Бі 4 De muero, los momentos resuliantes se distri- 
buyen үзе Tcasladansimultineamente, Filas 7 y 8. El proceso сони ба 
hasta que los momentos resultantes disminuyan а 14 cantidad ade- 
cuada, Ніл 13, Los momentos resultantes se determinan mediante una 
simalona, hlal4, 

se cobocan los momentos sobre cab daro de la vige y se aplican 
las ecuaciones de equilibrio, se obtienen las hrerzas cortantes en dos 
mienas qué se muestran еп la йа 12-70 y el diagrama de mw- 
mento feonante para toda la viga, figura 12-77, 


“Aguí ве ШР el Гъстота Hpider ЖЕТГІ жт ero, іһтрнп pudo набег se em- 
ра el factarde rigidarrelatira Fii 
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EJEMPLO 


Determine el momento internoen cada sopone de la viga quese mues- 
таеп la figura 12-£4.5e indicael momentode inerciadecadadaro. 


1. “. 
A M pas — рш —| 
ta) 


Faral 2-3 


SOLUCIÓN 

En est: problema no hay шь momentoque $e distribuya еп el claro sá 
Беше AR:poc lo tante, а fagor de deimbución (ОЕ) = 0 La rgi- 
dez del claro BCs basa еп 4ЕГ/І. preso queel слот DO esiá ез 
el extremo lejano de le viga Los facres de rigidez, los fictores de 
distribución y los mementos de extremo fío se calculan de la se 
guienlemanera: 


р 4Е(750) ЕЛЕН 


ag “ФЕ Коо = 1 = ОЕ 


ІЖәезті-(БЕ)лті-біті 
150 


50 8+ 140Е 


Г с 


Debido в la caliente, 


(КЕМ); = 0 Ib(0 pies) = 4000 1b-pie 


Eats valores se múestran еш la cuarta ба de la tabla, бра 12-82. 
El chro saliente Féquiere que el Momento interno а |в гүш гїл de E 
sa + 4000 lb. pie. El eqoiábrio en la puta F exigen Momento in- 
termo de — 4000 1b. pe а la derecha de Б. Cono 56 muestraen la 
quita fia de la tabla, se agregan — 2000 b » piea BC cona бп de ge 
tisper exa condición. Las operaciones de distribución y tradado 52 
reslirande la manera usual сон я mdica en la tabla, 


122 Гатти DE СМ ЕНТО РАКА УШЗАЗ. 499 


Dado que se conocen los momentos internos,es posible comstruir сі 
«арға та de momento раға la viga (figura 12-8c). 
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rs 


Mn 
L 
2 а= “= 
paola 
егыла мда гелі өз 
бау * 
і L 
1 1 
F 1 і > 11. ={ 
vs vea сотуприм3а Va 
(5) 
Figuru 12-10 


Figura 12-9 


пй 


12.3 Modificaciones al factor de rigidez 


En юзеүпірісе апепосех de la detribución de momentos, ж distribuir y 
radadr los momentosse ha consideradoque cada clarode а viga está 
restringido рог un soporte Но (junta bloqueada) en al extremo dejano. 
Poresta razón se han calculado los faciores de rigidez, los fectoresde ds- 
mbucón y los factores de taslado a parir del caso de la Figura 12-9. Por 
supuesto.aquí К = 4E!/7.cselfactorde rigidez (ecuación 12-1} уе? fac- 
ют de malado es +1, 

En algunos casos es posible той сат el factor de rigidez de un claro 
particular de la viga y por lo tenio simplificar el proceso de distribución 
de moments А cominuación se estudiarán tes casos prácicos en los 
que esto ocurre con Irecuencia. 


Elemento arbculado soportado en su extremo lejano. Muchas 
vigas aodeterminadas tienen 44 extremo lejano de su daro soportado por 
un pasador fo ша rodillo) como ёп el 50 de lajunta F дё брша 12-10. 
Aqui et momento М aplicado pira el extremo A en una cantidad @ Para 
deiermmar d debe determinarse La frerza corae en el punto А’ de la 
viga conjugada, figura 12-06, Se tiene 


1 2 
"ЕМ, = 0; ЛЕЙ (es) =Ü 


ML 
E 
o bien 
JEt 
ia 


Por bo tanto, el factor de rigidez para csta viga ез 


ЗЕ; 


Ku — 


Extremo lejano articulado (али 


o con soporte de rodillo 


Además, observe que el fror de тахо es cero, puesto que el pasador 
еп Bo soporta ий momento, Enets, por comparación, х7 еее ты 
bano ea terafijamente apoyado, el factorde прет K = 4E ff Liend ría 
que modificarse en іа fin de modelar el uso del епгето lejano artícu 
іміз Si se toma ёп cuenta ta modif ación, el procesa de distribución 
de momentos se simplifica puesto que el exiremo өпіспіміз no bene que 
bloquearse y deshiogueare alcesivamente рата distribuir los momentos. 
Además como e expemo del daro está figo, los momentos de extremo 
бо pera el сао зе calculan empleando los valores еп Ін columna de- 
rechadela tabla que seencuentra en et interior de h contraportada, En 
el ejemplo 12-4 se ilustra la for ma de aplicar estas simplificaciones 
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Fige 12-41 


Viga y carga simétricas. Suna viga es simétrica оса respecto А 
su carga y también а 91 geometría, el diagrama de momento Hexionante 
de la siga Lambién será simétrico. En consecuencia, puede hacerse una 
moditcación del factor de rigidez para el claro central, por lo que los 
momentos en fa viga sólo deben distribuimse a través de las juntas que 
están en ambos puntos medios de la viga. Para desarrollar ta modifica- 
ción adecuada del factor de rigidez, considere із viga de ta figura 12-110. 
Debidoa lasimetría, los momentos mternos en Ay С зоп iguales. Supo- 
siendo que езе valor ses Mi la viga conjugada para el claro НС. ез como 
зе muestra en la figura 12-11, Por lo tanto, la pendiente dencada ех- 


tTremotss, 
M E 
жа i; Кы + А = | = 
мо A =0 
быа = 
кит 
obien 
Ма Ер 


ГА 


Entonoes.el factor de rigidez pera el claro central ез 


(12-5) 


Ел consecuencia, sóto se pueden distribuir los momentos de la mitad 
de la viga dado que el acor de rigidez parael claro central se calcula 
empleando la ecuación 12-5, En comparación, el factor de rigidez del 
cderocemiral será la mitad de que generalmente se determina empleendo 
КАРИН. 
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Figura 12-12 


Viga simátrica con carga antisimétrica. Siuna viga simétrica 
se somete а ша cargaantiimétrica, el diagrama de momento resultante 
será amMisiméáirico. Al igual que en el caso anterior, et factor de rigdez 
del claro central se puede modificarde manem que sálo deba conside- 
гизе la mitad de ін viga рага el алйізіз de distribución de momentos. 
Consdere b viga de la figura 12-120. La viga conjugada parase claro 
central SCs muestra еп la figura 17-125. Debido a la сатра antismmé- 
rica d momento interno еп В es igual pero puesto al que осите еп E 
Ssesupone que este valor es Mola pendiente бел coda extremose de 
termina de la maneraSigujente: 


EMO = 0 Vail) + NES 


EOI 


ML 
Cs сет 
иеп 
М = жы, 


(12-6) 


Enconsecuencia, сап el factor de rigidez para el claro central de la 
ұра зе сакы mediante la ecuación 12-6 sólo deben distribuirse Loa mo- 
mentos еп їп mitad de la viga. Aquí, el fador de rigidez ет una y тейт 
veces más prende que el que sedesermina usando К а ДЕ]? L 
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EJEMPLO 


Determne tos momentos internos еп bos soportes de la viga que se 
mesma еп Ін figura 12-13. Efes constante. 


. 


E РРА РЕШЕ 


tm 


SOLUCIÓN 
Ppr inspección, la viga y la carga зоп simétricas. Por lo tanto, зе apti- 
өті К =2Elf E para calcular el Ғафот de rigidez del clarocentral BC 
ypor lo tanto,en el análisisse empleará sólo la mitad izquierda de 
la viga El análisis puede reducirse жіп más usando А = ЗЕ]. раға 
calcular el factorde тездет del segmento АН puesto que el extremo А 
өші fio. Además, Іа distribución de momentos еп A puede 0mábrse 
ando e РЕМ рага una carga triangular sotre un planoconun ех. 
remo Қо үс ошо articulado. Por lo tanto. 

Junta A 


El to 
Кав= 221 (usando lnecuación!2-4) A енді 
13 АЙШЕ. 


ШЕ (wandolsecuación12-5) FEM 


Каст су 
ЗЕТП5 
Ай = ES O 
SETAS 
ЗЕТА + 2ЕІ720 " 966 
РЕР 
JENIS + 2820" 
мій 415): 
"Ек 
- ЖИ? = 1333 k -pie 


Esos datos se encuentran en 1а tabla фе із figura 12-130. Al calcular los 
Бие de nad ez qomo $e mosirá AMES, se reduce considerablemente 
dl análisis, puesto que slodebeecuilibrarse la junta Я ylos traslados 
hacialas ariculeciones A y Cno son песезатік Рог supuesto lajunta С 
estásometida al mismo momento interno de 6.9 К+ pie. 


Dist. 
EM 
ГЕ ГЪ 
DFar т ИЖЕ 


(КЕМ А = = 60 k + pie 
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EJEMPLO 


Determine Ке momentos iobsrnos еп bos soportes de la viga que se 
muestra сп la figura 12-142 El mamentode inercia de los dos claros 
se muestra en la figura. 


SOLUCIÓN 
Como la viga 25 sopor mia por rodilblosen su extremo lejano С Ја ri 
gidez del claro RCs calculará conbase en K т 3F1/1. Setiene 


арг ЕСУ) 
Т. Б BUE 


L 2 


K лат 


Кас E 


DFca “к=! 


En ete problema ез posible obtener uma mayor simplificación de 
método de distribución, sise toma en cuenta que puede marie ШП mo- 
mento solo de елей Ңо para & dato fina НС. S 5 emplea la pi- 
hommaderecha de la tabla ubicadaen el interior de b contraportada, 
раға ип claro cargado uniformemente que bene m lajo fio y el otro 


articulado, se nene 
-240(20) 


т жш —12 ІНЕ) ID-pie 


ЕЛ Құ Ac Юн ES шғастенгиянірЕТ 50% 


Los datos anterior es se introducen en la tabla de la figura 12-145 y 
ж realm Н distribución de momentos. En comparación соп із figura 
12-65 este mébdo simplifica consderablemente Е distribución. 

Con base en los resultados, las fuerzas cortantes en los extremos de 
Е viga y los disgramas de momento son como se muestra еп la figura 
(2-14. 


К ШТИ » 


бе 
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п PROBLEMAS 


114. Detenvias Кє momentos ва E y E. Eies comezarte, %12-4, Determine las reacciones en los soportes y ера 
Supongaque Ey € sonrodillos y que A y Г están атин dibaje el diagrama de monas Suponga que А ені fijo. 
El езине, 


a УЬ «А 


Prob,14-? 


112. Determine ks momentos өп А.БүС, 5 uporga que 
el soporteen # созуп rodilloy ше A y Cestán fijos Eres 
constante. 


HE- Delermine 109 momentos сп A By Ey Жаған de 
інде el diagrama de momentos. Suponga que el soporte еп 
Eau rodillo y que A ү cstán fijos, 5 герое. 


diiin 


mps ——[— — Mpi —— к 


Frob L1--4 


^ 


12-9, Deere kimomentos enBy O, y del ра 4ізшіс 


eldiagramade momentos paralavigaSuponga que С сіп 
юроне қР Tæ. 


ПЕМ 


12-6. Determine bs momentos en Ey O. ydespants dibuje 
eldiagrama de momentos рага |в мра. Todaslaconerkones 
бап articuladía Suponga quelas reaccioses borremiales 
so ltiguales acero. Ef ел connate, 


1219 а 
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que А ені Пю Y que Bv Can rodillos que pueden empu grama de mmen parals viga, Suponga диске. sopie еп 


12-7. Determine las ceniciones en dossoportes, Suponga 0-10. Determinec momento en Y ydespués dibuje el día - 
ferojalar la viga. Ef es соплїшгкё. Ay E son rodillos y que É æti а riiculado, El es conmiante. 


Рныһ12-7 


"BA  Daermíne los momentos en Ey G у después dde 12-11. Determine Іле mo memaosen f, Cy O, y después 
buje el diagrama de momentos pira 4 vega Suponga que dibuje el diagrama de momentos рага la viga. El es cona- 
lssoporles аъ Нұ Con rodillos yque A y DP están artico ande 

dos EJ es содае, 


C O LS 
2 —— E pls бее 
РЇ Л. -H 


12-9. Determine los momentos еп By Су después dibuje 40-і: Ceremi d momento m E y deals dibuje el 


ediagrama demomentos раға la viga. 3 Upanga QUE bii 40- Фарата de momentos рага la viga Suponga que dl 50- 
portes en E y Cson rodillos y que А сый апіспіміс, Ef q porte en A está articulado, que П еа un rodillo y que C скі 
conslarte, Бо, Eia сопак. 
хоть 
200 his 


| | | 


— рман ——--— 10 pies —— 5 pies 
Prob 12-9 
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12.4 Distribución de momentos 
para marcos: Sin ladeo 


La aplicación del método de distribución de momentos para marcos sin 
ldeo sigue el mimo procedimiento que el descrito рат las vigas Para 
duir al mínimo В posibilidad de erroresse sugiere que el análisisse 
organice en prma tabular, como еп los ejemplos anteriores. Además, la 
distribución de momentos puede simplifi carse si el factor de rigidez de 
un chro puede modificarse comose indicó еп la sección anterior, 


EJEMPLO [12.5 


Determine los momentos intermos en les juntas del marco que se 
muestra еп la figura 17-152, E y D están articulados y en el punto А 
hayun sopore fijo. Efescorstante. 


А R E 
Elemenio AR BA ЕС (БН cn ГЕ 
ГЖ 0 ұла 0455 0330 0372 


зв | WA laie 
а^ -2 307 
иы 

—5.1 51 

23-17 


ба! 452 
-02 02 
п чи 


-91 ін -42 


ы 
Fira 12-15 
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SOLUCIÓN 

For inspección, а pesedoc еп E impedirá que а marco se ladee. Los 
ictoresde rigidezde CD y CEpuedencakularse usando K = ЗЕТ. 
puesto que losextremosestán fos. Además, la carga de 20k no con- 
iibuyecooun РЕМ porque esá aplicadaen lajuota Я.Роғ kiano, 


EF 
Kary 
ПР = 0 
4/5 
AELJIS + АЕТДЕ = 
DFac= 1-0,545 =0455 
4ЕТ ЛЕ 
4ЕТЛЕ + ЗЕГЛ5 + FELIZ 
q ЗЕ//Л5 _ 
ДЕРДЕ + 3E1/15 + ЗЕЈЛ2 
ББ. = 1-0.330-0.298 = 0372 
ПЕ с-1 ОБ 1 
wi 5118) 
п "р 


ОЕ зда 


029% 


(FEM) pc = = —135k-pie 


wi? _ {18} 
2 n 


[FEM})cs = = 133k- pie 

Losdatosse muestran еп la tabla de la fgura 12-152, Aquíse realiza 
sucesivamente la distribución de imoinentosentasjuntas Я у С Los 
momentos finslesse muestran en la última fila. 

El diagrama de momentos parae) marcode lafigura 12-15c æ oons- 
ruwe utilizando estos datos. 


510 
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12.5 Distribución de momentos 
para marcos: Con ladeo 


En la secaión 11-5 se mostró que los marcos que noson simétricos о que 
кийп sujetosa cargas no métricas tienen una tendencia а tadearse. Un 
ejemplo de estos casosse mues іта еп іа figura 12-164, Aquí, la сагеваріі- 
сафа Pgenérará momentosdesig uales enlasjuntas Ey Cde modoque a 
marcose desviará una cantidad A hacia la derecha. Para determinar esia 
deflexión y los momentos internos еп las juntas mediante la distribución 
de momentos se usará е prindpio de superposición. En ese sentido se 
considera primero que el marco de la figura 12-165 no experimenta 
їсс alapticar ип soporte arúficiad еп la junta C Se aplica la distribu- 
ción de momentos y después por laesiática sedeterminala fuerza es- 
teictiva Е. Luego se aplica a La estructura un fuerza de retricción igual 
pero суша, брига 12-16с,узе alean los momentos en elmarco. Un 
mébdo para realizar Este ¡timo paso кесеге, en primer Наг suponer 
ша хай numérico de uno de los momentos mternos, por ejenplo М. 
Sise wala distribución de momentos y la estática,es posible determinar 
Ь deflexión A' yla ега externa R omiéspondientes al valor Supuesto 
para М, Dado que 56 produces deformaciónes elásticas lineales, la 
fuerza K' desarrolla momentos enel marco que sonproporcionales alos 
desarrollados рог R. Рог esemplo sis сопосеп M'a y Re momento 
еп E desarcollado por R M May = Mos ESA AL sum artos momen- 
tos en Les juntas рага ambos casos, figas 12-165 yc, se oblendrán los 
momentos realesen el marco fgura 12-16. La aplicación de estatécnica 
se ilustra en losejemplos 12-64 12-8. 


Marcos de varios niveles. Соп mucha frecuencia, los ricos de 
varios niveles pueden tener algunos desplazamientos independientes en 
кїр juntas y рог comiguiente, el andisi de la distribución de momentos 
empleando las técnicas descritas anteriormente implicaráun памог nú- 


mero de cálculos. Por ejempdo. considere d marco de dos niveles que se 
muestra en la figura 12-174. Esta esiructura puede tener dos desplaza- 


Е в 
А р 
picasa de uny punta puta artificial remada 
жїйєсї! (нін ішісо) lann ladeo) 
(Ы tv) 


gora 12-16 
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mientos independientes ensus juntas, puesto que el desplazamiento bete - 
гаі A, del primer nivet сх independiente de cualquier desplazamiento А, 
еп el segundo nivel. Por desgracia, estos desplazamieni os по se conocen 
inicialmente, por loque el análisisdebe proceder соп bese en lasuperpo- 
sición, de la misma manera que se analizó antes, En este сахо se aplican 
dos fuerzas de restricción: Su y Қ, figura 12-176, y зе determinan y dis- 
tribuyen los momentos de extremo бро. Los sa dowes numéricos de Ry y 
Қ, se determinan con base en las ecuacones de equilibrio. Después se 
retira la restricción en el piso фе primer niel y el pho experimenta un 
desplazamiento 4". Exe desplazamiento provoca momentos de extremo 
fijo (РЕМ) en d marca, a los que pueden asignárseles valores numéricos 
espoñíicos, Al disiribuir exos momentos y al emplear Ыз ecuaciones de 
едийіргін, ез posible determinar los valores numéricos asociados de Қу 
Қ, De manera similar, el piso del segundo nivel experimenta un despla- 
amemo А” figura 12.1741.5і se suponen valores numéricos de los mo- 
mentos de extremo бо, B distribución de momentos y el análisis del 
equilibrio generarán valores espedficos de Бі y Ri Como Jos Mimos 
dos pasos asociados con las figuras 12-17: y d dependen de valores su- 
puao para los FEM, es necesario aplicar factores de corrección Cy C7 
a los momentos distribuidos. Con referencia a las fuerzas de restricción 
de las figuras 12-17c y 12-174, se requiere la aplicación igual pero 
opuestade R y R sobre la Estructura, de ілі manera que 
н, = -C'R + СЕ; 
R “СН, -C'HWI 

Al resolver еп forma зипиййпга estas ecuaciones se obtiene el vabor de 
C y €. Estos frctores de conección se multipbcan por los momentos in- 
temos en las juntas quese encooirarob con base en la disiribución de 
momentos, figuras 12-17 y 12 (7d. Después,los momentos resultantes se 
determinan al sumar estos momentos corregidos соп las obtenidosen сі 
marcode la figora 12-176. 

Hay otros pos de mercos con desplazemie nos independientes en mus 
juas que pueden analizarse mediante el mismo procedimiento, sin 
embargo, debe reconocerse que d máodo anterior requiere bastantes 
сӛкшоз numéricos. Aunquese han desarrollado algunas técnicas рага 
reducir hos cálculos, lo mejor es resolver este ёро de problemasen una 
computadora, de preferencia que resice análiss matriciales. Las técni- 
саз раа бетаг а abo esto se estudiarán en el сарішо 16. 
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Determine los momentos en cada junta del maro que se muestra en 
ka figura 12-182, Ef es constante. 


SOLUCIÓN 
En pries lugar зе conside гата que d marco по sufre desplazamiento 
ата! como se muestre en la figura 12-1b, Se бепе 
16 (ау) 
(sy 
16(1)'(4) 
(FEMIca= 5 = 256kN=m 
El factor de rigidez de cada clio зе calcula con bae еп 4E7/ 1. о en 
piedo el factor de rigidez relativa i L, Los DF үй distribución de 
mamentos зе muestran en la bla de la figura 12-184 Con base en 
estos resultados ṣe aplican las ecuaciónes de гены) а los disgra- 
mes de cuerpa Me de las {їнїшппа< а бл de determeior A, y DB- 
gura 12-18, A partir del diagrama de cuerpo bhe de odo d marco 
(bose muestra), la restricción ER de Ы juntaen A баша 12-185 heno 
ma magniti d de 


EF, = i R = 173 ШЧ — 081 ШЧ = 092 ШЧ 


Ahoa debe аріса гэе un уйы igual pero opuesto de К = 092 kN 
sobe el punto Cda marco y es necesrio calcular los momentos in- 
demos, figura 12-18c, Pará resolver el problema del cálculo de etos 
momentos, 5% supondrá que se арна una fuerza E sobre Сю que 
осазнны que el marco se деле A como se muestra еп la figura 
12-18f Ади las juntes en Ay Ese encuentran temporalmente гелігіп- 
Eida а la rotación, y Cómo resultado $e determinan dos momentos de 
miimo Bo еп los елітепн de las colionascon bese еп la fónmtila 
de la deficoión que se encuentra еп еј anterior de li contraportada, 
Es desir, 


(БЕМІнс а — т —-10,24kN'm 


Junta А E С 
Elañernto Ad BA BC с єр 
ОЕ 2 os 05 05 0.4 
FEM лм 1% | 5.780 N- LLN 
Dist, В, 12. 128 
ТЕ -064 2% т: 5 
Пі: 032. —1.28 
064 0.16 
0.32, 0.08 28ВҰЫла ISA NO 
-0.04%* 046 = 22 
ЕЛЕС. А = LT ¿O ОВ EN 
-57 92 —272) -а | t 


w} із 
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E 
¡HO ka -Dkm 


AQUA ызылша 
m 7 


0195 0195 0195 0195 
-8000 5000 ош 6000 —$000 8000 


ів) 


En vita де quetanto Я сото Cs desplazan № ппзтасапгмјай 4, 
y AÑ y DC tienen los mimos valoresde E fy Lel НЕМ en AR será 
d mmo фе € DC. Como se muestra en la брига 12-18f, se m- 
pondrá arbitrariamente que este momento de елітегіс (фо sen 


Se requiere іш яу?” negativo porque el momento debe annar ел теп - 
fdo entihorario sobre la colomospara obtener una deflexión Y hacia 
h derecha. Ahora puede determinarse сі vdor de К asodado con 
este momento de — UGEN. m La distribución de momentos de los 
НЕМ se muestra en b figura 12-182. Con base en el equilibrio, se елісіз- 
bn las reacciones hocizontales еп Ау Dfigura 12-18, Así рага todo 
el marco se requiere 


EF, =Ü; Н’ = 28 + 28 = АПАМ 


For lo tanto, К = 540 ЕМ сеа los momentos tabulados en la Fgura 
12-87. Los momentos corespondbentes causados por К = 097 EN 
pueden delermiñanse por proporción, Por іп tanto, el momento resul- 
nte еп сі marco, figura 12-182,0s igual п la neng de los calculados 
pera el marcoen la figura 12-18b.más Із cantidad proporcional de los 
que se cabcularon еп № figura 12- 8с. Se Пепе 


Man = 288 +  —80] = LS7Kk Num 
Mpa = 578 + 5-60} = 479k N-m 
Mac = –578 + ШЫМ = —47® kN + 
Мел = 2.72 + B(60)=3. 71: N-m 
Men = 272 + 60) = -371 КМ т 
Мы = 132+ 80) = —263kN-m 


EDEN >m ШЕН 


PTA EN, A MAN 
dá Б 


к 
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Е EJEMPLO [172.7 


EF, = 
Jurta A Н 
Elemento AB BA ЕС Св 
DF в Oss 01854 05 
FEM 24 24 
Газ. 3. 14.74 924 12 
TR 139 -% 462 
Dist. 369 LR ¿23% 
TR $4 1,167 116 
Dist. 2 113 0441, 2058 
ТЕ 0.397 -029 
Dist. 218 ОЛЕ ец 
EM 958 — 1934. -19H 1500 
ің 
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Determine los momentos en cada junta del maco quese muestra en 
la figura 12-191, El momento de inercia de cada elemento se indica 


enla Figura 
2h /ple 
и k 
y с 
= + 
| | ; 
ғ to 
Pienral2-19 
SOLUCIÓN 


En primer lugar че evita un ікісо en el marco, como se muestra en la 
figura 12-196. Los momentos inte rnos en les juntas se скісшап como 
se indica en la figura 12-194. Aquel factor de rigidez del CD se сас 
empleando JEL puesto que bayun pasadoren 0, El cálculode las 
reacciones horizontales еп A y O se muestra еп la figura 12 19е. En- 
tonces, рага todo d maro, 


—01 
—15.00 


р 
үзі ТЕР кре fison x pie 
— әб» 
tOpies EA 
25% e pe 
к= н 
айыз “—D, -1150k 
0 
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Junta A B C 
Елетеќо AR ВА БС св р 
0 0565 0385 0 0.3 


ко -ню 2778 
615 385 1389 1389 
юлт" 694 1975 * 
7427 26] 1875, -9625 
214 481% 134 
296 


/ 185, ОЕТ. 05 
148. їз 092 
-020 -013 46 -04% 


-6991 MA 4009 2331 -23 0 
ig) 


La fuerza opuesta зе aplica abora sobre el marco como 36 muestra tn 
la Бонға 12-190. Al igual que en el ejemplo anterior, se considerará 
una Merza E que actós еп la Erma mosirads em la figura 1219f 
Como resukado, lis mtas Y yC desplaza 1а mea cantidad A 
Los momentos degxtremo Пұқтаға AA takalan а partir de 


{ЕЕМ) ав = (РЕМ) lis 
З АН н Вя 12 (шу 
Sip embargo, con Төзе en la tabla que se encuentra en el interiorde la 
entraporiada, para CO зе liens 
: JETS 
(FEMjep = ЖЗ m SE = 
E 
Зізезіроле queel НЕМ pamA Fade - 100k. piecomose muestren 
ll figura 12-19/ сі РЕМ corespondiemteen C.que causa el minno А. 
ж encuenta por comparación, esto ES, 


(10010): (FEMJen(15y 
SE AES } 
(FEMiep = -27.78 k- pie шр a 


A = 


La distribución de momentos раға emos РЕМ se tabula ел la Fgura t 
12-197. Loscábculos de tas reacciones horizontalezen A y 20 зе mues ПӨрігі 


п 
кап еп la figura 12 WA. Entonces para todo d marco, = 


БЛ кре 
EF, = 0, Ё = ШО + 155 = 1255 Е A =D = 


Por lo tanto, los momentos resultantes en el marco son Pa 


Мда = 958 + (pH) (6991) = -0948 k -pie 

Maan 1934 + [ү |(—4001) = 13.3k-pie 
-1934+ (ДА 001) = —13.3k- pie 
1500 + [А (2331) = 18 5k-pie 
-1500 + [М }(-2331у = —18,5 k-pie 
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EJEMPLO 12:8 


Determine Jos momentos en cada juma del maroo que $6 muesira en 
ы figura 12-202, Ef es conslame. 


Ak 
n С 
м! и y к 
= М + 


ім 
Figura 12-20 


(9 


SOLUCIÓN 
Primero se evita el desplazamiento lateral mediante Е fuerza de res- 
tricción R.figura 12-202. Los FEM ран d cemento ВСзоп 


(FEMjac = 00 = -10 К.р (РЕМ)с т ка) = Y к.ріе 


Como los claros AR y PC están articulados еп an extremos, el factor 
de гірмістзе calcula empleando ЗЕ... La distribución de momentos 
sembestra en к при 12-204. 

Las reacciones horitontales en Ay D deben determinarse в partir 
de estos resultados, lo cual se пасе median un análisis det equilibrio 
рага әмісеіетелісНрцта 12-206 АР sumar los momentos respetit de 
los punos Я y Cen сайа pierna, $e tiene 
(ЖЕМ) =%  -597 + A [E)- 46) =0 А,«375% 
¡HEM = 0; 597 — ӘДЕ) + 4(6) = 0 D = 375 Ё 


Por lo tanto, pant todo e marco, 
EF, ай К = 3.75-3.75 + Ж а 2Uk 


тать А В с D 

Евтина ю Ad ВА ЕС СЕ Сір вс 
г ыя пл өт : 0429 

-ñf 10 

ЭЛ П 479 

-166 246 

163. “А - + 
1135 
-aiT 
AN 


арі ak 
297 ipis | на spie] Spica н 
Мк = ж-- 
| / $ 5лтьре 
Әріге І 594-і 
dk adk 
А. 


—097 LFF 
L47. 04T 6 


= ar 


оз 
uy -013 
E 


іші 


125 Гита DE MOMENTOS ғала W ARTOS : CON LADEO 517 


La fuerza opuesta К se aplica abora al таѓо» comose muesta en la 
рга 12-20c.Con d іп de determinar los momentos intefnos dese 
mollados por И æ considerari primeroque la fuerza W mia comose 
omestra еп Із figura 12-207 Аш las líneas discontinuas no represen- 
bn la distorsión de los ciementos del marco, sino que зе construyen 
cmo ness sectas extendidas hasta las posiciones finales Y" y С 
desde Ке puntos E y С respectivamente. Debido а la simetría del 
merco, el desplazamiento ВЯ’ = CC” = Y. Además, estos desplaza- (5 
mientos hacen que ВС рге. Cadstanciaverticalentre Y y Ces 1247. 
como + muestra en el diagrama de desplazamiento, figura 12.21. 

Dado que cada claro experimenta desplazamientos hasa un punto 
extremo que ocasionan un gro en éste, se inducen momentos de ex: 
remo Шо сп los eros. Dichos momentotson: 

(FEM)a, = (ЕЕМ}сь = ЗЕТА], (FEMac т (ЕЕМ)са = 
BEN LZA" {t0}? 

Әзегуедше рага BA Y С los momentosson мерегрәз puesto que 
ша rotación en sentido horario del claro ocasiona un РЕМ consen- 


idcathoratto, > <-- 
Si se asigna агБИГагіатетме un valor de (РЕМ) y, = (FEMirp = БЕ Ху олу 
— 100 k + pie.entonces el igualar 4 en las fórmulas anterioresse ob- A He 
iene (РЕМ) ас = (РЕМ) = 240 k -pie Estos momentos se aplican “ы аба 
al marco ysedistibo yen, Ggqura 12-208. Соп dos resultados anterbores. 7% + 


d апык de equibibrio es comose muesra еп b figura (2:201. Рага 
cada piernase tiene 


ЖҰМУ =Ù -АЦЕ) + 2936(6) + H6B0 =й A = 40371 w 
LIN- =й, 009) + 29346) + H6E0 =U =k 
Enfonzes, pará todo el Marco, 


EF ,=0; К!ж40.37%4037ж8074% 
For Lo tanto, 5 momentos resultantes еп є mazo son 
Mg, = 597 + (ын (-м680) = —30.4 k » pie Resp. 
Mec = 3,97 + (¿4)(146.80) = 30.4 k pie Resp 
Mea = 597 + (1%1)(14680) = 423 kopie Resp 
Мед = -5,9 + (4Һ)-М680) = 423 керіс Resp 
жаа А Нн с п 
Erma Ай НА ЕС и її Dor 
i rA АШ 596% DF 1 ме рз отта” 1 
HABO k - | ; Y 
_—y й 10 piss R 0.104 - que қы 506 м, RH pe 
| ы G | ©} 175 „28 1745 
Ерін HSA те 114630 k -pie a TH Пау н 
| МА да “Чу | па 22 -Aer -551,-60 aM 
А. А #4. цу, Пен ш ім 16-1 
еге TR 095 
кн. Пн BH -00 -01 -0 
214 S IW о мб HÁDO — PO Ж 


а) th) 
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Н PROBLEMAS 


HA  Deienmine elmomento еп E.ydepiés dibuje d 11—15. Determine les resociones ЕП А y D. Suponga que 


diagrama de momentos par scada elemento del marco 5u- baso otes en A Y Deán Bjosyque Ey C etin conecta- 
ponga que los soportes en 4 y C están armeulados, Ef es dosfjamente El escomta nte. 
wante. 


Рт 12—13 Proh li-15 


LA Detamóns los momentos en kee xeme de сайа "12-16. Determine losmomentcs en y Cy dex sués di- 
ele menta del marco. Suponga que ің нық en 8 está ба, que buje e Шишип de momentos рид cada elemento del 
Cotá arociladá y que Aestá бро. El momento de inercia de бао. Suponga quelos soportesen A y E están articulados 
сафа elementos muestraen la gua. E = 290107) ksi y que las juntas D y С están бах El esconsiame, 
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12-17. Determine los momentos en el soporte Ajo A y en 12-19. Ейпагов está hecho de tu bas que ке conectan fija - 

hi jonta Пу después dibuje d dagr ama de momentos park men de. 51 кигіз Y cargas QUE se mur An, de ermino Los 

el marco. Suponga que está articulado. momentos desarrollados en cada una de las juntas Efes 
COMETA be, 


IREN IMAN 


12-8. Determine los montetios елі cada junta del mrco, "12-20.  Dietermise losmomentos en ByC y despa бай 
y después dibuje q арг тпа de momentos pta el ge- мде q diagrama de momentos paa cada elemento del 


monto POE Suponga que НАС y E ekin fijarme nie скане < marco. Suponga que dos sopotes съ A, Ey D están fijos ES 
dey queA y D están япісіайол. E= 22(10% ksi езсэпаѓапіе. 


920 


Сарїтш с 12 


1—11. Deifiminve ls mome nioa gno бус, yd pués di- 
buje el digrama de momentos para саба elemento del 
marco Supanga que lossoportes en Ау Ё están articulados. 
ЕТ с constante, 


ірік 


HZL Determine losmo mentos quee action еп keextre- 
mos de cada elemento Suponga сре Ю® soporta tn A y D 
están Mos El momento do merca de cada elegido se 
muestraco leñgura. Е = {ltu 


E 
1 


ШИИ 


METODO DE ANÁLISIS DEL DESPLAZAMIENTO: (MSTAIRUCIÖN ПЕ MOMENTOS 


1023  Determue los momen tos que stien en dos ecrire- 
mosde cada elementodelmarco, Edesconstafito, 


15k 


"H-H. Determine los mome nios que aiian en hos ex ime- 
mos de cada elemento. S£ponga que las juntas están Dji- 
mente com cid ве y que A y Fsonsoportes os Есу 
ante 
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12-25. Determneclosmomentos gn lso ЫН Пу Су des 12-26. Determine loz momentos en las juntas Суй y 
pués dibuje 4 dagr ima de manenos рша cada de merto después dibuje ©! diagrama de momentos par саја ede- 
de marco. Los soportes еп А y D етіп articulados E es meno delmarco. Suponga que los soportes end ҮН езіп 
сота, тий e Т es nanie. 


ж | о 
spies- ——10pies — -h Spi = 
Froh 12-25 


| REPASO DEL CAPÍTULO 


La distribución de momentos es un métodode apcondmaciones тоссун que puede re abzarse co п cualquier grado de pre- 
cisión sesio Inicialmente se requiere hioquear todas los juntas de іа estructura. Luego se determina e momento de 
едшБініорага cada junta; las ¡un tarse desbloguean yeste momentose deuibuye асаба с катего сезесиў. y (фарм La 
miaj desu valorse imalada al otro lado de claro. Este cido de bloquear y liberar tas јизразве repite hasta Озе q talado 
demomentos se 4501 Aceprablemente pequeño Entonces se detiene el procrsoyel momenter cada junta es шта de 
los momentos en mda cido de bloqueo y desbloques. 


Elgiroceso de diutribución de momentosse realiza de mancra cómoda enla forma tabular. Artes de comenzar debe сайси- 
jane а momentodcaxtremo fija paracada азго епуісагјо la tabla que aparece en d interdar de la contraporiada de cue 
bro. Los Sector de distribución se obbienen al dividir la ngidez deunelemento entre la rigidez total de la ішін. Рага loz 
спе que cuentancon рпетітсамз lejaoo fija, use K = ФЕР ¿para мәсе mento can su ex remo lejano аа o 
smportado por п Шоҳ изе Қ = 3Ef/Lopara unclaro y onacarga simátiicos, K = ZEF/Lyy раа ша сафа шызштыйгка К 
= GER. Recuerde que el factorde distribución para uncxtremo fijo ез DF = О, y para un extremo articula soportado 


pos rodillos, DF =}. 


Н uso de trabas con momentos. de inercia variables redujo өп forma conside- 
rakie el peso muerto de cada uno de estos claros. 


Vigas y marcos 
con elementos no 
prismáticos 


En өзің capitulo se aplicarán los mérodos de la pendiente-daflaxión y 
de la cistribución de morentos pam analizar vigas y marcos compus- 
tos por elementos no prismáticos. Primero se estudiará cómo obtener 
los (ғаві (ісе de factores. los factores de rigidez y los momentosde с 
memo Ájormeceasarios. А, esto le sgue un análisss relacionado con eluso 
de valores tbsbulanes que se publican con frecuencia en la literatura de 
desaño. Por бт se estudiará el análss de estructuras estáticamente 
maeterminadas utilizando los métodos de із pendierte-deflexión yde 
b distribución de momentos. 


13.1 Propiedades de carga de los 
elementos no prismáticos 


Ооп frecuencia, х ёга bes quese usan en 05 claros grandesde puentes y 
Ғани sediseñan como vigas no pristiáticas.es decir,que deben contar 
com momentos de mera varmables; lo anterior соп el іп de abrrrar mae 
erial Las formas más commimes de los elementos estructurales по 
prismáticos jenen enriftonados queson escatonados, ablisados о parabú- 
ficos, беша 13-1. Siempre que sea posible expresar el momento de iner- 
са del dememe en función de la coordenada л de longitud, puede 
аге! principio del trabajo virtualo teorema de Castigliano como seex- 
pticó en el capítulo 9 pam encontrar su deflexión, Lar ecuaciones son 


/ 
Mm и м 
z -- еп - лө qe 
A / күй ob 5 [ма 


Si la geometría y la arga del ctemento requieren la evaluación deuna 
integral queno puede determinarse en forma cerreda,entonces deberá 
usarse la regla de Simpson о alguna otra іёспіса numérica para levara 
cabo la integración. 


_ кл! 


erig пәл ghuuis | 


спете рага туе 


Бинга 13-1 


13 
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El pilón glad o de cacas: apara s- 
portar Le 1гаһез del puente de es La auto- 


(ЕЕМ), | 
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іш 


Si [аз ecuaciones de pendiente-deflexión o la distribución de momen 
юз зе emplean para determinar las reacciones sobe un elemento по 
prismálico, entonces primero deben calcularse las siguientes propieda- 
des рага el elemen іп. 


Momentos de extremo fijo (FEM). Son las seaccionesde mo- 
mentoen los extremos del elemento que % Supone estí fipamente mo- 
yado, figura 13-24. 


Factor de rigidez (К). Esla magnitud del momento que debe 
aplicarse А extremo del demeénto de modo que өзе extremo pre а través 
de ппілршісдей = 1 rad.A quí seaplica el momentoened soporte апі. 
lado, mientras бі otro extremo se supone feo, Пдига 13-22, 


Factor de traslado (ЕТЕ. Representa b Fracción numérica (С) 
del momento que se “traslada” desde el extremo articulado hasta la 


pared.figura 13.22. 

Una vez obtenidos, es posible verificar los cálculos de los factores de 
rigidez y de traslado; en parte, observando uns importante relación que 
езіле emre ellos, Al respecto, considere la viga de la figura 133 some- 
da а las cargas у deflexiones que se muestran, La aplicación del teo- 
пупа гедіргесо de Marwel-Beth requiere que el trabajo realizado por 
las cargas de la figura 13-37.que scian а través de los desplazamientos 
de la figura 13-20. sea igual d trabajo de lascargas que 56 mesran сп 
М fgura 13-3b.que всїйнп a través de los desplazamientos de la figura 
13-34. esdecir, 


Un "Uns 
Kal) + Cao al) = Саак atl) + Katu) 
уеп 
Carpa = Съ а (13-І) 


Por lo ado, una vez determinados, los factores de rigidez y traspaso 
deben satisfacer lá ecuación 13-1. 


+i гі) 
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ы ты! 


j 
bas 


Fgora13-3 


Esas propiedades pueden Obienerse Usando, por ejemplo, el método 
de la viga conjugada 0 un método de energía Sin embargo, a menudo сі 
proceso implica una considerable cantidad de trabajo, En consecuencia, 
зе han desarrollado gráficas y bles pra determinarestos datos рага las 
formas comunes que se utilizan еп el diseño estructural. Una de esas 
fuenteses el Hondbook of Frame Corstánis (Menual de coostantes еп 
orcos), publicado por Ь Forfand Cement Association,* Еп las tablas 
LH y 13-2 ве presenta une parte de esta información tomada de la putti- 
cadón mencionada, Una forma tabular más completa de edos datos 
puede encobtrarse en el manual de la PCA, junto con hs correspondien- 
tes deducciones de ds fórmidas empleadas. 

La nomenciatora se define de la manera siguiente: 

Aa аң = rlación de la longitud da enciñonado еп los extremos A y 
В con В longitud del dara. 
b тиікідп de la distancia desde la carga concentrada hasta 
el extremo A аж la longitud del claro. 
Cu Cra = factores de traslado del elemento AE en los entrenos A y 
B, respectivamente. 
йа, Ж = profundidad del elemento en los extremos A y B respecti- 
vamente. 
he = profumdidad del elementorn La sección mínima, 
Іс- momentode inerciade laseogón a laprofuodidad тінін, 
kam Ena = Botorde пишет en losextremos 4 y Н.гезресіту amente, 
E = dengilud del elemento. 
Man Мад = Momento de extremo fijoen 05 extremos А y A,respecti- 
vamente;se Sipecifica еп las tablas pora ша carga uni 
forme w œ ша fuerza concentrada Р. 
Fa fa = telaciones раға las secciones transversales rectangulares, 
dnde ға = (ha -Akhera = (ha - АСЫҚ 
Comot indicó anteriormente, los momen os de extremo fijo y los facto- 
res de ғазікіо pueden encontrarme en las tablas. El fastor de rigidez ah- 
soluta puede determinarse empleando los factores de rigidez tabulados Y Con frecuencia, en la construcción de iple- 
a partir de las siguientes ecuaciones: зах зе san los marcos de madera соп mo- 
menos de incre variables, 
kin El KasEl, 
Ka = == = ——_ = 
L 


La aplicación del usode las tablas se ihesurará en el ejemplo 13-1, 


(5-2) 


*Hardreok of Frame Єт. Ariani Coment Алкжхатізт, асауға, Шона. 
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Cargo де rd т^ 


| 
| 
| 
{ 
- 


tados һе factores ба (Иуда son үшіне. 


A - Сөзі = PL 


12 
+. 
с 
а 
- 
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Q 
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TABLA 13-1 Enriñonados rectos: ancho 
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еее к БАЛЫ Ыы Меры OEY 


аңда de албын ші 


НЕМ Carga балыр + Com ы PL 
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13.2 Distribución de momentos 
para estructuras con elementos 
no prismáticos 


Una мт que 56 һап determinado ke пннїнчцох de extremo Бо y los fa- 
tores de rigide y traslado para ke elementos по prismáticos dema 65- 
tructura, la apticación del método de distribución de momentos sipue сі 
miedo propedimiento que se бетйн en el capítulo 12, Al respecto, Te- 
cuerde que в distribución de momentos puede acotlarse al modificar dl 
factorde rigidez de un elemento рага tomar en cuenta las condiciones de 
los extremos del chro con sopore articulado y la simetría с antimetria 
de la estuctuetñ, En dos elementos no prismáticos también pueden ha- 
cose modif icacionessimilares. 


Viga articulada en el extremo lejano. Considerela vigade la 
башга 13-4a,la cual está articulada en su exiremo lejano E El factor de 
rigidez absoluta K”, es el momento aplicado еп A de modo que la viga 
en А gire а, = 1 ad y puede determinarse de siguiente manera. En 
primer lugar suponga que Б está temporalmente fio y que Se aplica un 
momento K, en A,figura 1346, El momento inducido еп В es С „К, 
donde Cyg es el factor de iraslsdode A а Н. Еп segundo lugar,como A 
no está (fo, la aplicación del momento opuesto Сд sobre la viga, fi- 
gura 13-4c inducirá ип momento С, Г.К, enelextremo A, Mediante 
b super posición, el resultado de esas dos aplicaciones de momento оса. 
sona que la viga estécargada comose muestra en la figura 3-40. Porlo 
tanto, puede verse que el factor de rigides absoluta de la viga Өл A e 


Ka "КАП - СавСва) 


Aquí Қ, кегі factor de rigidez absoluta de h viga, poniendo que está 
Ңа Са 4 extremo В, Por ejemplo, еп el casode пла vig prismática, Ж, = 
ЕНІ. ү Сав = Сал = LA] Susa en la estación [23seobliene Қ, = 
ЗЕН үш ез igual a la ecuación 12-4. 


(13-3) 


s, скі 


4% 


= ===] m = 


A 
(а) 


я, (1 ға?) 


Caria + табам 
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Viga y carga Siméátricas. Елее caso es necesario delerminar el 
momento K'a necesario раға girarel extremo 4.04 + + 1 rad, mientras 
Шшеб,ш ~] rad, Баша 13-59, Aquí primerose süipone que elextremo Н 
«94 Қо узе aplica d momento K, en A, figura 13-52. Despuésse apti- 
ся ип momento Құ negativo sobre el extremo A suponiendo que d ex 
temo A eå бо. Lo апепсг resulta en шз momento Cp, Ка en el extre- 
mo A como se muestra еп Ы бурга 15-5. Al superponer estas dos 
aplicaciones de momento en A se obtienen los resultedos de la figura 
1350. Se requiere 


Ka” Ka - Съ Ка 


Con base ёп lá ecuación 13- (Са = CapK ah también ез posble 
escribir 


Ka” Kal - Can) (13-4; 


En el caso de ima viga pesmática, K, =4ENL y С, = 1 de modo que 
Ka = 2ЁЛЇЧ „Юю cual es igual a la ecuación 12-5. 


2 (1 гају fal-i) 
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E, ( cat) Ball пы} 


Ска Ж Cu Ko я 


Fira 13-5 


Viga simétrica con carga antisimétrica. Еп а caso de une 
уфа simétrica соп carga antSiméinica,es necesario determinar К, de 
modo que ocurs una rotación igual en los extremos de la viga, figura 
13-ба. Para hacer £390, рғипегове fijael ехїгїїй© Ң үзе aplica el mo- 
тегіп Қ, еп A figura 13-66. Del mimo modo, en И figura 13-6c se 
пшезіга la aplicación de Ka enel extremo Ñ ел tanto que el extremo А 
se mantiene fijo Al auperponer los dos corse obtienen los resultados 
de la баша 13-62. Por lo tanto. 


Кая Ка + CruKs 


o, 95е usa ta ecuación 13-1 C aKa = Сд) гези que para Ы rigi- 


des аба 
кде КАП +C aa) | (13-5) 


Al sustituir los datos para шу етпелі prismático, Ка =4ERL үСіз ті, 
ж obtiene Қ”, «БЕРІ. lo cuales igual а іа ecuación 1246, 


152 Пмтинойы DE MOMENTOS РАВА ESTRUCTURAS СОН ELEMENTOS MO PRISMÁTICOS. 


Flgnra 13-7 


Traslación relativa de una junta en una viga. Los momen. 
ки de expremo fio se desarrollan еп Un elemento no prismático sí éste 
tiens una 11aslación гобануа de una junta А emire 215 extremos Ay д fi 
ұша 13-79. Рага delerminar estos momentos se procede de la manera 
siguiente, En primer lugar, considere que bos extremos A y Н ein s- 
ticulados y que el extremt F de la vigase desplaza una distancia A de 
ізі maneraquelas rotaciones delos extremos son 86, == Өр = A/L figura 
13-75 En segundo [gar suponga que Я еї5 o y aplique ша momento 
de М, = —KA(A/Lisobre d extremo А de manera que el extremo gre 
8, --А/ Паша 1470. En Іт Higar suponga que A esá бро y арі 
que па Momento He = -Қа(А/ 2) al елгете # de modo que éste gire 
0. = —Af E figura 374 Como la mu ma total de estas tres operaciones 
кепе la condición quese muestra еп la figura 13-74, tiene que еп A 
á 


= А р 


Al apbcarliccuación 13-1 (Сал, "С.К нс obtiene 


ns 


Рага el extremo Я peie escribirse шая exprésión similar. Recuerde que 
para сре un elemento prisnático Қ, = «ЕРІ. y Cys = L Por lo tano 
(ЕЕМ) т = GEL tocual es igual a ѓа ecuación 1-5, 

Sel curemo Я esigariiculado еп vez de Қо, figura 13-8,el momento 
de extremofijoen A puededeterciinarse de una ra пега similara la des- 
спа anteriormente, El resultado ез 


(РЕМ = -KaT (l -Сабад (13-7) 


Ая puede тезе que, un elemento рпвтпайпсо., esa ecuación de 
(ЕЕМУ да = — 3E14/f1 Л. la cual es igual a la que aparece еп el inter 
de la contraportada, 

El siguienie ejemplo ilustra ін aplicación del méiido de distribución 
de momentogen estructuras que iento elementos по) prismáticos Lina 
vezque зе Бап determinado los momentos de extremo fijo y los faciores 
de rigider y de traspaso, y que зе ha modificado el factor de rigidez de 
acuerdo 000 Las ecuaciones dadas arterioemente,el procedimientode ank- 
ibis es igual жі descrito en el capitulo 12. 


FEM ТҰ 


| 


4) 
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EJEMPLO [12:1 


Determine ls momentos ішітгіоз еп los sopodes de la viga que se 
muestra en la ua 13-9л. La viga tiene ш espesor de 1 pie y E cs 
consianic, 


шыты pa П "т ТТТ jim 1 
1А el 


El, 13 lokos 
г>» —! 


SOLUCIÓN 
Como dos enriñonedos son parabólicos, se utilizará la tabla 13-2 para 
obiener las propiedades de la distribución de momentos de la viga. 


Claro АН 


4-2 
ал” an == 02 шата = а 


Conformando estas relaciones еп la tabla 13-2 өс encuentra que 
Can = Cua” 0619 
Кан ™ kpa = 641 
А рат (сіне ecuaciones 13-2. 
өше бл ауа) 
і, 25 


Como еї ехігето lejano del daro RA está articulado se modificará сі 
factor de ride de ВА mediante la ecuación 13-3. Se tiene 


Карт Kga = Q17LE 


Кал = Keall — Casar) 0.171E[-0619(0619)]= 0105Е 


Con base en ln tabin 13-2, para la carga aniforme 


(РЕМ) as = -(0.0956)(2)(2532 = -119.50k: pie 
{РЕМ}, = 119.50k pie 


132 OTEN DF MOMENTOS PARA ESTRICTUASS СОМ ПЕМЕҲТОБ МО PRISMÁTICOS 


En la tabla 132 зе encuentra que 
Cw "ӨЛІ Сев = 0664 
kac = 1312 ko = 1547 
For bo tanto, a partir de Аз ecuacion 13-2. 
къс Т... ауар 
[7 р 


Ес SATE( 4 Day 
Е Бн 10 


-ПЯ78Е 


K ср =11141E 


Рага La carga concentrada, 

3 

b= g7 

(FEM } = -089(30)( 10) = -5673 k -pie 
[FEM л = 0759/30/10) - 2277 К: pie 


0.3 


S se emplean los valores ameriores рага 105 factores de гіркіег, 52 
calculan Jos Jactores de distribución y se introducen en la tabla, Figura 
1396 La distribución de momentos sigue d mismo procedimiento 
descrito еп сі capítulo 12. Los resultados еп k. pie se muestran en la 
іта Біз de la tabla 


Шта А в С 
Ekman Ad ВА ас CH 


K 
T 
FIR 
FEM 
DEL 
TR 
Dist 
TH 


ЕМ 


ыт: 
1 
0.619 


119.50 
119.50 


tHE 
(107 
0.619 


09.90 
6.72 
т 
=79] 


RJE 10E 
{893 9 
079 56d 

-56.71 22.71 


-мын “ 


-4з,% 
6616 “ 
91,35 


—179.84 -1260 
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Гарітло 13 


VIGAS Y MARCOS CON ELEMENTOS МО FRISMATICOS 


13.3 Ecuaciones de pendiente-deflexión 
para elementos no prismáticos 


Las ecuaciones de pendiente-deflexión рага elementos prismáticos se 
desarrollaron еп el capítdo HE. En eda sección se peneratizará la Ema de 
etasecuaciones para que taembiénse apliquen в los elementos no prismá- 
ticos Para edo se utilizarán los resultados de la sección anterior үзе pro- 
cederá a formulas las ecuaciones de la mismaméónera que se hizo en el 
capítulo 11; es decir, considerando 105 efcios causados por las cargas, 
el desplazamiento relativo de las juntas y la rotación de cada junta por 
separado, para después alperponer los гез; Қал. 


Cargas. Les cargasse езреаѓкап por los momentos de extremo яо 
(FEM) an y (РЕМ һа que actúan en los extremos A y E del daro. Los 
mamentos positivos actúan en sentido horario. 


тааст relativa de las juntas. Ciuaido care шп desplsramiento 
rHate entré hs juntas, los momentos тыыл КЫ se determinan apartir de 
hecuación 136, Entlexiremo А ete momentoss — [KA LKI + Car) 
yen d extremo Bes — [ААТ MI + Са). 

Rotación en А Siel extremo A ga €, el momento requerido en el 


pumoaA del daro es K 8, Además.esio induce а un momentode С.б д 
= акул end extrero В. 


Rotación ап В. Sid extremo Я pm ба, va momento de Kafa debe 
асшагеп e extremo A y сі momento inducido en є extremo А ез С, 


ES 


Los momentos extremos totales causados рог estos efectos producen las 
ecuiciones de pendiente-defleción zeneralradas que por lo пы, pue- 
den amire como 


Man = кө, + Cara — ға + Can | + (FEM)as 


Á 
Maa” 4% + Craba - СЫ сы |+ {ЕЕМ)ад 


Como esas dos ecunciones son Similares, pueden ехргезагзе como una 
міз ecuación, Si se denomina a uno de los extremos del daro como el 
extremo cercant (N), y al oro como el extremo lejano (F), y además se 
representa fa rotación del elemento como y = A/L bene 


| My = Кук + Слар - (1 > СҰ?) + (РЕМ) | (13-45) 
Aquí 


My = Motento interno enel extremocercano del dareste momento 
es postivo cuendo actúa sobre el lamen sentido horario. 


Кы = rigidez ibsoluta del extremo cercano, determinada A partir de 
las tsblazo por mediodecálculos, 


1.31 ECMCIONES DE РЕМСНЕМТЕ-ПЕҒЫҒАЫЫ тай ELEMENTOS NO: PRISMÁTICOS 


fy Pr = pendientes Пеіезгіге mo сегсаљоу delextremo lejanodel 
dro еп los soportes. Jos ángulos se miden еп лїшйїйлеєз y 
оп positivos т setdo horario. 

# = rotación de la cuerda del claro debida а un 
desplazamiento lineal. = А/7 сете ángulo se mide en 
radianes y €s posiilvroen sentido horario. 

(РЕМ) = momento de extremo Eo еп e soporis del extremo për- 
cano; & momento 65 posirivo cuando maia еп sentido ho- 
rario sobre el саго y se obtiene a partir de las tablas a 
por medio de cáíbculos, 


La bplicáción de В ecuación águe el misno procedimiénto que se 
бектік enel capitulo 11 y por lo tanto mi se analizará aquí. En par- 
бешаг, tenga еп cuenta que la ecuación [3-8 se reduce а м ecuación 11-8 
cuando se aplica а elementos queson prismáticos. 


А. menudo lgs comitrucciones meidlicóo ligans че di 
señan y ilicanóo marcos ooaele mentos que Linen mo- 
mentos de inerciay arabier. 


Puente car petoro сонын) de conceio reforado, 
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МБ АБ Y MARCOS CON ELE MENTOS MO PRISMA TICOS 


PROBLEMAS 


14, —Detentinelosmomen непа. Ey € pocelmétodo 
dela distribuciónde momentos Suponga que lOs sopafles 
en 4 y Cao fijos y que elsopontede rodihasen Fend е 
una base rígida. La viga Пепе ип espesor de 4 pies Use la 
{АЮШ 13.1 E aranse. Loseorinnadonason pechos, 


151. Resuctiriciproblemal3-1 usando las ecuéciónci de 
pendiente -deflexión, 


13-3. Apige el máodo de descibución de momentos 
раға determisar сі momento сл cada junta del marco pa 
maboko embliicasdo. Los portes A y воп fos 150 la 
abla 13-2. Cada mo de los deme піоз еле 1 pie deespe- 
a A 


134 Беямба el problema 13-3 usando las есшкзіоњез 
dependiente defierión. 


Probs, 13- VILA 


135—5. Lie el método de la distribución de imane n tos para 
determinar e momne n o. en cada junta de marco simutirico 
рша pene Los soportes eb Fy Ewn fos y Ey E еміп 
conectados fijamente. Use іа tabla 13-2 Suponga que ез 
constante y que cade ейететісінздес 1 pedeespesor. 


13-6,  Resuectivaciproblema 13-5 usando Газете de 


pendicote-de flexión. 


1-7. Aplique бі método de la distribución de momentos 
рап determinar e momento en cada uma del marco Бы 
trico parabólico emiñoónado Los soportes A y D son fijoa 
Ciela tabla E3-2 Cadacklemento Genel pie de серег. Е e 
constan ге. 


43-Н. Кеда e problema 13-7 pando las eoquciómos 
de ponche nude ferir 


H 
i 
Жж 


Ñ А 
` ») 
ы Ы 
a ” 
` “ 
М 

қ х. 
Е > 
> : 
” ж 


DA Use el método de la dstribución de nome nlo4para 
determinar elmomentoencada junta del marta, Lossopor- 
езеп А y С atin articuladosen lasjuntes, y By D estánco- 
песімісе иеле SUPonga que Е g соате Y ше los 
elementos. bene un espesor de 1 pie Los enribonados xT 
rectoa,por lquepuedeusar arahia 131 


14 Кена el proble ma 13-9 usado li ccuaconos 


SO) 1b ¿pues 
- ml i Е 
2% ТЕ үтү 
= $] Le | & j 
ме” LA ри - mes 
2) pies е» чә 
$ A С 
Рыйм,13-9Л13-19 
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13-11. Use el método de la distribución de momentos 
рага deti minar е1 momen loc СА jun la del marco simé- 
rico раға puente. Los soportes Ғу Esonfijos y В y Сезіп 
coneciados fijamente, Los orio najis som rectos, por k 
que puede emplear la tabla 132. Suponga que Е S cons 
tante y que los elementos henen | piedeespesor 


"13—12. Resucivaciproblema 13 11 шаў his ecuncio- 
па de рети} е a te-defl ex ón. 


Proba 13114112 


Los elementos no prismáticos que jenmen momentos de inercia variables se mwan con frecuencia en puentes y палессе de 


orar conciaros amplios a Ende abortar ara terial 


Elanálica estructu ráalque incluye ele mentos (из prismá ticos р иеде гедһгігзе em ple ando las ecuaciones de реткһегле- 


deflesión o la distribución de momentos, Al Іт сада үшіне necesario oblener los momentos de ex tremo fija, losfac- 
юне rgidery losfacioresde creado paraclelemento. Una formadeobrene renos valores солімісел ишге! пий сї 
dela vigacon jugada, pung ue сараро ел algo todioso, Tambiénea posible obtener сиз п lorea a partir de datos abule 
dos,como los publicados par la Portiand Comen! Amociabon. 

Sise used método de la distibución de momentos,.entonces d pesecto puede simplificarso el modificar la rigidezde al- 
gunos de hos e ke nrentos, 


13 


A análea de la amada іні en estas 1гите de transmisión pcha 


espadal 
puede alme ubleardos! métoda de larioades. 


Análisis de armaduras 
utilizando el método 
de la rigidez 


En este capítulo se explicarán los fundamentos básicos del uso del mé- 
todo de la rigidez pera бі análisis de estructuras. 5e mostra que la 
apbicación de aste método, aunque techosa pora hacerlo manualmente, 
resta muy агыза para su uso en computados. 56 proporcionarán 
ejemplos de aplicaciones especificas en armadas planas. El método 
se amplia para incluir el análisis de armaduras espacides. Las vigas y 
estruchuas armadas se estudiarán en los próximos capítulos. 


14.1 Fundamentos del método 
de la rigidez 


En escocia, Һау dos Гоппак de analizar las estructuras utilizando méto- 
dos matriciales, El máodo de la гает, quese usará en ége y los ṣi- 
guientes capítulos, es un método de análisis del desplazamiento. Para 
analizar las estructuras ta mbién puede emplearse un método de fuerza. 
Bamado а подс Јев dexibilidad comese mdica en ін sección 91:sin 
embargo, tal método по se preseptaeo еже texto, Existen vanas rammes 
рага ello, la más importante esqueci métodode la rigidez puede usarse 
[апп para analizar estructuras estáficamente determinadas cono pule- 
terminadas, mientras que сі método de la flembilidad requiero ип proce- 
dimiento «diferente para сафа uno de estos dos casos, Inclusive, del mé. 
todode Іа rigidezse obtienen los desplazamientos y ha fuerzas de forma 
dreda, mientras que соп сі måodo de la Mexibibdad, los desplazamicn. 
los nose obtienen de ста manera Además. por lo general es mucho más 
сії formular las matrices necesarias para realizar Ез cpemciones en 
computadora mediante el método de la rigidez;y una vez hecho exo, dos 
cálkalos en computadora pueden realizarse de moda eficiente. 
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La aplicación del método de la rigidez requiere subdividir la estructura 
en шш serie de elementos finitos discretos e identificar з puntos еліге- 
moscomo sordos. Para el análisis de la armad ura los elementos finitosse 
representan medía пе cada uno de los elementos que la comporen у los 
nodos representan ds juntas, $e determinan 5 propiedades de la 
fuerza-desplazamiento en cada elemento y despuésse relacionan entre зі 
usando le ecuaciones de equilibrio de fuerzas escritas еп los nodos. 
Luego esas relaciones, раға toda la estructura, se agrupan en lo quese 
denomina шт de кїт de lo estructura K. Una vez establecido esto, 
зе pueden determinar los desplazamientos desconocidos de los nodos 
раға cualquier carga dada sobre la estructura Al conocer estos desplaza- 
mentos pueden cnkojarse las fuerzas externas с internas en la estruc- 
ша utilizando ls relaciones de fuerza-desplazamiento paracada eke- 
mento. 


Antes de desarrollar un procedimiento [ommal para aplicar d méndo 
de la rigidez, es necesario establecer primero algunas definiciones y com- 
plos preliminares. 


Identificación del elemento y el nodo. Uno de los primeros 
pasos рага apicar el mérdo de la rigidez consiste еп identificar dos gele- 
mentos 0 miembros de Щ estructura y5us nodos, Саја clemendo зе espe 
dictará porun número encerrado enun cuadrido, y para identificar los 
nodos $e usará un número dentro de un drolo, También $ identificarán 
los extremos “ocecano” y “lejano” de cada elemento mediante una Вссһа 
mieh a lo largo del elemento, con la punta de la flecha dirigida hacia 
el extremo lejano, En b figora da se muestran gunos ejemplos сот 
із identibcación: del elemento, el nodo y la “dirección” para una arma- 
dur Estas asignaciones se hicieron de manera arbitraria. * 


Coordenadas global y det elemento. Dido que lascargásy 
los desplazamientos són cantidades vectoriales, 65 necesario establecer 
un sistema de cocedenadas а in de precñar el sentido соятёсї de La di 
raión, Aquí $e tizarán dos tipos diferentes de sistemas coordenados. Se 
њагаџпя ета de coordenadas de la esruciora о Шора xy el сой es 
(ico, ysirve para especixcarel sentido de cada ino de los componentes 
de la fuerza externa y el desplaramiento en los nodos, боша 14-14. Se 
empleará un Stema de coordenadas locales © del elemento pará especifi- 
си elsentido de dirección dems desplazamientos y B3 cargas internas 
end elemento, Ese sistema зе identificará con ejes х.у созді origen ел 
el nodo “cercano” y el ge x extendiéndose Мәсі el nodo “lejano”. En la 
болан 14-16 se muestta Ya ejemplo рай el elemento 4 de la armadura. 


Раса 2 grandes lay (арасса заа ye pando E генй an wir ныл сӨскиігі ті 
естісе иа aymoración selectiva ЧЕ los elementos en Un patrón de anda, 01 dexir, со- 
ey ideado la parto superior hasta ly parte айана y dopada de abajo сіз arriba, 
Api Pl 
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indeterminación cinemática. Сотоѕе ехрісбеп lasección 11-1, 

los grados de libertad по restringidos para unaasmadira representen las 
incógnilas primarias de cualquier méid de desplazamiento, y por lo 
tantoéstos deben identificarse, Como regía general hay dos grados de li 
bertad, o dos posibles desplazamientos, para cada junta (nodo) Рага s 
aplicación, cadaprado de Негізгі se especificará sobre la armadura me 
dante un código numérico, Mosiradoco la junta o nodo, yse rebericá а ш 
drección coordenada global positiva con una flecha asociada. Por eje m- 
plo,laarmadtura de k figura 14-12 бете осћо grados de libertad hos.cu.a- 
les se han identificado mediante los “códigos” del 1 al 8, como se mues. 
та La armadura es cinemálicamente indeterminada de quiMo grado 
debidoseztosocho posibles desplazamientos:del 1115 cepresentangra- 
dos de liberrad desconocidos 0 оёт restricclones, y del 6 al В representan 
grados de libertad resiiaigidos. Debido a las restricciones, aquí los des- 
plaramientos son iguales а cero. Para figuras aplicaciones, los mineros 
dr código més bajo se шегіп Siempre раш idenúficar los desplatamien- 
od econocidos (grados de Ebertad no restringidos) y los números de 
código más ado y utilizarán раға idenificar los desplazamientos 05000 - 
dae (grados de libetod restringidos). La razón рага elegir este método de 
aentificación tiene que vercon la comodidad posterior al dividir la me 
triz de rigidez de la esimetura, de modoque losdesplazamientosdesco- 

poddos se puedan encontrar de forma Más directa. 

Una vez etiquetada la armadura y especificados los números de pú- 
digo, e puede бетагтіпаг li matriz de rigidez de la estructiira K Para 
hacer sdo primero debe edablecerse una тшй de сіе del edemento 
к“ para cada elemento de ta armadura. Ежа matrizse usa para Expresar 
іаѕ relaciones de carga-desplazamiento del eleme nto en términos de las 
eoondmadás locales, Puesto que по todos los elementos de la armadura 
están €n lá misme dirección, $e debe (ШЕТШ Аг Una manera de transtor- 
пат etas cantidades desde el sistema local de coordenadas 1” y" de cada 
elemeñto al sistema de coordenadas г y de la езігисіша global. Eso 
puede hacerse empleando morros de reasformadón de la fuerza y d 
desplatamiento. Una vez establecidos, hos elementos de ta matriz de rigi- 
dez del elemento sẹ tra nsfonmen de В coordenadas docales a las globa 
les y luegose juntan раға crear da makir de rgides de Із estructura, 5 52 
ика k,como se estableció anteriormente, ss posible determinar primero 
ки desplazamientos del nodo para despeés encontrar ls acciones en los 
soportes y Las fuerzas de los elementos. Ahora se trabajará en el desarro- 
Шо de ече mido. 


Іт d 
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14.2 Matriz de rigidez del elemento 


Еп esla sección se establecerá la mabtrizde rigidez para unsolo elemento 
de una armadura con coordenadas locales х. y”, orientadas como se 
muestraea la figura 14-2, Los lérminosdeesta matriz representan las re- 
Інсіспез de cerga-desplaezamiento рага el elemento, 

Un elemento de una armadura sólopyede desplazarse а 10 lago desu 
eje leje х) puesto que las cargasse aplican a lo largo de ese eje. Por lo 
tanto, peden ocurrir dos desplazamientos independientes. Cuando se 
impone un despla á miento positivo dysobec el extremo cercano del ek- 
merto, mientras el extremo lejano se mantiene articulado, figura 14-22, 
las fuerzas desarrolladas en los extre mos de los elementos son 


E AE 
qa = 1 Ф = – н 


Observe que g' 65 negativa porque рага lograr el equilibrio setúa еп la 
dirección negátiva Хх. Del mismo modo, ип desplazamiento positiro д. 
еп e extremo lejano, que mantiene ДІ extremo гетсаты» acticulado, бешга 
14-26 resulta єп las Siguientes fuerzas de elemento 


Por superposición, figura 14-2c, las fuerzas resultantes causadas por 
ambos desplazamientos son 


АЕ АЕ 
яме Чч ¡de (14-1) 
АЕ АЕ 
дету акъ ғ (14-2) 
Esas ecuaciones de carga-despiazamiento pueden escribirse еп forma 
matricial" como 
ре „АЁ 1 кк 
Ur ІІІ 1 ір 
pbien 
| 4 =k'a] (14-3) 
donde 
= МЕГ 1-1 
ААП R 1 (4-4) 
Esta maiz, Б. 52 denomina marz de rigide del elemento, y tene la 
to misma formá рага саба slemeotode ің armadura, Los cuatroclenmentos 
Vigia 14-2 que la componen së llaman cocficieta de influencia de le rigide del ele 


mento, E Físicamente, ky mepresenta La fuerza eo іа Junta i cuando se 


"Ела Apéadios А, ас haco тп rape de бор не cal Тігіп! 
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impone un desplazamiento unitarioen la junta ¿ Por ejemplo. i=j = 1. 
entonces k'y ез la fuerza en la juma cercana cuando b junta bejanase 
manñene Бау la junta cercana experimenta un desplazamientode de =1, 
es decir, 


Del mismo mado.la fuerza en іа junta lejana se determina а partir де; = 2 
¿=1, por lo que 


АЕ 
4 = khe 


Exos dos términos representan la primera columna de a marie de rigi 
dez del elemento, Пе la misma manera, segunda columna dees ama- 
miz representa las fuerzas en el elemento sólo cuando e extremo lejano 
del elemento experimenta un desplazamiento Undaria, 


14.3 Matrices de transformación 
de fuerza y desplazamiento 


Como una armadura está compuesta de muchos elementos (miembros). 

ahora se desarrollará un método pos sansiormár ls fuerzas q del ck- E 
menta y los desplazamientos definidosen coordenadas locales п 000r- 
denadas globales. А fin de establecer una convención, se consider aráque 

іне coordenadas globales positivas están a la derecha ys coordenadas ; 

y positivas hacia arriba. Los ángulos menores entre dos ges plobakes г.у. % 
positivos.y d eje local positivos definirán como €, y 8, Ға! comose \ 
muestra en la figura H-3, Los совспоз de estos ángulos se usarán еп el 

angles matricial que sigue. Éstos se identificarán сото А, =C0s 8, А, = 

cos 8, Los valores numéricos para А, y A, pueden generaría fácilmente 

par computadora unávyez que sebas especificado 185 coordenadas X.Y 

del extremocecrano А ydel extremo ano Fd elemento. Port риро, 
comsiderealekementaNFde Іа агпцкйшга que semuesiraenda figura Ma. 

Ад las coordenadas de № y Fan (ғыл) y (хр.ур). respectivamente, * 


Por ho tanto, { r 

8 AAA (4-5) 

k {лу — га)? + {ye - ум) 
wW YE -Ұм 
А, A а Е Ше 8-Е (4—5) 
' E Vite — ayi + Je > уа А 

Los signos algebraicos de estas ecuaciones “peneraleadas” contarán de ¡A | 
kema automática рага tos elementos orientados en otros cuadrantes del 
planor-y. Figura 14-4 


"Fi origen puede ubicares п. cualquier panlocon ЗЕ, Sin embargo, шага mé mie se lo- 
caliza de moda que les сокта лайт, de todos hos тоја ап росе voz QUO зе HUIR 
па елін tipora 14-4 
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Matriz de transformación del desplazamiento. En las 

coordenadas globales, cada extremo del elemento puede tener dos gra 
ж dos de libertad о desplazarcientos independientes: а Saber, la ушпа N 
- бепе Эм, Y Dx figuras 1450 y 14-Sb,y E junta Fiiene Dr, y Әр, Bgu- 
ғаз l45c y 14-54. Aboras comsiderarán сан uno de cios desplaza 
menos por separado, fin de determinar з: desplazamiento de compo- 
пете а lo lego del elemento. Cando el extremo lejano se mamiene 
articulado y al extremo cercano se de de ап desplazamiento global Li, 
figura 14-50, d desplazamiemo correspondiente (deformación) а lo 
hrgo del elemento ех Әу, сох 0," Del mismo modo, ип desplazamiento 
Гь, осаеогигі que el elemento se desplace Пн, cos й, alo largo del eje 
х figura 14-55, Н etectode ambos desplezamientos globales hare que а 
elemento se desplace 


iy = Dy,cosó, + Dy,cost, 
Гаты га similar, losdesplazamientos positeros De, y Denaplicados 


өп formasucesiva en el extremo lejano F mientras el extremonticano se 
manene articulado, puras 14-5с y 45d, hará que el elemento se des- 


place 
dy = p cost, + D 2058, 


Ss consllera que А, -соз 8, yA, соз Ё representan loscosenos direc 
lores рата el elemento,se tiene | 


Як = Рад + Окул, 
de = Deja, + кА, 


que puede escribirme en forma matricia como 


A 
e Lo 0 a A, Әр, ж: 
Da, 
obien 
4= TD (14-8) 
donde 
„|, 4, 0 d 
z ¿0 0 AA мы 
(4 De la deducción anterior, Т trastorma 105 cuatro desplaz пипне [ГУ 


globales т. у €n los dos desplazamientos d locales т. Por lo tanto, T se 
алықт com la тау de transformación del desplazamiento, 


*El cambio en 8, 0.9, no вв tomará еп cuen la POr e ән MUY peque йо. 
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Matriz de transformación de fuerza. Considere ahora la 
aplicación de la fuerza q, sobre сіскігетю cercanodel elemento, celex- 
кеп lejano se mantiene articulado, На ura 14-67, Aquí las componentes 
de la fuerza global de ¿yen Misco 


Ün: = qy P058, Оу, >= qu соз 0, 


Del mimo modo, sise aplica qpalabarra figura 14-6b,las componentes 
de la fuerza global en Fson 


Or. = greot, (р, 4,соз), 


Con base en los соѕепоя directores і = со ЙА, 2со 0,6 tas equa 
conesse convierten en 


Ом = аА, Оу, 2 ЧкА, 


Он, = y A Or, = Яға, 


que pueden escribime en forma matricial como 


Un а, Рр 
му „| 09 |! 
Un 1 A, de ш 
En, 0 А, (5 
ерга 4-6 
tbo 
0 = т (14-11) 
donde 
= О 
г [a а 
T al (14-17) 
о 4 


En este casa, ТІ transiorma las dos fuerzas q locales (1")que adian en 
kw errero del elemento еп las cuatro componentes de ің fuerza © gho- 
hal (г, y Por comparación, puede establegerse que está matriz de pans- 
formación de la fuerta 65 Ін impuesta de la matriz de transformación 
Фі desplazamiento, ecuación 14-9 
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14.44 Matriz de rigidez global 
del elemento 


Abora se combinarán Jos resultados de las secciones anteriores y se 
determinará la matriz de ridder de un elemento que relaciona las coni- 
ponentes de la fuerza global Q del elemento con як desplazamientos 
globales D.Si езу e la ecuación 4-4 (4 = TD jen lascuación 14-3 
iq = 00),  poable determinar las fuerzas q de los elementos en fun- 
cón de losdesplazamientos globales [ensus puntos extremos, asaber, 


Аізічншіг esta ecueción en la erpii 14-11, Q = Тізе obtiene d re 


sultado final, 

Q= TKTD 
өтеп 

[e-o] (14-14) 
donde 


| к= ТКТ | (14-15; 


Га matriz kẹ la mariz de rigidez del elemento en coordenadas pobales 
DadoqueT?, Ty k' ya seconocen entonces 


А, 0 

к= |? МЕНЕ FiF 7 | 
0 alel- ile OwA A 
UA 


(14—16) 
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La ubicación de сапа elementoen езіп matriz simétrica de 4 х destá 
referenciada con cada grado de libertad global asociado соп el extremo 
cercano № seguido por el extremo lara F Esto se indica mediante la 
notación del número de código alo lago de las filas y cohumnas,es decir. 
№. №. Б. Е. Aquí k representa las relaciones de fuerzadesplazamiento 
pera el elemento cunodo las componentes de la fuerza у el desplaza- 
memo еп los extremos del elementos tán en las direcciones plobales х,у. 
Por lo tanto, cada uno de los términos de la mairitz е un coeficiente de 
mfluencia de la rigidez ky la que denota la componente de fuerza тоу 
en ¡necesaria pará Originar unacomponente ші/пғіп de desplazamiento 
aoada 10 y en Сотк resultado, cada columna identificada de la me 
пы representa [аз cuatro componentes de fuerza desarrolladas en los 
entre mos del elemento савлдо el extremo identificado 5 somete a un 
desplazamiento unitario relacionado con зу соішппя de la matriz. Por 
ejemplo, un desplazamienio unitario Dw, = 1 creará las cuatro compo- 
nentes de fuerza sobre el elemento que se muestrán en E prime га co- 
Мпла de la metre. 


14.5 Matriz de rigidez de la armadura 


Пла vez que 56 forman odas las matrices de mide: de Jos elementos б 
evordenadas globales, es necesano ersambiarlas en 4 orden correcto 
рага que зе puedi determinar la mayiz de rigidez K de toda la arma. 
dura Este proceso de combinación de matrices de los elementos de- 
pode de una cuidadosa identificación de Ке miembros decada пажа 
del elemento. Como se analizó en la Sección aritenior, estose hice por la 
бея puación de flas y соһшшйд de la mariz mediante loscuatro one. 
ros de códgo MAN), Fa F que se wilian рага identificar los dos grados 
de ibentad plobalkes que puedes ociarís en cola exdremo del elemento 
(vea la ecuación 14-10). La matriz de rigidez de la estructura tendrá en- 
kmces іш Orden que sem igual al púmero de código mayor asigoado я 1а 
armadura уа que represen ta la cantidad o tal de gradosde libertad para 
їп estouciira, Cuando se emamblen bas matrices k,cada elemento en k se 
pondrá entonces оп su misa designación de fla y columna еп la mariz 
de rider de la estructura K. En particular cuando dos o más elementos 
еніп mnuerctados а а тісте junta о nodo, entonces agunos de los ge- 
mentos de cada matriz К del elemento se asignarán а la misma posición 
еп la matriz К. Cuando esto ocurre, dls elementos asignados a La ubica- 
cía común deben sumarse algebraicamente. La rin de esto se hace 
evidente Si se tiene en спеша que caña elemento de Б matriz k repre- 
sentala resisieaciadel elemento a una Merzaaplicada еп өз extremo. De 
esta manera, la sima deestas resistencias en la dirección хо у al formar 
fa matriz K determina В tenda ial de cada junta a un desplaza- 
miento unitario en la dirección го y 

Ese méodo de ensamble de las matrices de los element03 раға for- 
mar la matriz de rigidez de la estruct urase mostrará ahora mediante dos 
ejemplos nominc, Aunque este proceso es algo tedioso s se hace me 
nalmente resulta más fácilsise programa en una computadora. 
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EJEMPLO 4:1 


Determine la matiz de rigidez de la estructura pera la аппа dura de 
dos dementos que зе muestra сп la ши М- W. АЁ ез constante, 


Figura 14-7 


SOLUCIÓN 

Por ingp=cción, Y tendrá dos compost de desplizamiento desco- 
тосый еп tanto que ls juntas Фу Pestarán mitades por el despla- 
тйтіегід, En opusecuencia, las componentes del desplazamiento en la 
рма 2 se codificán numéricamente en primer Ішріг, seguidas por las 
de las articulaciones @ y Ù fgura М-ТЬ. El origen del sistema de 
coordenadas globales puede ubicarse en сиацшег punto Para mayor 
comodidad, se elegirá la junta D,como se muestra. Los elementos se 
kencan de foma агай y $e trazan flechas alo largo de los dos 
elementos para identificar los extremos cercano y lejano de cada eke- 
mento, Abya pueden determinarse los coseños directores y la оц 
де пекістрага саја elemento. 


Elernanto 1 Сото È esel extremo cemano y Y es сі extremo k- 
jano, entonces a partir de [аз ecuaciones 14-5 y 14-б,зе бепе 


9 |, D-0 


A — mj ы ета 


Con bee en la ecuación }4-(б„зї se divide cada término entre {, = 3 
pies, sc Пепе 

2 3 4 
ð 0:03 п 
0 g 0 
0 033 0 
0 0 0 


Los сйюшШов pueden verifwarse еп pare al observár que Қ es sme- 
trica Tenga еп cuenta que las filas үспіпшпізеп ke identifican por 
los grados de libertad х уеп є extremo cercana seguidos por d er 
memo Ісі ипо,25 decir, 1,2,3,4, respectivamente, раға elelemento 1,0- 
ұша М 75.Esto ж hacecon d На de identificar los términos раа el 
ensamble posterior en da matriz К. 


М5 Магас бё осы? 05 зА ЭҚМыхмА 549 


Elemento 2. Como 2 ез elextremo cercano y Ф езгі extremo k- 


Asi la ecuación 14-16050 L = Spiesseconvierte en 
1 2 5 б 
007 0056 GUFA —0.0%6 |1 
0004 0124 -0096 ——0128 |2 
чю 0096 ойт2 1006 13 
-0096  — —01%% 00 0128 |6 
Ады las Бие y colamons se identifican como 1,2, 4 Қ puesto que 


ейік números representan, respectivamente, los grados de libertad =. 
уеп Къ extremos cercano y Hago del elemento 2 


k= AE 


Matriz de rigidez de la estructura Esa matriz tiene una orden 
de 6 х ponus Бау 545 grados de bbertad designados pará laarma- 
dera. bgura M-76,Los elementos correspondientes delas des maites 
тете $e suman algebrascamente pará fórmár і mátrz de rigpider 
de la estructura. Quizá el proceso deemamble es más Несі de obrer- 
varsi las columnas y fies numéricas faltentesen k y k, Secrpanden 
өлі остов pará formar dos matrices de 6 х 6, Entonces, 


K=k¡+kz 


AL 096 


ARA 0 AZ б 
0 1046  —0128 
ü 
ü 
HUFA -шже : 1096 
4,096  —2128 0.128 


mse usa ши computadora рага eta operación, por lo generalise em- 
piezacon шпа К donde todos los términos son cero, después conforme 
se generan las matric es de rigidez dobales del elemento, Éstas se cobo- 
candirectamenteen аж Mapectivis posiciones elementales en lama- 
гі? Куеп vez de desarrollar las malrices de rigidez de cada elernenio y 
almacenarlas, para después emamblarlas 
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Determine la mate de rigidezde la estructura para la madum que 
se muestra en la figura 14-84. AE escoostante, 


SOLUCIÓN 


кш — — 4 Aunque 1 somadura es estáticamente indeterminada de primer 
E grádo, сяо no representa шорупа dificullad рага 6 obtención de la 

| Же й matrizde пет бе estructura. Cada junta y cada cementowe iden- 
кірі p Шап numéricamente еп forma arbitraria, y 105 extremos Cercano y 
Ға” ljano se indican médimte fechas а Іс largo de los elementos. Como 

| / “ se muestra en la figural4-8b, los desplazamientosno restringidos se 
| codifican numéricamente en primer iugar. Нау ocho grados de hbertad 
а j рага la аптимйшгп y por Іоївпіо, Kserá une matrizde 8 X £ Con сійп 
ним——з de mantener todas іе coordenadas de las juntes роэліуаз е! origen de 

(а) las coordenadas globales se еһе еп D.Ahon se aplicarán las ecuacio- 


nes 4-5, 14-6 y 14-16 a cada elemento. 


Elemento 1. Agui Г. = pies demodo que 
Е 11-1 0-0 


ш >? AA 
122 6 5 
м о зм oli 
ka] 9 0 о о 
“ца м о | 
о о 0 


атап о 4 Aquí Г = Upes entonces 


„== = ы б 
1 ра 83 4 
Y Ө ШІ 
0 0,11 


Кут AE 
0 


14.5 


Elaméntod. Agui = 10 pies, de modo que 
10-0, 10-10 _ 


"г а р 0 


ElamantoS. AguiL = Lg V2 pies porlo que 


10-0 
үу 
3 
0035 
k, = дЕ| "995 
(035 
0.0% 0.035 


Elamantoá. AQUEL = 10 рі, entonces 


Мага DE жоса? DA LA AMALIA 


Matriz de rigidez de ia +g tructura. Аһота lasseis matices аще- 
dores puedep ensamblarse ер la пішіп: Қ дей х Salinoar аена 
camente as elementos correspondientes. Por ejemplo, puesto que 
(Қал "АЕ ФҚ (К), = АЕ(0035). (Бум = (kuh "АМ = Aeh 
= 0, entonces, Xy = AEDI + 0035) = AE(0.135), y así sucesiva 


mente. Por lo tanto, el resuitado final es 


о u ФА л Д са ,- 
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14.6 Aplicación del método de la rigidez 
para el análisis de armaduras 


Lina ver que se foma la matriz de ngider de le estructura, das compo- 
nenies de fuerza Elbal © que аспап sobre la armadura pueden relacio- 
nar con sus depla zamientos ею мес D utilizando 

Q = ED (14-17) 
Exa еспайбп se conoce como 1а ecuación de rigidez de Б антатинь. 
Como siempre se han asignado los púmeros más bajos de códio рага 
idemificar los grados de libertad по restringidos, esto permitirá ahora 
haceruna partición de la ecuación еп la forma Siguiente:* 


o [ЯМЕ ial шз 


О, [h = сїїрдї extemas y desplaramientos conocidos aquí las cirgas 
eaten en la armadura como parte del problema, y los des- 
plazamientos suelen especifcarse como igusles a cero debido 
alas limitaciones de soportes mmo pasadoces o rikos 

0,0, = cargas y desplazamientos desconocidos,aquí las cargas 
representan las reacciones desconocidas en lossoportes 
y los desplazamientos se presentan еп Ba juntas dende el 
movimiento no езй restringido en ши dirección particular. 

К = matre de rigider de la enrad нга, que se parte рагазег соп» 
pañiblecon las particionesde бу 12 
Al expanda la ecuación 14-18% obtiene 
T = КП, + Кы (14-19) 
О, = КП, + KaD, (14-20) 

Muy а menudo ТА = Apuesto que los soportes bo se desplazan, Cuando 

se da este caso, la ecuación И- 19 зе convierte en 

©. = Кр, 

Como los elementos de la matriz partida Кү, representan la гезіңіггігін 
юха! en una junta de armadura а un desplazamiento unitario ya 56а en la 
dirección х о y Entonces la ecuación anterior simboliza la colecdón de 
todas las ecuaciones de equilibrio de fuerzas aplicadas в hs juntas donde 
has cargas externas son сего о henen un vior conocido (Q,). Si se des- 
pea D, гем ка 


п, = іка '0, (4-21) 
Пе eta ecuación puede obtenerse una Sotución directa раға pins los 
desplazamientos de juma desconoddos £otonces, 1 panir de la ecuación 
1426 соп DO, = 0 seobMiene 
Q, = кір, (14-22) 

пі base en la cual pueden obtenerse Las reacciones desconocidas en los 

Las fuerzas del elemento pueden delerminarse mediante la ecua- 
ción 14-13 asaber; 


аз ЕТІ) 


“Бис esquema de partición wri evidente ск dos еүстріке титси» que siguen. 
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Al expandir esta ecuación se обеспе 


Бу; 

[2]. а 1 а" A о 0]D,, 
yl El- alo 0 a ajo, 
L Dr, 


Comoqy = ар par el equilibrio, sólo debe encontrarse wa de las 
fuerzas. Aquí se determinará өр а cual ejerce tensión еп e dsmrcito, E 
аша М-2г. 


(423) 


En particudar.si el cesultadoque se calcula mediante esta еспасібп es ne- 
galivo, eones el elemento está en compresión. 


Procedimiento de análisis 


El siguiente método proporciona un medio рата determinar los desplizamientos y Вз 

rescciones en Юз apoyos desconocidos рага uni armadura 1410 міс el método de la ті. 

Кет. 

Notación 

* Establezca el sistema de coordenadas globales х,у. Рог lo general, ctorigen se localiza 
еп uná junta pera la сой las coordenadas de todas las demás juntas son postivi. 
Eentifaque cada junta y elemento en forma numérica, у езресінерне arbitrariamente 
Ее extremos cercano y leo decada elemento de manera sioibóbica al dirigir una 
flecha а lo lago del ebemento ті la punta dirigida haga el extremo jano. 
Especifique los dos mimeros de código еп ceda junta, considere los mineros тн 
bajos para identificar los prados de libertad но restringidos seguidos рог los Rúmneros 
mayores para idemif icar los gados de Ebertad restringidos, 

* Con base еп бі problema. establezca р, y Q- 


Matriz de rigidez de із estructura 


+ Pura cada elemento, determine A y A, y la matriz de rigidez del elemento usando В 
ecuación 14-16 

= Ensamble estas matrices para Жұтпаг la matiz de rigidez de toda la armadura, como 
se explicó en h знай 14-5. Para verificar parcialmente los cálcdos, revise que las 
matices de rigidez del elemento y la estructura явап SETAS. 


Desplazamientos y Cargas 


в Pana la mari de rigidez de la estructura.corpo do indica la ecuación 14-16. 

a Determos dos desplazamientos desconccdos D, de lajunta medame la ecuación 
14-21, las reacciones en los soportes Q, соп bres еп 1а ecuación 14-22, y cada fuerza 
de elemento q; капс Ін ecuación 14-23. 
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EJEMPLO 


Determine la fuerza en cada uno de los dos elementos que componen 
la armadu га que se muestra en la figura 14-9r.4£es constante. 


SOLUCIÓN 


Notación. Еп Ь figura 14-Wbse muestran el Origen de x, y yia mi- 
meración de las juntas y los elementos, Además, 109 txtremos cercano 
y lejano de кїм los elementosse identifican mediante echas y se 
usan números de código en cada junta. Por inspección, puede verse 
que las desplazamientos externos conocadosson Г, =D = 4 = F}, 
= inclusive, ds cargas externas emocidas Эп (АД = U, Q = 2 Е 

Pur botanto, 
3 
4 

Г, = 

ы 5 
6 


Matriz dẹ rigidez de la estructura. Сізс emplea la mima nota- 
ción que se шд aquí esta matri yas desarrolló en el ejemplo 14-1. 


Desplazamientos y cargas. —Alescribie la ecuación 14-17, Q = КО, 
рага eta armadu ra зе бепе 


0305 0996 |-і)233 о -0072 -0096” Із, 
00% 98.0 0 -0%6 -0128 |р, 
0333 0 0 ü G 
0 0 Q ы; 

Q 

Q 


Ü 
о 0072 0096 
б 0.056 б1зя 


А partir de esta ecuación за puede identificar Ky yat determinar i}. 
Se ve que la mudiiplicación de matrices,como m ecuación 14.1%, re- 


silla еп 
D 0:405 ШИБИР i 
2 АЁ hos 0128 ы Ы М 
Ақш resulta Есі гезсіуес mediante uma expansión directa, 
0- АЕ(04050) + CGD) 


-2 = AE (0096+ MZED; 
Fisicamente estas ecuaciones representan EF y=0 y 2F, = 0 aplicadas 
ala junta ©, Despejando, % biene 
—19003 
ana A AF 
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For inspección de в figura 14-95, de beho se esperaría la ocurrencia 
de un desplazamiento hacia la derecha y hacia abajo еп ін junta 2 
жәйіп 10 indican los ірпоз positivos y negativos de estas respueslas. 

Con estos resultados, aborase obtienen las reacciones en Los sopor 
les а partir de la ecuación (1), escrita en la forma de Н ecuación 14-20 
(о la ecuación 14-22) como 


о. -03 33 0 


ЛЕГІ 0 al pal 
g: -0 072 -00% |4:El -19.003 


— ы сш 


0.006 -0128 


Al expander y despojar las reacciones, 


A = 033% 4508) = A5k 

О, =й 

Q = 00714505 — 0.096(—19.003) = 15 k 
Qa = -0096(4505) — 0.128(—19.003) = 20k 


La fuerza en coda elemento se encuentracos Базе еп la ecuación 
14-23. Empleando los ditos para A, y A, еп el ejemplo 141,1 bene 


Ей тте пі: A =l, À ті, Lm 3 pies. 


4505 |1 
19003 |: 
Q 3 
0 4 


1 234 


A а o] 
mn.” AE 


m-|--4565] -15k 
Ентипіо2і A UA, ор T= 5 pies 


1 2 5 6 l 


AE 
p=- -96 -ив u6 08| 


0 


= <1-08(4505) — 0.8(—19.003)] = 25 k Rey. 


For supuesto, estas respuestas pueden verificarse mediante el equib- 
bro, aplicado en ИН junta 2 
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EJEMPLO 4:4 


4% Determine las reacciones en bos soportes y la fuerza еп el elemento 2 
de la armadura quese muestra еп la боша М 106. АЕ es constante. 

та А 

ч 2 

ы Фф 
юрез „Р, SOLUCIÓN 
+ 

^ ” | Notación. Se numeran las juntas y los elementos numerados y se 
^ М establece сі origen de dos ejes г.уеп E figura 14-102. Además, las 
L ааа = “4 бесһаззе usan para hacer referencias los extremos cercano y lejano 


de cada elemento. 9 se emplean los números de vcódEo donde dos nú- 
meros más bajos indican los grados de libertad ro restringidos, Гірша 
{a} H- 106 зе tiene 


ы а-ы =“ 


Estructura de la matriz de rigidez. Esa matiz se determinó еп гі 
ejenplo t4-2Zcon b mima notación que еп 1а figura 14-105. 


Tb) - 
= Desplazamientos y cargas. Рага este problenm Q = КР ез 
g 0135 9035 0 0 —01 —0035 —0.035 [| А 
Ф 01025. 135 0 -Ul 0 0 -П035 -0Ш% || O, 
2 0 u 0135 -015 00% Q035 —Ш 0 Г, 
-4 р" 0 el 04135 01325 -nes 0.435 0 o Ё, 0 
0 0 б 0035 -005 01355 -0435 0 Т Ds 
9, -ІШ 0 005 0035 0095 0135 0 ü 0 
о, 0035 —4035 01 0 0 0 05 0035 || 0 
Qi 0035 -0035 0 0 gl 0 0055 оа 


S аё mulbiplica de modo que pueda Esymularse Га еспасфо 14-18 del 
despltambento desconocido, 54 obtiene 


o 0135 0035 0 0 0 D 0 
i 0035 0.135 Ü —41 0 D ü 
2| = АЕ | 0 0 5125 0035 0:035 || Pf +0 
-d 0 —111 (10135 0.135 —0035 | D, 0 
i ü 0 0038 0.035 0.135 | D; 0 
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Al expandir estes ecuaciones y despeja los desplazamientos resulta 


D 
D, 
0; 
п, 
D 


Sise desarrolla b ecuación 14-20 a partir de la ecuación (1). em- 
pleando los resultados calculados, se tiene 


0.0865 


Al expandir y calcular ba reacciones en Юз soporta se obtiene 


Q = -4.0k 
О. = 20k 
о, = 40% 


El signo negativo рага Q, indica que la rescción еп e soportede ogi- 
lador асйа en la dirección: negativa. La fuerza еп el elemento 2 se 
encuentra a partir de la ecuación 14-23, donde desde el ejemplo 14-2, 
A, =0307,4, = ОЛ, L= 10V2pies. Entinces, 


1754 
0020 
0 
0 


АЕ 1 
ж----|-П0707 ÆA 0707 (лл — 
i 10/47 l Paz 


= 256k 
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Determine la fuerzaen el elemento? delensamble quese muestra en 
kh Паша 14-1 1с я е] soporte сп la junta © se asienta 25 mm hacia 
abajo. Considere que AE = ПІР) EN. 


SOLUCIÓN 


Notación, Fr comodidad, el Origen de 183 coordenadas рісімісз tn 
Ы Bra 14-1 ib se establece La шіз Y y como siempre, los números 
más baos del código se usas рага haces referención losgrados de li 
bertad no restringidos. Por lo tanto, 


faja 


Ф = jól 


A A А і 


Matriz de rigidez de іа estructura. Contaseen lgecuación 14-16. 
se ene 
Elemento T 4 «ОА, ж L £ = дт, йе modo que 


3 4 L ї 
о d 0 3 


09 б 
а -03 


0 1 
0.323 | 2 


A, = BA, = 06,8 = 5 m.entonces 


1 2 5 Б 
0128 00% -0 128 — 0.0% |1 
k = AE | Ше 0072-00006 - 0077 |2 
0328 Чий ара 0696 |5 
чие ES 
Elemento 3: л, = 1А, = 0 L =4m,entonces 
T Е 1 2 
ои 0 -oB 0]? 
у= AE а во ай 
о 025 nji 
t а в 0]2 
Al епзапа рг estas mairioes,la matriz de rigidez de В estructurase 
convierte en 


ù 
= 0 0% 0 jai 

0 

ù 


И-И-И E шы 
-E шз шэ = — ш = — шош 
1 ш л Ф о ж ы ыу = 
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Desplazarrde ntos y cargas. Aquí = KD resulta en 


1378 


017 
т [i 


Al desarrollar ka solución рага 
балы 


:0 
JAN 
Ее 

9 

ig 

Ж. 

В 

Ф 


y 
0 
В 
а а 
hos 


desplazamientos, £culción 14-19 12 


ITA (90170; 


| РТ, 0 -012я 0а ғы 
10.0% үө] РЧ 


lo -aas -от -002 0 


Пе donde se obtiene 
0 = АҒ|0278% + 0096D,) + 0] 
(О = AE ОО, + 04050) + 000833] 


Al resolver estas ecuaciones Simultáneamente da 
E = —002187S т 


А pesar de que по es песевагін calendar las reaeciónesean los soportes, 
4 asi se безеп pueden encontrarse а parto de la expansión defmida 
por ы ecuación 14-20. Si seusa la eciación 14-23 para determinar la 
fuerza en el elemento 2 resulta 


Hamato 2 А, =- 084, =-06 L = 5, AE = 3107) kN de 
ын Т 


00056 
Bl it 
й) = ды? 105 06 -94 -06] 0 ойы 
ü 


В) 


=— (000444 - 00131) = -13.9KN Бар 


Usando el mismo procedimiento, $e muestra que le fuerza en el ele- 
mento 102 = ВЛАК yen g cemento 3.0; = 11.1 ЕМ Los resulta- 
dos se muestran en el diagrama de cuerpo libre de Е junta 4 figura 
14-1101 cual puede comprobarse que está en equilibrio. 
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14.7 Coordenadas nodales 


En осафопен, шш armadura puede ear soportada mediante un rodillo 
st uado en un plano inclinado ycuando esto ocurre la restricción de coro 
dedexrión en el soporte (nodo) но puede definirse directamente єп 
pleando ш soto sistema gobal de coordensdss horizontales y verbeales, 
Por ejemplo, considere la armadura en de gura 14- |22, La condición de 
desplazamiento сего enel nodo D está def midasólo a lotargo del бе y”. 
y debódo a que el rodio puede desplazarse a lo largo del ge v. еже 
nodo endri componentes de desplazamiento а [о large de ambos ges de 
coordenadas globales, x.y. Por езіп тарда по es posible inclui la condi- 
аба de desplazamiento сего еп ede nodo al escribir la ecuación de rigidez 
global de Із armadura usando Коз дез e, y,sin hacer algunas modificado- 
nes en el procedimiento del análisis matricial 

Para гехоКег este problema, de modo que pueda incorporarse fácil- 
тегіс еп un análisis de computadora se empleará un conjunto de opor. 
denadas nodales x^ y” que se localiza en e soporte inclinado, Estos ges 
езіп orientados de modo que las reacciones y Юз desplazarnientosse 
encueniran еп los soportes a lo largo de cada uno de tos ejes de cocrde- 
nadas, figura 14-120. Con el fin de determinar la ecueción de rgidez global 
de la armadura, se vuelve necesarodesarroMar bs matrices de ітаъѓог. 
mación de la fuerza yel desplazamiento pera cada uno de loselementos 
conectados eneste sopie. рага que los resultados puedan sumarse еп 
el mismo sisterna qe coordenadas global, х,у. Yara mostrar cómo se hace 
esta,considere el elemento 1 de la armadura que se muestra en la баша 
14-124 con un sisiema de coordenadas globales х,у en el nodo cercano 
(№ у un sistema de coordenadas nodales Х7,у” en el nodo kjano(P). 
Cuando se producen desplazamientos D de manera que tengan compo- 
pentes а lo largo de сык mo de eos дек, comose muestra en la баша 
14-12c losdesplazamientos d en la dirección х” вю largo de bos extremos 
del elementose convierten en 


de = Dypt + Бр 0850), 


Figara1d- 12 
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Билл ecuaciones pueden esenbirse en forma matricial como 


бу, 
к; Е b A, о 0] Dr 
Us 0 0 а. Asi Des 


Dry 


De meo modo 185 fuerzas отут extremos cercano y lejana delele- 
mento, Балға 14- 124, tienen componentes Q alo largo de los ses globe- 
lesde 


Qu,” пы соё, Dw, guo, 
Оре = gros 66 (Қ, = qreosé y 


las cuales pueden ехртезізе сото 


Ox, A, 0 

0», - A 0 ы | 

Or О А, {др y y 
Ory 0 Ap | 


Las maiñoss de iransiormación del desplazamiento yla Fuerzaen las 
ecueciónes anteriores зе аап pará desarrollar la matriz de rigidez de 
ciemne mio para esta situación, Al aplicar Ін ecuación 14-15 зе tiene 


к = ТКТ 
А, 0 
к=|% 0 - 1 A А d 
( А, —1 0 4. А, 
0 қ 


Si se realizan las operaciones matriciales, resulta 


м МА, Ardy АА 
АЕ) Аа, Ар АА АА 
к= a А. E in (14-24) 
МА” -ААу А-А, 5. 


Exa matriz de rigidez se usa después para cada elemento que esté tO- 
nectado а un soporte de rodillos inclinado, y el proceso рага ensamblar 
Б matrices y formar la matriz de rigidez de la estructura sige el proce- 
dimiento acostumbrado, El siguiente problema de ejemplo busa mu 


apticación, (а 


5682 Гарітло 4 ANÁLISIS ГЕ ARMADURAS UTILIZANDO El MÉTODO DE 1А RIGIDEZ 


EJEMPLO [14.6 


DAN Determine les reacciones en dos soportes para la armadura que зе 
| muestra еп Ін figura 14-134. 


Зо SOLUCIÓN 


Notación. Comcel sopor de rodillos m se encuentra sobre un 
plano incimado, en ete nodo deben usarse coordenadas nodais. Se 
nume гап has juntas у loselementos y se establecen los ges ¿dobles х. 
yen el nodo T.figura 14-136. Cibserve que los múmeros de código 3 y4 
están a lo largo de los ejes x", ya Mm de poder usar fa condición de 


que, =0 


Matrices de rigidez de los elanmantos. [es matrices de cigidezde 
los elementos 1 y 2 deben desartollarse mediasite la ecuación 14-24, 
puesto que esta clement os benen números de código en la dirección 
de ке ejes globales y nodales. La matriz de rigidez para o elemento 3 
se determina de Е forma habitual. 


Elemento 1. Figura 14-134, = LA, = 0, A = (707,4 „ = —0707 


5 6 3 4 
5 025 0 -01775 017675] 5 
і в к = AR 0 0 0 0 б 
| Pa ig” "| -0176575 о 0125 -п125 |5 
т 5 ху” 017675 + -0125 25 Ja 
еа r 
© 
Ейеммїр 2. Figura 14134. 4, = 0,4, = —1, А = -0707 Ay = 
0107 
pa 
A ө | ж y 0 0 0 L 
“ М $ eS А 
ts ЛТ" 0 -02357 01667 01667 |3 
E 0 02357 0166т 01667 |4 
) 
4) 
Figura 14-13 Elerménto 3. 4,= 08,4, = 06 
3 6 1 3 
0.708 (0% -0128 0.096 |5 
ksa] 986 002 0096 -0.072 |6 


-і12 -a 0128 {нй |1 
—006 0072 ою uN72 |2 


Matriz de rigidez de la estructura. АЈ ensamblar estas matrices 
рага determinar b matriz de rigidez de la estructura.se bene 


0,456 0 0 -Q28 


04053 -П235) -(,2357 00096 
-02357 полет | 00417 017675 
4235) 0.0417 0,2917 0.12675 
«00968 017675 017675 0.27% 


—0.072 0 0 01096 


Sse realiza b multiplicación matricial de las particiones supertoresse 
pueden determibán tos bes desplazamientos desconocidas ГУА] resol- 
ver simultáneamente hs ecuaciones resuliames, єз decir, 


D; = 


Las maociones desconocidas {} ж obieneo НІ mühiphcar las mares 
partidas inferiores en la ecuación (1) S se usan los desplazamientos 
tabcutados, detiene, 


Qa = (352.5) - 02357(-1575) + 0.0417 ~ 127.3) 


=31.8kN 


—0128(352.5) - 0.096(- 157.5) - 01 7675 (-127,3) 


-7.5 kN 
—Q096(352.5) - 0074-1575) + 0(-127 3) 


-22.5М 


М.27  COGRGEN ADA 5MNOD MES 


0.096 
0.072 
0 
0 
Ф096 
0012 
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14.8 Armaduras con cambios térmicos 
y errores de fabricación 


Si algunos de los elementos de la armada se someten Н ип aumento O 
dsmerudcén de $ longitod delado a canbios térmicos о егиз de Fim- 
cación, es necesario usar el mácdo de superposición pera obtener la solu- 
ción. 1 сапіепог requiere bes pasos, En primer logar,se calculan Las Fuer- 
zas фесигето [фп necesarias para Aiia el movimientode nodos como 
el causado por E Тепурегаплв 0 los enpres de fabricación. Ensegundo 
lugar.se colocan fuerzas iguales pero apuedas sobre los nodos de laar- 
тайға у эе calculan losdesplazambentos de lod nodos mediante ип and- 
hs тілігісізі. Por último, se determinan las fuerzas reales de los chemen- 
tos y las reacciones en la armadura тешле Ін superposición de estos 
dos resultados, Par supuesto, este procedimiento sólo és necesario la a- 
madura es estíticamente indeterminada. 51 la viga esestóbcamente deter- 
minada, bos desplazamientos en dos nodos pueden encontrarse гале 
este método.sin embargo, los cambios de temperat ura y los errows de ip- 
bricación па afectarán les rescciones y las fuerzas de elemento puesto 
que la armadura ёз рге de ajustarse a ke cambios de longitud. 


Efectos térmicos. біш elemento de ura armadora con longitud L 
estásigelo а шп aumentode temperatura AT el elemento experimentará 
un aumenta ensu longitud de А/.- «AF donde о сз сі cocficiene de 
схрапзібп térmica. Una шегта de compresión q, aplicada al elemento 
causará una disminución enla longitud del elemento de АР! = LA E. 
Si se igualan estos dos desplazamientos, entonces 40 = АЕшА?. Exa 
fuerza mantendrá fijos les nodos delelemento, comose muestraen la fi 
яма 14-14, y entonces $e бепе 


(ах = АҒаАТ 
Observe дое я осите ша dismingción de la temperatura. empaces AF 
se vuelve negativo y edas fuerzas invierten la dirección а fin de mame- 
ner el elemento en equilibrio. 


Esis dos fuerzas pueden bansfoemarse en coomienadas globales 
usando laccueción 14-10,de donde seobliene 


(Ludo A, 0 A, 
Ludo = A, 0 . | Ñ - ARMAS A, 

| de Pa АЕаАТ| | АЕаАТ| | (14-25) 
(Олуь 9 А, “Ay 


Errores de fabricación. 5і 10 elemento de aemadura se hace de 
maado largo еп шпа cantidad АР. aies deajustarseeo la armadura, en- 
tonces le fuerza gy necesaria para mantener al elemento en su longitud 
de diseño L es q, = АЕА, por do que para el elemento de la figura 
14-14 setiene 
AEAL 

L 
ы АКА. 
Құзға 14-14 (arde 7 


Lada > 
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Si originalmente el elemento es demasiado cono, entonces АЁ, ж vuelve 
negativo y estas fuerz аз se invierte п. 
Ел coordenadas globales, estas fuerzas son 


On zh År 
(who | „ лез | a, 
{OF А" L A, 
(Qs rh =à, 


(14-26) 


Análisis matricial. Еп е сазо general, і ше armadurase somete а 
ta aplicación de fuerzas, В cambios de temperatura y а errores de fabrica- 
ción, la relación inicial de fuerza-despiszamiento para la armadura se 
convierte en 
Q = KD +Q (14-27) 

Aquí {es ша matriz соћиппа рага toda Із armedura, de las fuerzas de 
extremo fro iniciales, causadas por bos cambios de temperatura y los 
errores de fabricación de los elementos definidos en hs ecuaciones 14-25 
y 4-26, Esa ecuación pede partirse en la бота siguiente 


НЕГЕ 


Si se leva а cabo Ін multiplicación, resulta 
Ф; = ҚЫП, + K 1D + (Quo (14-28) 
О, = KM, + Ҝ + (Quo (14-29) 
De acuerdo сол el procedimiento de superposición descrito antertor- 
mente Jos desplazamientos desconocidos D, determinan а partir de la 


primera ecuación al restar EpD y [еп ambos hdos, para (серб 
despejar ІЗ, De esto se obtiene 


О, = Кїї}, — KoD; — (Оу) 


Una vez obtenidos estos desplaza mientos nodes, las fuerzas de los ele- 
mentosse determinan рог arper posición, es decir, 


q=k TD+qg 


М esta ecuación se expande para dejerminar la fuerza en el extremo be- 
¡ano del elemento, resulto 


Гру, 


AF 
4: = т^ 74, A, А + (4,% (14-30) 


4 Юу, 
Юу, 


Exe resultado es simitar а la edlación 14-23, excepto que «quí se tiene 
el término edicional (gp), 10 que representa la fuerza de extremo fijo 
inicial debida а los cambios de temperatura уп errores de fabrica 
ción comose definió anteriormente, Tenga en cuenta que Я el resultado 
calculado а partir de esa equación es negativo, el elemento estará en 
compresión. 

Los dos ejemplos siguientes ilustran la aplicación de ete procedi 
meno, 
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EJEMPLO 71427 


Determine la fuerza en los ele mentos 1 y 2 del ensamble articulado 
que se muestra en la беша 14 15, si el elemento 2 зе hizo 0.01 m más 


corto de lo esperado antes de ajustarlo en su lugar. Considere que AE 
= 210% ШМ, 


Figura ld 15 


SOLUCIÓN 

Como el dementoes сого, entonces AL = =ОШ my por lo tanto.al 
aplicar la ecuación 14-26 en el elemento Ż con A, =-08, А, = -06. 
se tiene. 


Quo 08 00016], 
(оз, | _ АЕ(-00)|-ов| | ажа) 
lod 3 08| = -acars |5 
(05% 06 00012 |6 


La matrizderigidezde la estractura paraest ensamble yase ena 
Месію en el ejemplo 14-5, Al aplicar la ecuación 14-27, зе obtiene 


El — i! 


PPEPPRBO O 
ца піш м E бо 
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бізе parten las matrices de ka manera que se muestra үзе Жсуа a cabo 
ll multiplicación para obtener lis ecuaciones de los desplazamientos 
desconocidos, resulta 


9ле 0378 0.096 | АЕ] 0 0128 
ў “11806 oas llen із 03 -0 


о que да 
0 = ARRS + 00960,] + AETO] + АЕ] 
0- А0960, + 04050] + AEQ} + AE[O.0012] 
А] resohver estas ecuaciones simultáneamente, 
т 0003704 т 
Di = -0002084 т 
Aunque по зең necesaria, les reacciones Q pueden determinarse al ex 
pandir іа ecuación (1), siguiendo e formato de h ecuación 14-29, 


А Ба de deterenmar da fuerza еп los elementos | y 2, debe aplicarse 
b ecuación М-30 por lo tanto se ene 


Elemento 1. A, =04,=>1L£=3mAÉ = 810%) kM.de modoque 


Elemento 2. А = ОВА, =-06, L = 5 m,AÉ = B00 )}kN por іо 


0,003704 


XA t en 3(10%(-0.01) 


0 
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EJEMPLO [14.8 


El elemento 2 de la armadura quese muestra еп Ға figura И- 6 se so- 
mete а un aumento еп ѓа temperatura de ISF. Determine іа fuerza 
desarrollada en el elemento 2 Comsidere que т =65 00 "YF. Е- 
2910" Mbrpulg?.Ca da elementotiene un йг са transversal de А =0,75 


SOLUCIÓN 

Como bey ші aumento de temperatura, АГ = 4+150"F. Al арбсаг la 
ecuación 14-25 еп d elemento 2, donde A, = 0.7071, A, = 0-2071, se 
бепе 


(0d 07071 0.00068 9325 
(Oh | _ 07071] | 0000689325 
хы мысыны күрен 4E тенген 


(Cue 0.7071 -шиккжыоз5 |8 


La matriz de пекісг pira esta armadura yase desarrolló en ct ejemplo 
4-2. 


0 0 0 :-м mwas ms Г Рр, 
0 ul 0 ¿0 -0485 005 || 2. 
0135 4035 ë 0025; -0035 -йі р 
-ШЮ% Mas 2035 |! 0035 0 Т) 

ыз: —0,095 


. 
в 
H 
2212 —- r 2% 


Saas ОЗУБ -й08) 01% 00 


бо ооо о 
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Sise expande para determinar les ecuaciones de los desplazamientos 
desconocidos, y esas ecuaciones se resiehen simultáneamente, Te- 


O = 01002077 pies 
D, = —001187 pies 
By = -NURON pies 
ih = —000984B pies 
Ds = 0002077 pies 


Соп base en la enuación 14-30 es posible determinar lafuerza en el 
elemento? setene 


01002077 
701 2 
= A (-0707 0707 0707 0707) q” - 075129 108 )116.5(10*)1(150) 


0 


= 6093 Ь = -609 k Кар. 


Observe que el simento de temperatura еп e elementi 200 can 
Багі шақша reacción en Їаагтафига puesto ue еп lo externo Li ar- 
maña ез estáticamente delermmada Para demostraresto considere 
hexpansión dela matizde laecuación (1) para determmar las reac- 
симез, Соп bles en tos resultados de К desplkzamientos зе tene 


Qs = AE [-01(-0.002027) + 0 — 0.035(-0002027) 


+ 0.035(—-0.009848) —0.035(-0.002027)] + AE = 0 


Q; = AE[-0:035( -0.002027) — 60351 -0.01187) 


-01|-0002027) + 0 + ( + AE[-0:000689325] = 0 


О, = AE[-0.035(—0.007077) — 6035(-001187) + 0 


+ 0 — 0.1 –0002027)] + AE |-0.000689323] = 0 
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14.9 Análisis de armaduras espaciales 


- e 


El ап жї de ls armaduras espaciales estáticamente determinadas e in- 
determinadas puede reulizarse empleando e mismo procedimiento 
destrio anteriormente. $ embargo, perateneren сиеп bos aspectos 
iidimenscnales de problemaes necesario inclur elementos adiciona- 
Ее еп la тілігі? de bemsfocmación T. А exe respecta, considere elek- 
mentode шпа armadura quese muestra еп le figura 14-17. La mariz de 
reidez pam el elemento deficida en términos de le coordenada local Y 
енй dada рет la ecuación M-4, Ajo más por la inspección de la figura 


ЖАЙ | УЙ > 14-17. los osmos direciores entre las coordenades globales y locales 
Г rt HET pueden encomrarse empleando ecuaciones anólogas в las consciones 
x ж 14-5 y 146.05 decir. 


(14-30) 
тш -- ~ E S (14-32) 
“а, ~ т ж- Ум) + (iy = д9)" 
А „т с08 6; = + i 
ls 7 ly 
Vize- an) + Wr уу) + (2, - 29) 


Como resultado de ta tercera dimensión, la matriz de transformación, 
sondcón 144, se convierte en 


Ta~ ^ % 0 0 
б оода 


Si se susifuye esta ecuación y la 14-4 еп la ecuación 14-15, k = ТАТ re- 
sulla 


| [ш а) 4 0 0 0 
E[A uo 0. 0 4 4 4 


©з ч ч.л. F 
ға. шл чл з 
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Si se leva а cabo b multiplicación matricial se obbene в matriz жетс 


(14-34 


Esa ecuación representa la matriz de rigidez del elemento expresada en 
comienadas globales. Los números de código a lo largo de las fiis y las 
columnas hacen referencia а las direcciones 1, y,7 en el EXtTemoccicano, 
М, М, N seguidos por los que están en el extremo lejano, Р, E, Е. 

Si se ха a programar en computadora, por lo general T£sulta más efi- 
sente иватіа ecuación 14-34 que llevar a cabo la multiplicación matricial 
T'k'T para cada elemento. Una forma de aborrarespacio de almacene 
miemo en la computadora es inicializar la matriz de rigidez de la“estruc- 
tura” K coo todos los elementos en сето; después, a medida que хе gene- 
гап los términos de cada mainz de rigidez de los elementos, зоя se 
colocan dreclamente en sus respectivas posiciones еп К. Luego de 
haber desarrollado ta matriz де rigidez de la estruciura puedeseguirse el ea pineda мб». а 
mismo procedimiento descrito en la sección 146 para determinar los armadures а in e reducir de апета кїдгї- 
desplazamientos en las juntas, las reacciones en los soportes ylas fuerzas — ficaliva сі pro de la ortractura (С опезтізде 
intermisen los ementos, BethlehomSteel Corporation). 


| REPASO DEL CAPÍTULO 


El método de la rigidez es el preferido рша analizar estructuras isando шпа computadora, En primer lugar, es пессзагіо 
identiicar la cantidad de elementos Илгар үзім nodos Despuda һе саво Las coordonadas globales рага iomda 
hi estruciora y be ubica cada uno de ki shiam ЫЛ coordeados tocales de kelemen wade imadoque su origen eté en el 
extremo cercano seleccionado, yde Lal manera que el ge к” positivo seextienda Басів elextremo ligano. 


La formalación de método requiereque preso se construya cada elemento de la matriz de rigidez k; Ésta relaciona las 
cargas en losextremas de olemcoto „соп sus desplazamientos, d donde є = kd., Después,con basc еп la matriz de 


т ión Т, 105 desplazamientos locales de relacionancos los desples amientos globales El doode d = TD 

fuerzas locales qe trandorman en las fuerzas globales (empleando la mari de transformación T e десін 
О undo est manors se combina, se Окт lá mara de rigades del elemento Ken coordenadas globales A 
= PET, Si зе ensamblan todas las matrices de rigidezde ks elementos, seobtiene la matrizde rigidez Kpara Loda la gs- 
MUCHA. 


Losdespliszamientes y lía capos sobre шг азе obtienen al parti G = KD de modogos los desplazamientos del 
ecouocidos вс бсісттііпаг соп biácen M, = [Кү] O sempre que los soportes nose desp lacen Por último, la ye sock 
nesen Қа soporior se obtienen de Ф, = Ky 1, y coda fuerzadeclementos encuenitas partir dag = TD, 
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PROBLEMAS 


ANÁLISIS CE ARMADURA UTILIZANDO: El METODO DE Lå RIGIDEZ 


14-1, Determine lama tit de rigidez К раға СТекына 1 с, 
Considere que А = 5 рш? y ше E = 2417) ksi para 
cada chementa, 

4-2. Determine los desplezamientos. hoiitomia des y ve г- 
bcalejen Шип а delersamble delproblema 14-1. 


М-3. Гьюстзніве la ифта in сайа житит delentam.- 
blede! problema 14-1. 


Frob 14-1 Л14-214-3 


44-4. Пелеа іше la йла triz de пий К pura la агт. 
dura (жмфеге que А = 0175рпігі y que ё =29(10% ка. 
14-5. Delermine el desplazamiento hormonal del jun La 
@ ү lafoeszaenelelemento |2 ).ConsiderequeA 0.75 
pulg” y que E = 29(10%) іші 

14-6. Determine la fuerza еп el de meato [7 | xi su tem- 
peratara se incremen [д en КРЕ. Comdere que А = 075 
pulg”, E = 2900 ) kei 6.5110 Е. 


14-7. Гето la matriz de rígidos K рага armadura. 
Considere que А =0KHS m yque E= ХЮ GPa рага cada 
tlemen to, 


"142 — Doteminc eldesplazamiento verticalen lajunta 2 
y la fuerza єп el elemento |3 |, Considere que A = ООО 
mí yque E=2000 Pa. 


Ртањ. 1 4-704-8 


14-9.  Detormias la matriz de rigidez K pam laarmadura. 
Considereque A-1013 m*ygve Е- ЖОРА parecada 
elemento, 


М-Н. Determine la fuerzaen 9 elemento |5 | Cons- 
dere que А =00015 m y que Е =20 GFA para cada ck- 
menta. 


Ш-ЕІ, Derermune el desplazamiento vertical del nodo È, 
Е el elemento шта Ù mm méslargo de lo tóperado 
antesde ajustarlo enla armadura Faracbtener Іш оныи 
retiro la car кайг 20. Соне ге ц ue A «НИ туди Е 
=200 GPa рага cada elemento, 


- -Sre an 


Proba 14-914-1014-11 
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"4-12  Deiermine la тип de rigidez K рага larma- H-17. Use un programade compreadora раға determi- 
dura Comtidere que А =7 pug yque E= ХИ) ky narlsarcanciones sobre la armadura yla fuerza e п cada e le- 


ШЕП. АЁ ев comstán De. 
MIA Determine d «Езрінтетістікк bortrontal de la 
jota Ẹ y lafuerzaencieclemento [3 | Considere que А = 
2 pul” y que E= 29(10% ksi. No tome es cuenta el eslabón 
aroen. 


14-14. Derermine la fuerzaca сісісемене |3 |31 el ee 
menorra0.025 púugadas miáscorto de esperado алға de 


ajusiaricen amadora, Considere que A = 2 pul” yque E 
= 2107 укы. No tome encuenta el eslabóncorio еп 2. 


Probs. H- 12/1 + 11414 


415 Determine la mare de rigidez К раға Із arma 


алға Añez бале. 14—18 lieun programa de computadorapara detenmi- 
паг сім сұлы sobre la аспу а y ld fuerza en cada ele. 
4-16. Dertnanecidasplaremiénio vertical dela ¡unta A A отет 


dy ho reacciones en сй єп portes АЕ escomiante 


еее еске 


Las babes de esta puerta воп contmuas sobra los pilotes ү las cargas astáti- 
comente inceterranades еп elas pueden determinare utilizando EA ei 


de la rigidez. 


Análisis de vigas 
utilizando el método 
de la rigidez 


En este capilulo se extenderán los conceptos presentados an a! сарі 
blo anteno y se aplicarán al análisis de vigas. 5a podá ver que una 
маг desarroladas la гїл? de rigidez y lo matriz de transformación del 
Зепп. el procedimiento para su aplicación ез emactamente el 
migro que рага las armaduras Se pestak étencián especial а los 
casos de asentamientos y temperaturas dHerenciales 


15,1 Comentarios preliminares 


Artes de Mostrar cómo зе aplica el método de la rigidez a bs vigas, pri- 
merose analizarán algunos conceptos y definiciones preliminares rela- 
cionados con estoselementos. 


Identificación del elemento y el nodo. Соп е fn de aplicar 
el método de la rigidez а Вз vigas, primero debe determinarse cómosub- 
{үн la viga еп los elementos {йоз que la componen. En general, 
сайа dementodebe estar Әже de сатра y tener ши sección prrmática 
Por esta razón Ls nodos decada elemento se locilrranen шй soporte О 
еп los pedos donde los сететін $ comectán eme Бї 56 Apbcalina 
fiera externa; donde а ¿res de la есес transversal cambia sábila. 
mente, o donde debe determinarse cldesplazamiento vertical ode rota. 
ción en ша pinio, Por ejemplo, considere la viga de k figura 15-1 а, 54 ṣe 
ша el mismo «esque ma que para Les arma duras los cuatro nodos se espe- 
сіп en foma numérica dentro de un сігедіс y los tres elementos se 
identificin numéricamente dentro de шъ cuadrado. Observe también que 
los extremos “cercano” y “lejano” de cada elemento se identifican me- 
dante Песћаз escritas в lo largo de cada ebermento, 


— ъл 


- 
ж > 
! 
l; 
A pipa 
o y 
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ANALISIS ге VIGAS UTILIZANDO El MÉTODO: DE LA НІСІЗЕТ 


Coordenadas globales y del elemento. E$ sistema decoor- 
denadas globales se identicará atirando los ejes қу тше por lo ge- 
neral tienen яи Origen en un nodo yse posicionan de modo que los nodos 
en otras puntos de la viga tengan coordenadas positivas, figura 15- Іп Las 
coordenadas locales о det elemento х,у,” бепеп su origen еп сі ex 
tremo “cercano” de cada elemento, y el ge positivo Y œ dirige hacia сі 
extremo "lepno", En В figura І5- bb бе muestran Haas coordenadas para 
сі elemento 2 En ¿ambos casos se һа empleado іп sitema de coondena- 
das diestro de mado que 8 los dedos de la mano derecha se сістап да 
ge х (1) hacia el ge y (у), el pulgar apunta en Б dirección positiva 
del eje т (2), que ЗЕ dirige hacia afuera de la página, Tenga en cuenta 
que pará cada componente de La viga los дез хул serán colineales yque 
las coordenadas globales y del elemento serán todas paralelas, Per lo 
tanto. diferencia delcaso de las armaduras,5quí no sem necesario desa. 
пәнің matrices de transformación entre esos sistemas de coordenadas. 


indeterminación cinemática, Unavez que зе һап idenáñicado 
los elementos y los nodos, y que se ha establecido el sistema de cooede- 
nadas globa les, pueden determinarse los grados de libertad para ќа viga y 
so determinación anemática. Sise man en cuenta bosetectos de la fle- 
Ham y la Mera coctaote, entonces code node еп Una viga puedetenatt 
des prados de libertad; 65 decir, un desplazamiento vertical y ima rola 
cón.Como end so de las armaduras, estos desplazamientos Íneales 
y de rotación se identifican por códigos numéricos. Los mimeros más bajos 
de código se usarán рага етп ісаг los desplazamientos desconocidos 
(grados de Fbertad no retrmgrdos) y las cifras més alea se wtilizarán 
раға idenúficar los desplazamientos conocidos (grados de Бетім res- 
tringidos). Recuerde que la mrón рагаскцігеяс método de identifica 
ción se relaciona соп 1а corsiguiente comodidad dl realizar іа partición 
de la matriz de redez de la estruictura,de modoqhe los desplazamientos 
desconocidos puedan determmárse de la manera más directa. 

Рага mostrar unejemplo de eliquetado coo códigos miméricos mns- 
dere de muero la viga conbiiga que se muestra еп la figura 15-10. Aquí, la 
тра es aoemáticamente iidetermeisda de quate grado, Hayocho gra 
des de ibertad, por із сца 1 los ілмегін de código del | 44 representan 
ke desplazamientos desconocdos y los números del 5 AlE representan los 
desplazamientos conocidos, que en este casoson tados iguales а сего. 
Comontra ejempio, la viga de la Баға 15-72 puede subdividirse бл tres 
elementos. y cuatro nodos, En particular, observe que [а articulación im- 
lena en el nodo 336 deforma en la misma cantidad pera lboselementos 2 
үзіп embargo, la rotación enel extremo де сайа elemento es dd erente. 
Pot esose usan bes números de código para mostrar esas deflexiones. 
Aquí hay nueve prados de hbertad.cinco de los cuales son desconocidos, 
cano se muestra en la figura 15-26 yevatroconocidos de muevo, todos 
son iguales а cem. Por último, tenga en cuenta el mecanismo deslizante 
usado en la viga de la figura 15-34. Aqui la deflexión de la viga 3: mies- 
tra en la бешга 15-3b y, por do tanto, hay cinco componentes descomoci- 
dos de deficxión etiquetados боп los números de código más bajos, La 
ука es comemáticamente determinada de quinto grado. 

КІ desarrole del пыйы de 1а пешісу рага 145 vigas. sigue un procedi- 
miento similar al wilizado par 143 armaduras, En primer hogar debe s- 
tablecerse la matriz de ngiler de cada elemento, después esas mairices 
secombináan рага Ғагтаг la тығы de rigidez de la viga о de la estruc- 
turd. Si $e usa la ecuación matricial de lá estructura. entonces puede pro- 
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coderse а determinar los desplazamientos desconocidos en Ке nodos y 
de esta forma detecminar lasreacciones sobre la viga y la fuerza cortante 


yel momento internos en los nodos. 


15.2 Маг de rigidez de la viga-+lemento 


En esta sección se desarrollará la matrz de rgidez pam un componente 
de viga ounelemento que tenga unaseocción transversabconstante yesté 
referenciado al sistema de ovordenadas юсшШеѕ г.у. г. figura 15-4. H 
origen de las coordenadas se Jocaltza еп d extremo “сетенһо” Ny el je 
 positivose extiende hacia el extremo “lejano” F Haydos rercciónes 
en cada exvemo del elemento.que consten en las Puerzescoriames фо, 
ү de yen los momentos fletores gwy у де; Estas cagas actúan еп las 
dirección es coordenadas positivas. En particular, los momentos gwy y 
qe, - 590 positivos e sentido anthorario puesto que pol la regía de la 
mano derecha los vectores de momento están dirigides a ю largo del Че 
г positiva, el cualse dirige bacia afuera dela página. 

Los desplazamientos linedes y angulares asociados соп esas camas 
también siguen esta misma convención de signos positivos, Ahola se m- 
pondrán cada uno de caos desplazamientos por separado y después se 
determinarán Las cargas que adian sobre el elemento,causadas por cada 
desplazamiento. 


y 


“ы! 
Par Чу Ue dry 4r de 
| | шшш a | —1 
em tes 10) e P 
айтуы е de gas ресей нем 


Figura 15-4 


Desplazamiertos еп y. Сыс 52 impone Ya desplazamiento 
positivo dy, mientras se evitan otros posibles desplazamientos, se crean 
fuerzas cortantes y momentos de flexión resultantes como los que 56 
musian en la figura 15-55, En particular, el momento se ha desarro- 
kadoen la sección 11.220 mola ecuación 11,5, DA mismo modo, cuando 
3 impone dp, làs fuerzas cortimies y momentos fleaionánics Meesarjos 
mnemo зе muestra ena Figura 13-55. 


XF | 
ырат з ae > 4» te – 24, 
1. i. 1? 
pa B= 
[^4] 
=” 73-0, “”- => de 
desp losas kn Eon an y 
(a) 


Гага 5—5 
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Rotaciones en 7. Sis impone una rotación positiva dy. Mientras 
зе evitan lodos los otros desplazamientos posibles, Ел [uerzascortarites y 
los momentos requeridos раға la deformación $e muestrián ёп la баша 
1569. En particulor, d momento resultante 56 desarroBó еп la есйп 
11-¿como Las ecuaciones 11.1 y 1-2. Del mismo módo,cuátido + mr- 
pone de - las cargas resultantes soncomose moesta en la figura 15-62. 

Por superposición, si зе sun bos resultados anteriores фе las figuras 
155 y 15-6, las cuatro relaciones de carga-desplazamiento resultantes 
para el elsmento pueden pesare en foma matric como 


(15-1) 


Estas ехивсилек también pueden escribirse de manera abreviada como 
а-ы (15-2) 


La martr métrica кеп lá ecuación 15-1 зе conos como Та тині de re 
ade del elemento. Los Ж corficientes de influencia k que la componen 
representan los desplazamientos del elemento por la fuerza cortante y 
рога momento Пезйопшие. Físicamente, estos coeficientes representan 
іа carga sobre el ejemento cuendo Ése experimenta un desplaramiento 
unitario especiico. Por ejemplo, зі dey = L figure 15-50, mientras que 
todos los otros desplizamientosson igidler о сего elemento езгі so- 
meda únicamente a las cuatro cargas indicadas еп la primera columna 
de la matriz k De manera sipular, lasotras cotumnasde la mariz К son 
las cargas de elemento раға los desplazamientos unitarios identificados 
mediante ісе números de código de los grados de libertad que aparecen 
ariba de tas colomoas. Con base en el desarrollo se han satisfecho tanto 
el equilibrio como b compatibilidad de los desplazamientos. Además, 
debe hacerse посаг que cma matrizes (а туна en coordenadas locales y 
encoordenadas plobalespuesto que los ges x.y". 2 300 paralelosa Jos 
ejes x.y. грог Іс lanto, nose requieren matrices de transformación entre 
las coordenadas. 


154 АРСАСИЫ DELMÉTODO DE LA WODEI AL ANÁLISIS DE VOAS 


15.3 Маіх de rigidez de la 


viga-estructura 


Una vez que se han encontrado todas las matrices de rigidez de los de- 
mentos, ©з necesaño ensamblarlas en la matriz de rigidezde la estructura К. 
Ese proceso depende de conocer primero la ubicación de cada término 
de la matriz de rigidez де los elementos, Aquí las filas y columnas de 
cada пагах k (ecuación 15-1) зе identifican por los dos nimeros de có- 
digo en el extremo сегсапо del elemento У, №), seguidos por los del 
Жо extremo (Fp Fr) Рог lo бамо, al ensamblar ls matrices cada ele- 
mento debe colocarse en la misma ubicación de la matriz Қ. De esta 
тапега, K tendrá un orden que será igual A amero de código mayor 
agnado а la viga, pueso que éte гергезчив d tot! de gados de liber- 
tad También, cuando hay varis elementos conectados а Un modo, 905 
eebrientes de inflvencia de Ы ripdez del elemento tendrán la misma 
posición еп La matriz К y por lo tanto deben sumarse algebriicamente 
par determinar el coeficiente de infibencia de [а Mpidez mial para la 
estruclura. Estogs necesario porque cada coef niente representa la resis- 
tencia de la estructura nodal en una disección particular (у” 07% ciandose 
produce un desplazamiento unitario (y 07), ya sea en el mimo nodo a 
еп otra, Por ejemplo, Ka representa la carga en la dirección y en la ubi- 
ación dd número de código” 2” cuando ocurre un desplazamiento unta. 
ño en la dirección y en н ubicación det númerode códgo “3”. 


15.4 Aplicación del método de la rigidez 
al análisis de vigas 


Después, de determinar la mátriz de tilez de la struictota 1а5сағраѕ en 
les ікнісе de la viga puedes relacionarse сп los desplazamientos si se 
utiliza la ecuación de rigidez de la estruclura 


Q = KD 


Aquí Оу D sen matrices columna que representan tanto lA cargas со- 
пос y desconoadas сото los desplazamientos. Al hacer la partición 
de la mare de пре? en los elementosconocidos y desconocidos de la 
carga y @ desplazamiento, se бепе 


191 ку «Ды! 


que al ехрап гы genera las dos ecuaciones 
©, = ҝр, + ҝр, (15-3) 
O, = KaD, қы» (15-4) 


Los desplazamientos desconocidos D% determinan а рӛлін de la pri- 
пета de esia ecuaciones, Side usan estos válores, pueden cákularse las 
reacciones de sporo 4), para h segunda ecuación, 


579 


15 


580 Carlrulo 15 Амди DE мша UTILIZANDO: EL MÉTODO: DE LA MOIDEZ 


ШШЩ. 


——&% 


сатри телі» 
ia) 
el wL 
1 ? A ДИ ШЕ. 
|. z + tpa LLLE х | 
wi? mb? РТА mp? 
12 [Н 0 1? 
vargas 9) bre (из juntas carp ЕИ real 
de yn urina ad 
хоп ateos hon Бан ған! apoyado 
ін H 
Figura 15-7 


Cargas intermedias. Parasu aplicación, es importante que los 
elementos de la viga estén lbres de carga en toda su longitud. Esto es ne- 
ceño puesto que ш maiz de rigidez de cada elemento se desarrollo 
solamente рага cargas aplicadasen as extremos. (Vea la бша (5-4) 
Уп embargo, ез frecuente que las vigas soporten ша carga diatribuida y 
eta condición requiere modif raciones para poder realizar el аљёвхія 

Para meane jar este caso, se usará сі principio de Siperposición de una 
manera Similar ah empleada para læs armaduras que $e estudiaron en la 
seodón 14-8. Para mostrar w aplicación, considere el elemento de viga 
con longitud L de Із figra 15-72.el cual está sometido а ta carga uni- 
forme distribuida + Primero se aplicarán los momentos de extremo їр 
y las rezccionessobre el elemento, los cuales ЗЕ usarán еп el método de 
а rigidez, fig ural5-7b, бе hará referencias estás cargascoMmouna matriz 
sotumna -y Después se арісагіп las cargas distribuidas y sus геассіо- 
nes, figura 15-7c, Las cargas reales en іа viga “e determinan Sumar 
estos des resultados. Las reacciones фе extremo (jo рага otros amos de 
сира se den еп el interior de la contraportada, Además de resolver pro- 
blemas que implican cargas laterales de este tipo, eme método también 
puede usarse para resolver problemas relacionados соп los cambios de 
temperatura demores de Esbricación. 


Fuerzas del elemento. Іа fuerza cortante y el momento en los 
extremosde cada elemento de la viga pueden determinarse a partir de la 
ecuación 15-2 yal пїайїг cualesquier rescciones de extremo Қо өсі сі 
elemento está sometido а uma caga intermedia, Se tiene 


qki sq (15-5) 


Si los resultados son negativos, Sto indica que b carga асба еп direc- 
сіп opuestas b mostradaen la figura 15-4. 
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Procedimiento de análisis 


El siguiente método properciona un medo para determinar los desplazamientos, Hs 
reacciones сл los soportes y las cargas intemas de los miembros o elementos finitos de 
una viga estáticamente determinada о estáticamente indeterminada . 


Notación 


= Dirida la viga en elementos finitos e елшіге ue arbitrariamente cada elemento y sag 
nodos. Use in número escrio dentro de un тео рага ип nodo y in nóme со escrito 
dentro de un cundro раға Un miembro, Por lo general, un elemento $e extiende entre 
ks puntos de aporo, los puntos de саг gas concentradas y les juntas о en los puntos 
donde deben determinarse Les cargas шіегпаз о losdesplazamientos Además, los va- 
loresde Ее Г para loselementos que deben serconstantes, 
Especifiqne en Кутпа simbótica Ки extremos cercano y lepno de cada elemento al di- 
Пріт ша flecha а lo largo del elemento, con la punta dirigida һала d extremo lejno. 


En cada punto nodal especifique numéricamente los números de código y у 2 En 
todos los casos, use los números de código таз bajos pam identificar todos ke grados 
delibertad no restringidos, seguidos porel restade los números más ahos pam identi- 
бсаг dos grados de libertad que están restringidas. 


Con base enel problema establezca hos desplazamientos conocidos D, ylas cargas ex 
sernas conocidas (h, Incluya cualesquier cargas de extrema fjo retidas, $ un elc- 


mento soporta una сатав imermedia. 


Metu de rigidezde la estructura 


* Aplique la ecuación 15 | para deterrninar la matriz de rigidez para cada elemento ех 
pesab en coordenadas globales. 


в Después de determinar la пат” е ngider de cada ејегтешо, y cuando las ilgs y co- 
kinas estén idensficadas con los números de со Бес adecuados, ensamble las mAg- 
сиз pará determinar 8 mamiz de үркіст de la estructura K Como uma comprobación 
parcial, las matricesde ngidezde todos los elementos y la mamiz de ngidez de н e 
maiu deben se sirétric os 


Desplazamientos y cWgas 


= Рала la ecuación de rigidezde la estructura y realice la multiplicación matricial con е 
fo de determinar los desplazamientos desconocidos |, y las reacciones en los sopor- 
Ез desconocidas С}, 

в Га битта cortante y el momento intemos q en losextremos de cada elemento de viga 
púeden determinarse а parte de Ы ecuación 15-5 tomandoen сызма Las carpasde ел, 
meno Eo adicionales. 
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EJEMPLO 


Determine las reacciones еп los soportes de la viga que se muestra еп 
Б figura 1584. El es constante. 


SOLUCIÓN 


Motación. la viga bene dos elementos y tres nodos, que se kdentifi- 
anen la figura 15.86. Losnúmerosde código del 1 al 6s indican de 
forma que los números más bajos H identifican Los grados de libertad 
по restringidos. 


Las matrices de в carga y el desplazmniento conocidos son 


Matrices de rigidez de los віт entos. Сала ша de ba des matri- 
се de rigidez de los elementosse determina а partir de la ecuación 
15-1. Observe con cuidado cómo se establecen los números de código 
para сайа columna y fila, 


Ед AMCAN СЕ МЕТООО CE LA СЕТ AL ANÁLISIS ОЕ МАЯ 


Desplazarian tos усагдаъ- Ahon es posible ensamblar estos che- 
mentos enla matriz de igidezde la estrudu ra. Рог ejemplo,el elemento 
Ky = 0+2 = 20. 1.5 + 15 = З, ercétera. Por 10 tanto, 


Q = KD 


0: 3 15. 
Qe -15 


Las matrices se parien de la manera que se muestra. 5і зе realiza la 
matiplicación para hs primeras cuatro Has, se tiene 


0= 2D, — 15D, + +0 

> 15D, + 15D, -150; + 0 
0- А – 15D, + 40, + A 
0=0+0+D,+2D, 


Con base enestos resultados y al multiplicar las dos últimas Blas resulta 


а) 10-38) 


EN a 33 
(A =0+ 04 LSE (- 67); 150222) 
= -ӛқМ 
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Сарїтщшо 15 ANÁLISIS ГЕ ұшан UTILIZANDO EL MÉTODO DE LA RIGIDEZ 


EJEMPLO 15.2 


h = Ef 


mle nin me ГБ = 


Determine la fuerzacortantey сі momentcenel miembro 1 de la viga 
compuesta que se mucstra еп la fig ura 15-92. El es constante. 


SOLUCIÓN 


Notación. Cuando b vigase deforma el pasador imemo permitirá 
unasola deflexión sin embargo, іа pendiente de cada miembro conec- 
tado será diferente. Además se presemará una pendiente en el rodi- 
Во. Estos cuatro gradoede libertad desconmocidosse ајд шешп con los 
números decódizo 1, 2,3 y4, figura 15-95, 


1 
я A 015 
Ф, = 11 D = |0 |ë 
“г 0 |7 

м, |4 


Мишксек de rigidez de los miembros. Sise aplica Івеспесібе 15-1 
a cada miembro de muerdo ron los nimerosde código quese mues. 
wranenlafigura 15-95, tiene 


T 3 1 3 2 % 4 

В 12 б 12 в 12 Б 

в р Elf P пот El? 

4 6 2 6 4 6 2 

A ЕЕ: ж к а = шені Е pz 7 

L в І ч к = E ҒЫ ГА ла L 

Ё 12 б 12 б 12 & 
əң" р p|? п ә p g|’ 

2 6 4, 8 2 é aj, 

L Ë L FE L È L 


Desplazamientos y cargas La matriz de тш]? de la estructura se 
істің al emsambir los elementos de las matrioss de грне de los 
miembros. Si se aplica la ecuación: тагыла! de la estructura, resulta que 


Q= Kp 
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ш ë 


ті» гї 
= ra © mi~ 
” 


гім іт 


Г} mis mja mju 
a 


as > 
“4 


a 
Pie io 


Al mulbpkcar las cuatro primeras filas рага determinar el desplaza- 
miento se obtiene 


4 б 
йт ¿2 E 


Con base en estos resultados, la reacción (A se obéene de la multipli- 

cadón de la quinta fila 
e ме JH мы) 5 E Е 

El E, L M EI El ЗЕТ 


Кезр. 


Ene гелшілдіс puede comprobarse fácilmente Ж з= aplica La estárica el 
miembro [2]. 
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EJEMPLO 


La viga de la figura 15-406 está somelida a los dos momentos de раг. 54 
e soporte сепіга|2с asienta 15 mm,determine hs reaccionesen los 
spores. Suponga que bossoportes de rodilla en Y у pueden jalar о 
empujarla viga Considere que Е = 00 (Ра y que = 22 (10%) mí. 


SOLUCIÓN 

Notación, La viga tienedos сіспемов y tres grados de libertad des- 
conocidos. Esos se etiquetan con los números de códgo más bajo, fi- 
gura 15 106 Aquiles matrices decargay desplazamientoconocións son 


Matrices de rigidez de tos miembros. | аз matrices de rigidez de 
los miembros ж determinan medame la ecuación 15-1 de acuerdo 
con los mómeros de código y las direcciones de los miembros que se 
muestran en la figura 15-105.5е tene, 
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-15 
4 
-1.8 
-1,5 
1.5 
-15 


Desplazamientos y сагро. Sæ ensañbla b matriz de rigidez de 
b estructura у se escribe la ecuación de rigidez de la estruciia, re- 
а 


5 
o | 
15 


4 
0 
-4 


ба 
Qs 
ha 9 


Al resobrer los desplazamientos desmocadoas, 


1-29 + Dz + 00) — 15(0)+ 1:5(-0.0015)+ 0 
D= 1014 4D,+ 10, — 1.50) 0+ 0 


= = D/A + 107+ 2D, +0 15-00015) + 0 


Si se sustituye El =200(106(22)C10%) y se resuelve. 


D = Q00SE0 rad, = D=—00KNSI0 ad 


For lo tanta, con bas en egos resultados. las reacciones en los sopor- 
les оп 


A = 2001092210 *)[-1.5(0.001580) — 15{0у+ 0+ 1510) - 15(-00015) +0]= -0,525EN Resp 


0% = 200(10%22(106)[1.5(0.001580) + 0 – 1.5(-0.001580) — 1510) + 3(-0.0015) — 1.50] = 105 EN Ёр. 


Qs = 208109221040 + 1.5(0)+ L5(-0.001580) + 0— 1,5(—0.0015) + 1.5(0)] = —-0.525£N Resp. 
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Carlrulo 15 АЖА DE Ұша UTILIZANDO: EL MÉTODO: DE LA ЖІПІрЕ? 


EJEMPLO [15.4 


Dete rmine el mamento desarrollada en elsoporte «1 de la viga quese 
muesira еп la figura 15- Па. Suponga que los soportes de rodillo pue- 
den jalar o empujar laviza. Considere que E= 9107) ksi y que F= 
510pulg”. 


SOLUCIÓN 


Notación. Agula тір tienedos pradosdelibertad no restringidos, 
identificados par los números de código 1 y 2 

El análisis matricial requiere que 1а сара exteran se aplique en юз 
nodos y por lo tán to, ім cargas distribuidas y concentradas $6 reem- 
parm par зиз momentos de extrema (бс equivalentes, bos cuales зе 
deberminañ в partir de Ін tabla que aparece en el interior de h contra- 
portada (Yes el ejemplo 11.2.) Обвегуе que по hay cargas счегжаз 
colocadas en T y no hay fuerzas езістпаз verticales ubicadas en ?, 
puesto que las reñeciones en los múmeros de códgo 3,4 y 5 deben ser 
desconocidos en В matriz de carga 5а ѕе ива superposición, los resul- 
tados del análisis matricial рага las cargasde la figura 15-1 ib че modi- 
Боағап postermermentecos Les cagas de lA figura 15-1 Іс, A partir de 
Б беша 13-116, las matrices del desplazamiento conoado y la сйгр® 
conocida ton 
4 
5 144 [1 


0 
0 Ф, = | 
о 16 1008 |2 


Matrices de rigidezdelosmiembros. С ваа шла delas dos matrices 
de rigidezde los miembrossedetermina а partirde laecuación 15-1. 


Elemento 1: 


DEF 12(28)010%)(510) 


р расо)р 
БЕГ _ 6(29)(102)(510) _ зь 
г paan 
ТҮЗДЕ ЕГІ 
vigaque зе analizará por al método de la rigidez с ттд = 205417 
н 251 2(29)(107 )(510) 
туш 2412) — ш 102-08 


7430 Неля -7430 10699 |а 
нз 205417 109.9 м2 6 |3 
-74au —H69.39 740 10699 |5 
Ю649 102 08 Нә. 205417 |2 


2” 


ба фе = нта ры IZK pie 144 K pull IE MOSES) 
| Lr = а _ OZ 
presio же, ші “сбыта L ІНІЗр 
— айы. ән вы AI ау 


Fwa 13-11 Е Baz 
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ағу _ 29) (SO) 
L 8(12) 
2р _ (29}йФ (510) | ет 


= 66250 


ч НН 8412) 

5 2 Б | 
20002 90891 MAD 9628.91|5 
960891 616250 -9Л891 30812 |2 

—200602 962898 200602 -жоқ 9 |6 
982% 308125 Әв 116250 |1 


Desplaz amientos y cargas. —Serequiere 
Q = КЮ 


1 2 3 4 5 6 

516250. 308125 В 0 96258 9528.101 

309125 ама? 10208 169 855901 9628.91 

“7779 тозы 205417 06959 ӘӘ 0, 
0 10699 Кер T 216 -7 A440 Ü 

9628.918 LS CS 0603 20:00 

| —962891 — 96329) o 0 –200402 10602 


Resotriendo dela manera usual 
1008 = 308 2501 + 821 6620, 
D = -0,467X10 pulg 
D, = 140203(10”*)polg 
For lo tanto, 
A = 0 + 12 08 140203301077) = H4 k-pug = E Е-ре 
El momento real en 4 debe incluir la reacción балете apoyada de 
HÖ k +» pe que se muestraen la figura 15-1 1с, peto con el resultado 
сысшайо рага (2, Por tanto, 
Mag = 12k:pie + бісре = 1058k:pie” Resp. 
Eme resultadose comparaconel determi nadoen el ejemplo 1-2. 
Aunque по ез necesario aquí, puede dejerminarse сі momento m- 


кто y la fuera conte mema ёп Al considerar, por ejemplo, d 
miembro 3 y el nodo 2 figuras 15-116. El resultado requiere expandir 


q = kd + (9 


3 3 5 2 
7430 100659 -7A 1 69. 9 ü 
ты 20347 -W639 ¡ITEM G 
E TS TAH Y yr“ 
Кёр 02 08 –ИБәә 205417 


(1077) + 
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EJEMPLO 


15.5 


АМА ЕГЕ ГЕ WIGAS UTILIZANDO Б. MÉTODO DE LA MODEZ 


Determine la deflexión ел Ф y las rezcciones sobre la viga que se 
muestra €n Ін figura 15- 122. ЁЁ es constante, 


Р 
=< 
<D | 
-- — la 2 т —4 
(а) 
Нанға 15—12 


SOLUCIÓN 


Notación. Та viga se dide en des elementos y bos nodos y los 
manag se identifican spusendo las direcciones desde el extremo 
озғало hada el ехігете lejano figura 15-12, Las deflenooes desco- 
тоқыды se muestran en la figura 15- 12c. En particular, tenga en cuenta 
que posme un desplazamiento de mtación D, debido a la restric- 
ción de rodillos. 


Matrices de rigidez de losmiembros Como El esconstantey los 
miembros son de igual longitud, las mainces de rigidez de los miem- 
bros som idénticas. Usando múmeros de códgo para identificar cade 
fila y columna, de Acuerdocoa la ecuación 15-1 y И figura 15-126, 50 
bene 


4 i ? 
1815-18 141% 
ls 2 -18 1 la 

k, = 

(АІ у „ла is —15[1 
15 1 =1.5 2 ? 
! 2 5 5 
LS 14 -15 15 

bg] 15 2-5 1 


Ей Арсасібм се МЕТО DELA MODEI AL АМД Б DE VIGAS 


Desplazamientos y cargas. АЈ cmamblar las matrices de rigider 
de tos miembros en В mariz de rigidez de la estructura, yal appear la 
ecuación matricial de rigidez de la estructura, resulta 


O = кр 


15 9 


1 15: 2 
В 
t olg 


Si sè despejan los desplazamientos ж obtiene 


Р 
-g T h + 007 — 15D 


{= 00, + 40, + 15D, 


Um -1501+ 15D,+ 15D, 


Resp 


Observe que los signosde los resultadoscoimciden con hs discociomes 
de las fechas mostradas en la Ғұлға 15-12с. Por lo tanto, a partir de 
ссе resultados, 45 reacciones 500 


156,P 
EF 
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PROBLEMAS 


15-4. Deseramie los momentosco Ty F. Бири ра дце 2 
eun rodillo y que D y € están jos Е es capsa nte. 


ANALISIS DE WIGAS UTILIZANDO EL MÉTODO DE Lå MIODEZ 


155, Determine баз reseciones аз Кж soportes Suponga 
пле y $ son rodi y que Desun ра асг, El acom- 
tinte. 


15-2 Dezerminslosmicunentorco Dl y elporti se 
гамете 5 шеп hacia arriba. £epon¿a que Фея ша rodillo y 
que Тү? enin fijos ЕГ» HP) N -m 


Proba, 15-1/15-2 


Б-А Deiermincla reaccionen lodsoportes Suponga 
que los rodillospueden empujar ojalas la viga, F foscons- 


“4-4. Deierminelasre acciones en los sopore 5 upon - 
mague Taun размісгу que Py Doom rodilkasque pue- 
den e srpojar о jalar la viga. Ef ев constante. 


| а ша ы ғ 


Prob 15-4 


15-6. Пекетіле Імге кхірпез пу Кязорогея, Suponga 
que Desk қо y que Тү Soon гос. ЁТ тїсї тке. 


15-7. Determine Las resccionesen los soportes Suponga 
que Фу Жеміп fijos y que Des un codilo, Ef es opanante 
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ARE Deier тіле дас ікгізпел en іе Боров, ЕГ gg 
сотые, 


15-8. Determine los momentos еп Ф үр, El сз comtan бе, 
ipon que 0,02 yÈ son rodillos y que 4 está articulado. 


¡|——Lm 0. лк МИР > 125— 
Proh 15-9 


1510, Determine las resocionesen іозҙорогіеь Sypon ра 
gue F єй атк y que Фу Doa тий Eito ns 
mne- 


15—11. Determine las reacciones en lossoportes Hay un 
Шиг ko end. Efa солявтіе. 


15 


"LHE Lheu programa decom pu мга рага Фе p mi- 
паг Ца гезиги еъ те la vipa. Supongaque A CHÁ fo, ЕТ 
caco тыншап 


п 


| 


ғ” с 
ре» ——— 1—19 pira —-5риз 8 per- 


Prob, 15-12 


54А. Lee un progrenadecomputador para dele тіпаг 
Mu renccionestobre la viga. Suponga que А y Hon pado- 
rsyque By Cion rodillos, El а олған Le. 


A gua ———9 piam e “ғыз 
Prob.1 3-13} 


El marco de esta асіікізик estábcamente indeterminado. ҒІөлфінің сіп fuar- 
285 puede sealizare utilizando el método de la igde. 


Analisis de marcos 
planos utilizando el 
método de la rigidez 


Los CONDS OS. presentadoser los capítulos anterioras sobre armadu- 
юз y vigas ва extenderán ап este capítulo у se aplicarán al análms de 
marcos. 58 verá сре el procedimiento para obtener ina solución es 
parecido ан de las vigas, peo зе mquiere el uso de matrices de trans- 
formación puesto que los elementos de los marcos están orientados 
an diferentes direcciones. 


16.1 Matriz de rigidez del marco-elemento 


En esa sección se desarrollará la marit de грех рага un elemento de 
meros prismáticecon referencia al sistema de coordenadas locales лр". 
г, бешга 16-1, Aquí, el elemento está sometido a ls cargas as Фу, 
gra las cargas cortantes qu руа y a los momentos Нехюлапея qy,+ 
Фу Са a5 extremos cercano y lejano, Tespectivamente. Estás cargas 
actúan « las dirécciónes coordenadas pecias junto 00 915 desplaza 
mentos asodados. Como өп el caso de las vigas, 106 momentos фк, у FF 
300 positivos еп sentido dotiborarto, ya que рот 1а regla de |н тоғыз de 
recha los vectores de momento se dirigen A lo hipo del £jez' positivo, 
que está finera de la página. 

En los capítulos interiores se Һа considerado cada una de las relácio- 
nes cánga-desplazamiento camada por estas cargas, La Сагда awal se 
anabzócon referencia Ala figura 14-2, la carga cortante en relación con 
la figura 15-5, y гі momento fezionante соп referencia nla figura 15-6. 
Por Super posición, al sumar estos resultados, las ses relaciones resultan 
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Eate pucale pr нола! ticos la Гог m a de una 
“armaduras ieri" Si bien, en rent kho cr- 
iA, ты 54 ша Arm a porq ue по Pary 
digg куа рэ, с ип maroc @ сира аңық а 
теге йш Ж lermirad 1 jar i pre е a alitan іе 
emplesado el método delari ği dez 


4-і, 4:4 
amen де қин» position 
Figura 16-1 


tesde саг ga-desplazamiento рага el cementos pueden expresaren krma 
matricial como 


(16-1) 


oen Ёа abreviada солк» 


Га matriz de rigidez del elemento К se compone de treinia y seis сгей- 
cient es de influencia que representan Esicamente la carpa sobre el ele- 
mento cuando éste se encuentra sometido a un desplazamiento unitario 
espedficado. En сопсгего, cada colnenna de la matriz representa las car- 
gas de los elementos рага desplazamientos unitarios identificados por la 
codif waciónde m adosde liberiadquese enfistaencima delascohumnas 
Con base en el ensamble,se han satisfecho el equilibro y la compatibili- 
бай dedesplazamientos, 
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16.2 Matrices de transformación del 
desplazamiento y de las fuerzas 


Como еп el caso de lis armaduras,se debe tener h capacidad de mans- 
formar las cargas internas dei elemento q y las deformaciones d de las 
coordenadas locales 1'.y",2' a las coordenadas globales r.y, 2.Poresta 
гай $e requieren matrices de pransformación, 


Matriz de transformación del desplazamiento. Considere 
elelementode Un MACO quese muestra en la figura 16-24, Aquíse ob- 
sera фе їп desplazamiento en coordenadas globales Du, сев despli- 
zámientos en coordenadas locales 


Азию desplazamieotoen coordenadas globales Г, Намға 6-22, 
cres los siguientes desplazamientos en coordenadas locales (в) 


ds = Dyp cos 8, йк, = Dy,c0s 8, 


For úhimo, como los ges 7 уг 508 coincidentes, #5 devir.están dirigidos 
hacia afuera de la página.una rotación Dy respecto a грепега ша moli- 
бп correspondiente dy, alrededor de 7”. Por do tanto, 


йз = LENS 


De manera similar si sobreel extremo lejano del elementose imponen 
desplazamientos globales De, en la dirección, Гр, en b dirección y y 
una rotación Dp, hs ecuaciones de transformación resultantes son, res- 
pectivamente, 


= pe” A 2 
de = Dreo, іру -“-ӘЫр,со58, diro Du ақ 
dpr = Пғұсояб, іы, = Пр усов а 
dey = Dr 5 
Sseconsideraque А, -с050,,Ау = пов 8 „ергезеп!дп loscosenosdirec- Figura 16-2 


tores de boselementos, puede escribirse la pes posición (іс los desplaza- 
mientos en foma matricial como 


(6-3; 


obien 
d= тр (16-4) 
Poe inspección, Т trausforma los sas desplazamientos D globdes х,у. 


еп los ss desplazamientos d logies Y, уз 2”, Por tano, Т se conoce 
como la matriz de tronsformación del desplezarmiento 
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Matriz de transformación de la fuerza. Siahorase aplica 
сайа componente de carga sobre el extremo cercano del elemento, es po- 
gbe determinar la forma de ransfor mar los componentes de carga de 
has coordenadas locales а las globales. Al aplicar ду,» figura 16-3а.ѕе 
puede ver que 


Оу, = dnr 0050, (Оу, = auros, 
Sse aplica gay- fgura 16-36,entonces ша componentes зоп 

Ою, = -any Osh Оу, = дну 005 0, 
Por último, como gay es colineal con Oase ene 


Ом, 5 фу 


De manera Similar, las cargas еп los extremos de ру, фрун, generarán 
los siguientes componemnes respectivos: 


Ок. 9 ФргС050, Gry T preot, 


Ор," -gry mab, Ur, = яру 080, 


ІҢ Оң = grr 


Al ensamblar €spa ecuaciones en Erma matriciól соп А „= 2058, A, = 
cos В. se obtiene 


6-5) 


0 
ü 
ù 
0 
ü 
ї 


о bien 
Ф = т" (16-6) 


Aquí,comose dijo antes, Т” transformadas sem cargas de elemento ех 
presadas con coordenadas locales en las эп cargas expresadas соп coor- 
denadas рісбајея. 
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16.3 Matriz de rigidez global del 
marco-elemento 


Los resultados de la secdón anterior se combinarán ahora con el ба de 
determinar la matriz de rigidez de un elemento que Telacione las cargas 
globales Q con 305 desplazamientos globales Г. Рога elo, se Sustituye la 
ecuación 164 (4 = TD) еп la ealación 16-2 ің -ісб) Se еле 


Aguilas fuerzas q de losclementos atin relacionadas соп los despla- 
ramiemoiglobales P.Alsustitureste resultadoenla ecuación 18-64 - 


To) se obtiene el resultado final. 


Q = ТЕТО (16-83 
oben 
0-і» 
ийе 
к= ткт (16-9) 


Aquí k representa la matiz de rigidez pobal del elemento. Su valor 
puede obtenerse en foma general utilizando las ec vaciones 16-5. 16- t y 
16-3 y nl realizar las operaciones maíriciales. Con edo se obtiene el resul. 


tado final, 
№ №, М қ 5, Ё, 
ЖЕ ІЗЕТ AE ТЕТ ан A ТЕ AE 51 БН 
A] E, Бык = = РЕ (расын Гір 1 pesca Ере Үз да 
(20 17 ) e E) 2 ағы (а + в 4) E >) | ^ 
АЕ Ef е \ ва АЕ 12ЕЁ АЕ, ШЕР А 6E 
ТЕГІН ТЕН АЛЫ ) г“ Vi A (att y аә | № 
БЕГ ФЕТ АН GE! _6Н 2Ef 
pr ү“ "т ПЫ Th т |х 


AE ЕТ LE] Ы АЁ DEI AË GEJ GEI 
a ыы о та се ыы из) 


АЕ ІЗІ AE Е ТІРЕ \ GEI AE т, БЕ 
Eres A e СЕЧА (абы) al 
REF БЕТ Еу SEI АЕТ 
11% T™ T тт -T T 

(16-10) 


Observe que esta matriz de 6 х 6 ез simérica. Además, Ін ubicación de 
cada elemento se asocia соп 18 codificación еп el extremo cercana, А, 
NN, segiida por la del extremo lejana, E, E, F.lacua aparece еш Ы par 
E upee de Les columnas y ¿lo Ergo de las Alas, Al qual que en lá ma 
miz K, сайа oclumna de la mariz k representa las cargas cocrdinadas 
sobre Ке nodosdel elemento que 200 necesarias pata resiste un desplaza 
mio unitario en lá dirección definida por el código de Ы cotumna, Por 
ejemplo, la primera columna dèk representa [ай cargas en coordenadas 
globales sobe los extremos lejano ycercano causadas por шп desplaza- 
miento unitario en el extremo сетсын» en la dirección reg decia, Py, 
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16.4 Aplicación del método de la rigidez 
para el análisis de marcos 


Lina vez que se han establecido las matrices de rigidez de los elementos, 
éstas pueden ensemblarse en la matriz de rigidez de h £stmucinra en la 
forma habitual. % se escribe la ecuación matricial de В estriiciura, es po- 
sible determinar los desptazamie nten los nodos restringidos, seguidos 
de las reacciones y as cargas internas еп los nodos. Las cargas laterales 
que кап зіме unelemento dos errores de fabricación, los cambiosde 
temperatura, los soportes inclinados y los sopones inlernosse manejan 
de la misma mantra que se indicó para las armaduras y Las vigas, 


Procedimiento de análisis 


El Sipitente metodo proporcióas 10 medio para encontrar los desplazamientos, BS reac- 
ciones en los soportes y las cargas internas de los elementos que forman marcos estática. 
mente determinados e indeterminados 


Notación 


е Divile la езігісінгі en elementos fmitos € identifique arbitrariemente саја elemento 
yas nodos Por do gener al los elementos se cxbenden entre puntos de apoyo, puntos 
donde se aplican caes concentradas. esquinas о juntas о entre los puntos donde 
deben determinarse Las cargas internas о dos desplazamientos. 

Establezca el sitema тісін de coordenadas х.у.2.рогіс peneral situsdoconvenien- 
temente соз elorigen ёп Un porto nodal sobre unode los elementos y los без ubica- 
dos de modo que todos bos nodos tengan coordenadas positivas. 

En саба punto теңі de marca ереста пыга агне Los tres campenentes de 
cod cación х,у, 2 ¿En todos Los casos use los mimeros de código тик bajos раға wien- 
tir todos kprados de liberiad no restringidos.seguidos por el resto de los леу 
de código más altos para identificac tos grados de libertad restringidos, 

Conbastentl problema establezca losdesplaz amientosconocidos 1), y lascargastx- 
ternas conocidas Q, Al definir Q, asegúrese de incluir cualquier carga de exirerno 
По vertida тап elemento sopoda Una Carga intermedia, 


Matriz de rigidez de la estructura 


+ Арісше la ecuación 16-10 раға determinar la matriz de rigidez para cada elemento 

expresada en coordenadas globales. En particular los coseños directoresa, ya, sede 
terminan ¿partir delas coordenadas, yde loseztremos delelemento, ecuiiiomes 14-5 
у 14-5. 
Después de eserbar cada matriz de rider de los elementos, y Шеро de idertificar Las 
seis Blas y coimig em 106 mimeros de código cercanos y bejanos, Las тајгиех pe 
шеп paraformar 1а matriz de rigidez de la estructura K Comouna canprobación 
parcial, todas Las matrioes de rigidez de los elementos y de la esiructora deben ser 
simétricas. 


14.4 AROICACIÓN DEL MÉTODO DE (АШЫНУ РА КА ЕІ АМД Б DE MARCOS ып 


Desplazamient OS y сагая 


в Haga una partición de la malrede rgidez.como lo indika [а ecus- 

сабо 14-18, Una expansión postéñor canduce а 

о, = кп, ғ К, 21А. 

О. = ED, + Кы 
Les desplazamientos desconocidas D, s* determinan а partie de la 
primera de estas ecuaciones. Con base еп edos valores, las resccio- 
nes ел he soportes (E, se сақшап а рағы de la segunda ecuación, 
Poe último, lascargas internas q en ips extremos de los elementos 
pueden calcularse a partir de la equañón 16-7, es decir, 

а= ТІ 

Silos resultados de cualesquier incógnitas secalculan como сӛпіз- 
dades negativas, esto indica que actóan en las direcciones coorde- 
nadas пераз. 


EJEMPLO [16:1 


Determine Вя сатразёп Las juntes de la estructura de dos elementos 
quesemuestra en la figura 16-44 Considere que / =5O pulg? A =10 
ри y Ex29(10%ks; para ambos elementos. 


SOLUCIÓN 

Motacón. Рот inspección, el marco line dos elementos y Шез 
nodos que + identifican como se muestra en la figura 16-45, El origen 
delsis sema global de coormdenadasse encuentra en T, Los múmeros de 
des еп dos nodos $ especihcan pnumeandoza primer lugar los ga- 


des de liberia] no restringidos А partir de ka restricciones en Фу Ф.у 
de la carga aplicada, se tiene 


0 |5 
р |7 

4 
0 |9 


Matriz de rigidez de la estructura. Los Sipuients términos son 
comunes а ambas matrices de rigidez de los elementos: 


АБ 10[29(10)] 
LD) 
пе! 12029(10)(900)] 
Іі Pap 


= 12083 k/pulg 


=1 26k; puig 
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EJEMPLO [16,1 (Continuación) 


вет _ 92916 )(500)] 
г? [20412] 

авт 429107)(500)) 
L 2012) 

26r 279107500) 


L 2 8512) 


= 15104 k 
= 241 .7(10%k- pulg 
= 10£:10)k: pulg 


0-0 
утте 


Al sustituir los datos еп la ecuación 6- 10.92 dene 


0 


4 6 5 П 2 3 
1208.3 о 1; — 02083 0 

0 126 15/44 ü -І2.6 1504 

0 15104 24.710) 0 -15134 120.8310% 
-W3 9 0 1208.3 0 0 

0 2,6  —-150.4 0 126 —1510.4 

о 1524 ІШ 8510) ü -10.4 24.7010) 


Las ffas ylas columnas de estamatriz de 6 х 6 se identifican por los 
tres números de código л.у.7. ргипегоеп el extremo cercano y des- 
pués ет el extremo lejano, 4% decir, 4 6 5, 1,2 3 respectivamente, fe 
gura 16-46, Eso se hace раға el елате posterior de los elementos. 


-ю-0_, 
+=- T7 


Al sustituir los dalos еп la ecuación 16-19 resulta 


3 ? 8 9 
1519.4 -12% 0 1510,4 
0 0 296,3 0 
1518.4 0 24 ТАР) 0104 0 120.33(10%) 
126 0 -1510.4 12.6 0 -1510.4 
О 12083 0 0 ріж 3 0 
15144 0 20.8 10% ——15J04 0 241.71107) 


Como 65 usual, la identificación de columns: y ах se hace con reie- 
rencia а los |705 plmeros de código еп la secuencia т,у,2 para los ex 
тепсе cercano y lejano, respectivamente; es decir, |, 2. 3 y después Т. 
8, 9 figura 16-45. 


Wd ARLUCACIÓN DEL MÉTDOO DI LA RODEZ РА КА EL АМА ББ ОБ МАСОЗ 603 


La matriz de rigidez de la егіні ura sedetermina al епѕапінаг к y К. 
El resultado, que 52 muestra parádo como () = KO, es 


1 
i 


"да ЫР) мы 
в Ф 

ШІМ» ықы 

pkan На 


:P:P PP $ oo" 


Desplazamientos y cargas. Sise expande pera determinar losdes- 
рінғапчентов resulta 


12205 0 15104 —12083 0 
б 1209 -15 104 0 -15104 
1504 -15104 А89 3010) 0 1208910) 
1208.3 0 0 12087 0 
б 18104 1204301) Ф 20.701} 


5 
o 
ü 
б 
0 


Al resobrer, se obtiene 


D; 0696 рык 
Da -155 7°) pulg 
б, | =| -2488 07) rad 
Pr 0.6%6pulg 
Ps 1234.10" rad 


Con base en estos resuliados, las reacciones en los soportes se deter- 
minan а parirde la ecuación (1) de la siguiente manera: 


] 2 3 5 

Qs 0 136 150.4 15194 |Г 05 

@ | | -126 Q -1510.4 0 1.5510 

Оқ 0  —10%3 0 о || -zasao 

O, 151 04 о саяс? 9 0696 
1234102 
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EJEMPLO | 16.1 (Continuación) 


Las cargas internas en el nodo 2 pueden determinarse al aplicar la 
ecuación 6-7 еп el elemento L Aquí Қ se define mediante la erua- 
ción 16-1 y Т; рег medio de la cogación 16-3, Asi, 


ú 5 2 

0 а 
124 1904 -tů 
ES 7 Biat 27007) 6 1104 
атир" (E а Боя.) 0 
че 1:04 0 шь 
Мал злу о -иля 


0% 74 
а 


5 
іске 9) | 5 
о 1 

-1440 |} 

-LHK |» 


ж- El 


Tenga еп cuenta b disposición adecuada de los elementosen las me 
ігкезсопю le indican los números фе oódeo ado шро de lascolum- 
nas y las filas. Al resolver se obene 


0 
—1,87Е 

0 

0 

187 k 
—ASUKk «pulg 


Los resultados anteriores se muestran en la figura 16-4с. Lasdireccio- 
nesde estos метот es están en coocordanciacon lasdirecciones positivas 
definidas en la figura 16-1. Además el origen de los ejes locales ху” 27 
se encuenira en el extremo cercano del elemento. De manem simáar, 
el diagrama de cuerpo libre del elemento 2 comose prestra en la 
figura 16-44 


LATA 


аъ рй „5% 
y 
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EJEMPLO 


Determine las cargas en dos extremos de cada elemento de la estruc- 
ura que se muestra еп ta figura 16-5a.Considere que / = ӨЮ pulg”. 
A = È рш у Ет 2(10% ki paracada elemento. 


SOLUCIÓN 


Motación. Рин levar a cebo un análisis matricial, la carga distri 
buida que аспінсогже e elemento horizontal еті reemplazada por 
momentos y fuerzas cortames equivalentes en los extremos ccula- 
doscon base en la esiótica y еп іа tabla que se encuentra en el interior 
de la contraportada. (enga en cuenta que по hay ninguna fuerza сх 
terna de 30 ko momento de 1200 К. puig ubicados en Y puestoque 
las reacciones еп los números de código E y Y deber ser desconocidos Fiuwriló-5 
еп la matriz de carga) Después, mediante superposición los resulta- 
dos obtenidos pera el marco de la figura 16-55 se modificarán para 
esteckmentocon baseen bescargas mostrad as еп leftg ura 16-Se. 
Como se muestra en la figura 16-5505 nodos y los etementos están 
numerados y el ogen delsistema de coordenadas globales se coloca 
en el nodo D,Como de costumbre, los números de código se езресйі- 
an con números asignados primeroa los grados de libertadno res 


iringidos. Por lo tanto, 


Q 
0 
б 
Q 
0 
Q 


Matriz de rigidez dela estructura 


Elemento Г і 
ак 12129010)] | | 
7758) 1160k/ pul g (¿2207 +1 06 8. ple lO 2% 


(Vonkpuig) {1200k pi 
2E _ 12[29(10%)]600 _ 
Td bi 
бы _ ©2910 a 
ге [251276 
4E 4/29(10%)J600 
E 2512) 


=1160k 
= 232( 10%) £ -pug 


a 11610] k" pulg 


15 — (1 


A aS 
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EJEMPLO [16.2 (Continuación) 
Al aplicar ta ecuación 16-10, өс бене 


1 2 3 

-7518 -55u09 H 4 

4225) 978 -55409 -:28 978 5 
925 юп 596 -928 1КР) |6 
55509 696 74548 559 6% І 
-4225% зуң 4549 422,55 928 2 
9% пе) 696 928 232010 |3 


АЕ 1129010) 


s aa Мег E/pulg 


1281 112910600 _ 
Р ЕР 15.10k/ pulg 


6E 6/29(10*)])600 


=m 18125) k 


і? [2012] 
AE _ 429c10%)]600 
І. 244 12) 
2Е _ 1[29(10?}]600 
і. [20(12)] 


= 2500107) k pulg 


= 1,4 5(10")k- pulg 
A, - - 


Por lo tanto, la ecuación 16-10 ве convierte en 


3 8 5 
0 0 9 
1540 1812.50 -1510 1812.50 
1812.80 2900107 —181250 145110) 
0 0 1440 ü ù 
-1310 -1805004 15/40 -і 250 
1812.90 1450167) -181250 290019) 


* МӘ G 9 ә Ы e 
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La matriz de rigidez de la estructura, incluida еп Ф = ШІЭзе con- 
мее en 


Despiszamintos y cargas. 550 страле pará determinar krijes- 
plazamientos, y эё resticive, resulla 


0 29518 5549 6% ІҢ 0 
30| = | 55309 437.65 8845 Dllo 


-1200 696 8845 522010) | із б 


0.02 47pulg 
-0P pulg 
-007 md 


А partir de estos resultados, Las reacciones en los soportes se deter- 
minan соп base en la ecuación (1) de la siguiente manera: 


-T4518 -553.09 
-55400 422.55 
606 928 
—1490 0 
йб —151ё 

О 1812.90 


гь 


ВЛЕ 

63% 
-H5 k" pulg 
—ЗАВ5 k 

537 k 
-87 601 -pulg 


5 ч шш © о шш чш чш 


607 


808 


Гарітіло 14 
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EJEMPLO [16.2 (Continuación) 


Las cagas internas pueden determinarse desde Іа ecuación 16-7 
aplicada а los elementos 1 y 2. En @ caso del бетеп 1. q = E PE 


donde kise determina a partir de la ecuación 16-1 y Т ол 
scuación 95-2. Por lo tanto, 


base en la 


5 5 1 2 3 
8 о -Ін) 0 üj 08 06 0 Q Ф и 0 4 
лї ПЕТ Ф =I ІШІ || -06 Ол 0 0 Ф п 0 5 
100 ZAIF} б -П ПӘ" о ото düf 0 6 
0 o Шығ o 0 o 0 о ім Пом wtar |1 
-7.15 -Ціз o Tia —Mén 0 о п -Пйһ us Ef —009%4 |2 
(Б 01073 о -па 230% o оо о о 1)|-о0ог |3 
li ғ ғ 
Aquí los números de código indican las Гйаз y columnas de los extre- 
х mosccrcano y lejano de los elementos, respectivamente; сз decir 4, 5 
~” б.уйезриез 1, 2,2 figura 16-55, Emonces, 
ілік „Аз 
“4 А 435 К 
Ф —£81 k 
—146Е pal 
a се Rep. 
Ф -4%5 
q 141 Е 
6) 93 —98k: pul y 


Esos resultados se muestran en la Ggura 16-54. 


Para el ebementa 2 se кайта ип análisis similar. Los resultadcs se 


muestran en la parte quierda de la figura 16-3e. Раги este 


elemento 


ез necesiño Ssuperponer lascargasde la figura 16.52, de modoque los 


resullados finales del сістелі os 2 зе muestran а la derecha. 
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| PROBLEMAS 


ML. Derermoe la miii de пікі de la estructura К 
раға el marco Suporga que Y y С) están fijos Considere 
que E = 200 GPs. Г = 30010 таў y A = 10(10%) та? 
para cada elemento. 


lZ  Dijermine las reporiomes ca Los potes Ми Бұ. 
Considere que E = 200 GPa Г = WKI) mel y A = 
HALO) mm * раги cadaciemento. 


шік 


Probs,16-176-2 


l-3, Dejermine la marit de гіме? de la estructura K 
рага el márco. $ upon ЕЁ q Ше @ está aret lado y que @ está 
fijo Соме que E- 20 MPa, г =300( 10) mmty А = 
21107) тга? paracada elemento. 


Frob. 16-2 


"6-4. Debermine ls resccionos со 10% soportes E y 2. 
Comileze que Е = ЖЮ} MPa / = 30010% mo y 4 = 
21(10% mw" para cadarlemento. 


E-S Dejermine la matriz de rigidez de la estructura К 
раа е1 пагор Considere que E = ХООРА, = 350104) 
ту A = 150%) mo рағасада de mento Las juntasen 
Фу están анһ 
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Ш-Б. Determinc Las reacciones еп los *0poñes аги. “6-8. — Dotermine los componertes de los desplaramien- 
dos Фу Сол ide re que Е = 20 GPa, I= 3350(105 mn y tos en D Considere que Е = 290107) Каі. 650 риту 
А = 15107) mm*para cadaclemento. А = 20 pulg? раға cada de merda, 


М-?. Determine la mabriz de rigider de ш esbuc tuna К 
pará сі marco. Considere que E = 29010) ksif = 660 puk", 
А = Арш рага cada elemento. 


16-9. Determme la catre de гірібег K para el marco. 
Considereque Е =29(10% ісі, = ЗЮ puig! y A = IDpulg? 
paracadae lemento. 
16-18. Derermine Las rescócs les en lossogpories Фу Ф. 
Confidereque E = 29(10% ші, {= 300 рік y A = Ipui 
para сабље lemento. 


Frahs 16-16-10 
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М-П. Debe ming la matriz de rigidez de lnestructura К MA беша progama de computadora рата Әсістіпі- 
pera el merco. Conaldore que E = 29(10% ыы, = ХЮ pulg? nar lid re моа ene miro. AE Y ЕТ жуй сюн. 


y A = 2 pulg? рия cada ele mento. 


ЕЕЕ: тү 

! i 

|—— —— pp — — — 
Froh, 16-11 


06-14. не un programs de computadora рата determi- 
Weit, Determine la гелос enlossopos tes artila- nar las rescciones en el marco Suponga que A,B, D yF 
dos Ф y P.Contidere que E = W(P) kaf = DO pulg y A están articuladas A de más AE y ЕІзопсовилалйс5 
= 2 palp par carla elemento. 


APÉNDICE 


Algebra matricial para 
el análisis estructural 


A.1 Definiciones básicas y tipos 
de matrices 


Con la accesibilidad de las computadoras de escrilorio, 56 ha generalizado 
k apbcación del álgebra matricial рия e análisis de la estructuras. El 
álgebra matricial proporciona una herrmnienta adecueda paraeste ёро 
de análisis, puesto que 18 solución es relativamente fícl de [ónmolór de 
шин шапега concisa, para degpués realizar іаѕ mánmpulaciones Decesarias 
еп la mari гей] mediante шпа computadora, Por está razón, es impor: 
гане que el ingeniero estructural esté familiarizado con hs operaciones 
fundamentales de este (po de malemálicas. 


Matriz. Una matriz сз un arreglo rectangular de números que tienen 
т Bas үл columnis. Los números, que зе denominan elementos, зе 
епті інгі entre corcheles Porejemplo la matriz A se escribe como: 


Яп йр йк 
А = da | Өл, 
“Ян 850 7 Dar 


Se dice que esta meari bene un orden dem х пт por м). Observeque 
el primer Subindice de un elemento indica la posición de su Па y el 
segundo subíndice indica la posición de su columan. Entonces,€n genc- 
ral.a, es el elemento situado en la -óima fla y еп 124-69 ma columna. 


Matriz fila. Silamatriz зе compone sóo de elementos en una sola 


fila, se denomina matriz fila. Por ejemplo, una malriz fila de L х nse 
escribe como 


А = | а а4 
Agui se usa un өсіп subírdice рага denotar un elemento, puesto que se 


entende que el subindice de Па siempre será igual a L, es decir,a, = ар 
а, -а,,у ая SUCESIVamente. 


ё 2 


АЛ Пичнизсығ BÁSICAS Y TIPOS DE MATICES 


Columna matriz. Una matrizcon elementosapilados en una sola 
oclumna se Пата mari? секта. La mebriz columna «Бк Теч 


Aquila notaciónde losaubindicessimbaliza q = а.а = азу азізисе- 
vamente. 


Matriz cuadrada, Cumdo en Una matriz el nimero de fiis es 
igual al número de columnas, se dice que 65 una matriz cuadrada. Una 
mariz cuadrada de a х м sería 


an Шу Ha 
PE “п йз 
ај de 4; 


Matriz diagonal. Cuando todos los elementos de una matriz çua- 
dada son iguales в сего, excepto в do largo de la diagonal principal que 
desciende de izquierda а derecha, la meti $e denomina matriz diagonal. 


Porejemprlo, 
Ши o ü 
A=|0 m 
t б g 


Matriz unitaria о identidad. La masiz unitaria о identidades 
ша matrdiagonal, donde todos loselementos de k diagonalson igua- 
les a la unidad Por ejemplo, 


Matriz simétrica. Una mari cuadrada 45 Simélrica Siempre que 
а; = 2. Por ejemplo, 


> 

' 
“м. 

| 
ы = lA 
ж ы 
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A.2 Operaciones matriciales 


igualdad de matrices, Sedite que las matrices А у Воп ¡iguales 
я son del mimo orden y cada uno de sus elementos correspondientes 
son iguales, 25 decir, q, = b, Por ejemplo, si 


entonces A ғ Б, 


Adición y sustracción de matrices. Dos matrices pueden 
samarse entre d o restar ima de Ы ойга Sson del mismo onten, El resul- 
tado se obtiene al sumar о restar dos elementos correspondientes Por 
epemplo, 51 


entonces 


Multiplicación por un esçalai Cuando una matriz зе multiplica 
por шп escalar cada elemento de la matriz 56 multiplica por el escalar 


Porejemplo,si 
lA | 
= = 5 
Ке ч Ж 
спюпсез 
24 6 
® 15» = 


Multiplicación de matrices. Dos matrices A y B pueden muli- 
plicarse entre Ж айо sison comfprmables. Está condición se cumple 9 dl 
número de columnas de А es iguala] púmero de ffas de R, Por ejemplo, 
51 


R = |?" h: Bn 


а сз (a-u 


ак Ent 
б nz 


entonces es posible determinar AR puestoque А tiene doscolumnas y 
В tiene dos filas. Observe sn embargo, que BA no puede obtenerse. 
¿Porqué? 


А? ORACIONES МАГА САРУ 


Sila mariz A que fene una orden de (т х л)зе multiplica por la 
matriz B que бепе unorden defa Ж ¿Lse obiendrá una mariz С que 
endré vw orden de (nm < ges dear, 


ж E = С 
(т х njin X q) {лт х q) 


Los elementos de А mátriz Ese encuentran usando los elementos п, en 
A y ben Б де lasiguente maneri: 


A 
сұ" Lada, (А-2) 


1а metodología de esta fórmula puede explicarse mediante algunos 
гүстірікезетіс юх. Considere que 


For mspección, es posible obtenes el producto С = AB puesto que las 
maries $00 conformables, es deck, A бепе tres columnas y Н беъ tes 
Glas А partir de laecuación А-2, la тармаса generará Una matriz С 
que tendrádos Пав y una columna. Los resultados se obtienen de la 
gujlenie MANTA; 

стеМшірінуе loselementos de la primera fia de A por los elementos 
correspondientes еп la columna de В үзі me los resultados; es decir, 


cu =q = 2(2) + 46) + 37) = 99 


сұ ¡Multiplique lozélementos de la segunda fa де А рог los elemen tos 
correspondientes en l columna de Б yume Los resultados: 


сиз c= —1(2) + 6(6) + ҚТ) = 41 
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Como segundo ejemplo, comidere 


5 13 


А d 1 s=|3 1) 
2 8 -3 4 


Lha z más, ез posible encontrar сі producto С = AR puedo que А 
ene dos columnas y B Тепе dos Наз. La matiz C resultante tiene (гез 
Паз ydoscotumnas Loselementos se obtienen de lasiguiente manera: 


q = (| + $31 (primera (йа de A por la primera 
columna de В} 
ғо = 57) + 34) = 9 (primera fila de А por Щщ segunda 
columnade В) 
са = 42) + 1-3) = 5 (segunda fla de А porla primers 
columnade В 
са = 7) + ҚА = 2 (segunda fila de А por lasegunda 
сша de Б} 
сұ = —2{2] + 8(-3) = —28 (tercera fla de А porla primera 
сйшппайе В) 
Ор = —2(7) + 84) = 18 ierra fla de А pork segunda colum- 
nade Б} 
Elesq uema рага la multiplicación sigue la aplicación de la ecuación А-2. 
Por ha tanto, 
1 47 
Cm 5 32 
-98 18 


Observe además que ВА no existe, puesto que escritas de esta manera 
Ыз matnoss noson conformables. 
Las siguientes reglas son aplicables а da multiplicación de matrices. 


L En general, € producto de dos matrices na es Солға Шай: 
АВ» ВА (А-3) 


2. La ler distributiva es үйіміз: 


AB +С) -АВ+ АС (А-4) 


3. La ley asociativa es válida: 
ABC) = (ABJC (A-5) 
Matriz transpuesta Unamatiz puede trans ponerse al intercambiar 
sus Наз y columnas, Por ejemplo, $ 


а) ас шщ 
А = | ан mm es В = [р ы bj 
йм de йуу 


А? Оками МАГА СА! РФ 


Entonces 
Un Un шы bi 
А? = |а Яп аң, В” = |b 
Әз йл аң ha 


enga en cuenta que АВ poes cooformable por іс que el productono 
eve. (A tiene tres columnas y В бепецпа fila) De manera alternativa, la 
multiplicación А Не posible porque aqui las matrices son conformables 
(А Желе wes columnas y EF бепе mes Бх). Las matrices transpuestas 
tienen Laz sigule пех propiedades: 


(А + Ву =47+ Н (А-6) 
(КАТ = КА? (А-7) 
(АВ)? = ВА? (А-8) 


Exa última identidad se ilustrará mediane un ejemplo, 9 
= | в [3 3] 
Ещоб®гез, a partir de la ecuación A-A, 
ү ell ЕЕ Д 
Т E 
МШы Ж 
a а ЕТ 


Partición de matrices. Uma matriz puede subdividirse еп subma- 
mece al efectuar una partición. Por ejemplo, 


3 m An A 
A= |а! аб m йм - |" | 


Aquí bes submatrices son 


A = [an] Аш = þu аз as 


Ал “| Az = tz 05 рн 
y іш: Ша 2 
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Las regias del álgebra matricial sonapbcables а las matrices particion pudes 
siempre que В partición ses conformable, Por ejemplo, las submatrices 
correspondientes de A y Е pueden sumarse о Testarse siempre y cudo 
tengan el mimo número de filas y columnas. Del mismo modo, la muti- 
plicación de matrices es posible sempre que el respectivo número de 
columnas y filas de A y B ys us submatiices sean iguales. Por ejemplo, si 


12-1 а =] 
ге CESE R=|0 8 
із & 7 4 


entonces el produció AB еліне, puesto que el nimero de columnas de А 
esigual al nómerodefilasde В (tres) Del mismo modo.las Enstricespar- 
bcionadasson conformables para la multiplicación dado que A se subdi- 
vide еп des columnas y E æ subdivide en dos Б ах, ая decir, 


РОИ к А: aa tac raso] 
Ал Ар Es AB, + А-8 
Al multiplicar las зиінгінігісез se obtiene 
а 2 —1 в 4 
киви=| 3 р ШЕ 4 
= -2 a 
А.В. "Сур 4 ~ |в -70 
AxB = 6 al: Е = [12 18] 


ü E 
Aa = BF 4 = [56 34 


| 8 d | -7 -4 E Б 
He PA мамы ы -5 
02 8 + Б 34 = 50 


А.З Determinantes 


En Ін siguiente sección зе analizará cómo invertir опа matriz, Como exa 
operación requiere una evaluación del determinante de la matriz, abom 
se expondrán algunas de las propiodades hásicasde los determinantes. 

Un determinante es un arreglocuadradode números encerradoentre 
barras verticales. Por ejemplo, un determinante de orden m-ésimo, con т 
flas үл columnas, es 


8, жү йн 
Яң R БГА 


La evaluación de езе determinante conduce в un sdo valor numérico 
que puede determinarse mediante la exponsión de Laplace. Este méiodo 
hice uso de los menores y cofactores del determinante. En específico, 
cada elemento deundeterminantedeordenatiencunmenor M , quees 
un determinante de orden м — 1 Este determinante (menor) es la que 
queda cuando $e cancelan k ¡ésima fila y laj-ésima columna que conie- 
пеп al elemento а, Si el menor se multiplica рог (1) яе obtiene сі 
cofacior de a, el cual se denola como 


Por ejemplo, considere el determinante de tercer orden 


(A-10) 


Ой A dy 
Яң ed 
йз % буу 
Los cof stores para los elementos de la primera fía коп 
UT |” <a ЕК5 
аг A Өл; an 
сы = (y? ШЙ к, = „|1 fa 
dy & tn йу 
сөз ales „ра e 
Ay dor Ян Лы, 


Га expansión de Laplace para un determinante de orden mecuación 
A-9, establece que el valor numérico representado por el determinante 
e Iguala La suma de los productos de los elementos de cualquier На о 
colimaa por 415 tespertivos cofadores es десе, 


р = «Са + Са +=, +а„С„ Р] -1.2..... ан) 
0 (А-П) 
D = ауу + ау + 5 (іш 12,... ел! 
Farasi Aplicación зе бінегуй que debido а los cofactores el pómero D 
se define еп (тоох de пл dererminantes foofactoresh cada mo de 
arden п — L Estos determinantes pueden meeval tarse de manera inde 
pendiente empleando la misma Tócreula, por lo que es necesario evaluar 
іп — Ldeterminántesde orden іп — 2) y asisucesivamente, El porso 
de evaluación continúa пка que los determinanies restantes park ser 
evaluados se reducen el segundo orden еп el que los cofactores de los 
elementos son elementos Individuales de D, Comsidere, par ejemplo. dl 
зір шелі determinante de seguado orden 


к 
-й 
D puede evaluarse а Іс largode la fitasuperios de los ejementos, de donde 
п=50Ин 


+ Sa Ep 


D= 


Dæ 32/-117(2) «8-І: (-1) ші 
A por ejemplo.sise шен la segunda oumna de loselementos,se Пепе 
р = SA) + ADA) өті 


АЗ 


Гхтрамманття 
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En vez de шаг Ін eouaiciones A- El, quizá зен más fácil dume cuen ta 
que la evaluación de un determinante de segundo orden puede llevarse a 
cabo A multiplicar los elementos de ін diagonal desde el elemento sipe- 
ner їлүшнег baga abajo а Іа derecha, y retar de esto гі prodecto de los 
elementos desde el cimento supeñor derecho hacia abajo а la izquier- 
da,es dear, siga 18 flecha 


»-| > 


Considere ahora el determinante de tercer arden 


“ 32) -S(-1Jo П 


1 3 -1 
ірі-| 4 2 6 
“| п 2 


Соп base en и ecuación A-11, 10| puede evaluarse empleando los elke- 
mat ubicados уа 562 а lo bargo de la fila superior, o bien en La prime- 
га colu mia, esto es 


p= (DEN" 


о 3 х-и Eo 9 


"1(4-0)|- 3846)- {0 +2 =-40 
-1 
sl 


Comoun ejercicio, trate de evaluar |O| usando los elementos alo largo 
de la segunda Fia. 


2 acel? eco 


= Ца — 0) – 46 – 0 — 118 + 2) = -40 


р=1{-1)!*! 


3 
2 


AA Inversa de una matriz 
Considere el siguiente conjunto de tres ecuaciones lineales: 


йып + йыл; + йыз = д 
йух + ПуХт+ уух T 
ауа + шөл» + apa = іҙ 


que pueden escribirse en forma maincial como 


Ші de da || 41 ГІ 
27} йур йуз Аз = | у (А.-12) 
Bn Өз азл Са 


Ах = С (А -13) 


Podría pensarse que es posible determinar una solución para х al dividir 
Сеше Aisi embargo, la división по ез posible en el álgebra matricial. 
Еп su tupar,se muliplica por d inmerso de la matriz. La inversa de la 
matriz А es ота mare del mimo orden, la cualse escribe simbóbca- 
mente como А-! үйепе la siguiente propiedad, 


AA! = ATA =1 
donde les una mar identided.Al multiplicar ambos lndosde kerus- 
ción A-13 por A`. зе obtiene 
АЛАх = АС 
Como ACTA Е = [у = 1350 tee 


х" АС (А-14) 


Sempre que зе pueda пїңепег А”! será posible епоог1гаг ила solución 
prar 

Para el cálido manual, el método usado pam formular А! puede 
desarrollarse empleando И кері de Cramer El desartotlo no se presen- 
tará aquí, sólose proporcionan los resultados* este respecto, іск elementos 
en las malrices de la ecuación A-14 pueden escribirse como 


к= ATC 
К | a Си Си |а 
"= Сы Сз Ёз (А-15) 
Е Gs En Сә Је 


Aquí [А] es una еуейінсібл del determi nane de la matriz de coeficientes 
A gue se determina mediante ілехрапябп de Laplece analizada en la 
sección АЗ La mari: cuedrada que contiene los cofactores С se Шата 
Ќа mari adjunta. Por comparación se observa que la mariz inversa A“ 
se obtiene а partir de A al remplazar primero cada elemento a, por su 
cofactor Ca después se transpone la mariz resultante, resultando la 
теі? adjunta y finalmente,se multiplica la matriz adjunta por 174]. 

Para ¡lustrar numéricamente cómo se obtiene A7!,se considerará la 
solución del siguiente Sistema de ecuaciones lineales: 


O m= —] 
E, + ду} y=- (A-H5) 
1 +22 5 


"Мэ Kaping E. Adrenced Краен Mahoma, ihn ӘЛісу А Sans, ine, Хата 
Үн: 


А. 


МЕЙ А, DE Има МАТЕ 
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La matriz de cofactores de А es 


в alia | 
ela a ah Al 
Aaa a Hi 7 


Si өс сулійар los determinantes y se toma la transpuesta, la matriz adjunta es 


4“ 6 
tel. 53 2 
-3 -3 8 


Al resolver las ecuaciones A-16 se obtiene 


БЕНЕН 


z =— (—4%}(—1)+ 4-1)ғ (235) = 1 
а," -HEDED +{—3}(—1}+ (2451 = 1 
х = -[(—3){—1)+ {—3}[—1)+ {0{(5у] = -1 


Por supuesto, los cálculos numéricos se extienden mucho тіз раға 
grandes conjuntos de ecuaciones. Por eta razón en el análeis езігисіш іі 
se uses computadoras para determinar la inversa de 14 matrices 


А5 Моо DE GLES PARA эе үү POLADONES ФАККТАМКАВ 


А.5 Método de Gauss para resolver 
ecuaciones simultáneas 


Cuando hay сре resolver muchas ecuaciones lineales simultáneas, puede 
uarseel método de efhminación de Gauss debido asu eficiencia numérica 
La aplicación de este método requiere resolver una ecuación de un oon- 
juntode ғ ecuaciones рага una incógnita, por ejem plo,x, en términos de 
todas las Otras іпобргійаз, X; Ж, .... Х. Al sustHuir este ecuación Ват ada 
ecuación prete en las ecuaciones тезінгісз defi un conjunto de n — 1 
ecuscones con п — 1 incógnilas, Si se repie el proceso resolviendo una de 
es ecuaciones para ху еп términos de las лт — 2 incógnitas restantes, T}, 
Ха Ж Зе forma Issegunda ecuación pirol. Después, esta eclaciónse su 
Ныуе en las otes ecuaciones, dejando un conjunto de н — 3 ecuaciones 
cona — 3incógritas. El proceso se repite hasta que quedauna ecuación 
pivote con una moógnila, que después se resuelve. Las demás incógnilisse 
determinan al sustituir sucesivamente haciastrásen hs ecuaciones prende 
restante. Рата mejorr la predan de la ойып, en el desarrollo de cada 
ecuación pivote se recomienda seleccionar siempre la ecuación de la serte 
que tenga el mayor cosficdiente шағығіюо рага una incógnita que зе está 
taande de eliminar, El progreso se dustrará pon un ejemplo. 

Resuelva el sipiiente sistema de ecuaciónes mediante la ebminación 
de Gauss: 


A + 2ғу-2 (А-І?) 
Žr- лүй лра? (4-18) 
hay - $1. + Злу = 4 (4-19 


Se iniciará con ta ebminación Феу. El mayor coeficiente de п lá en 
hecuaciónA- 19, por consiguiente, se tomam como la ecuación pivote. Si 
se restelve para т,56 tiene 


a=] + 10255) - 0757 (A-205 


АЈ sustituir en las ecuaciones A-17 y А-1. раға después simplificar. 
reau la 


2175: + dix 2 (А-21) 
L5x, 5% 0.5: = () (AL 


А continuación se elimina ху. Sechge la ecuación А-2] como ecuación 
pinte porque el coueliciente de т, es mayor аһ. 5е tiene 


љо = 0.727 — 06365 (А-23) 


S sesustituye esta ecuación en ta ecuación A-22 y se simplifica, resubta la 
ecuación pivote final, que puede resobwerse раға л, De esto р, 
= 0.75. А] шяниг ече valor en la ecuación pivote А23 da 2 = 
Бішітеліс,а partir de h ecuación pivole А-А) se беле que х, = 075, 
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PROBLEMAS 


з а -і 7 
AL SA=/ 2 Tiy R 8 BE, deterrame 
4 — ә l 
2A-B yA +36. 
3 1-І 6 4 -3 
AL SA-|4 3 1|yB=|3 7 2], 
t =) 7 l 6 


dec emine ЗА - 2Н y А — 2 


4 


--1 
Ан 
М al determino АН, 


AS шА=[2 s1ym=| 


наф, sia=[* j yr- $ || termine AB. 


4 2 S =f 
2 
A-5, SA=|-5 [yB=[4 6 -M determine AB. 
Б 
2 -| 
A SA" |х ува B| 4 denuesteque 


б 4 
[A+B =A +87 
23 6 


59 2 | determmeat+A?. 
10 2 


AT SA 


А 2 % x 
Al ША- 1 ¿determine АГ. 


А-Ы. Sia =|_ 


derermincAB. 


А-1. УА | »в- 
determine АВ. L 


83-1 2 -} -i 
"Atl 59 А=| 0 3 2|yB-/3 2 sl, 
2 1 + 2 4 5 


dele гїшїпе АҢ. 
А-13. Demuestre que la ky dutribucva es válida, cs 


бек AM? С) = АН “АСМА-|4 ? Н! 


зз 6 
2 d 
Ва —] |. Сај Х|. 
5 1 


А-14. Demuestre quelaley asocia tiva ез vábda, ез decir 


A(BC)-(ABJOHA =| 1-4 А! 41-і! 
-5 ñ Ü 
4 
С=[2 -і J. 
3 172% 
А-5. Ende losdeterminantes yj 1 å 21. 
-| A 
¡3 4 0 
А 2 5 
"А16. SIA = |. 1 „богине А? 
3 5 7 
А-7. SA=| 4 -4 2| detorminea * 
р 31 


А-18. Resuelve [йк ссшылопек 4 +1, +g = —}, -ír 
Е + 35 тал, - 2% = 2 апо laecueción 
matricial = АЧС. 


А19.  Resuelrals еси nes dolproblema А-І&шатӣо 
el métodode вішклесілі de Curs. 


“А-28. Resia lasecunciones 1 + 2% — 26р = Аду — 
ху SL —4,-4,= lusando la ecuación matricial 
TAGE 


A-1L Келеа coñaciónes delproblemaA-20 usando 
el méodo de elinin ación de G дика. 


APÉNDICE 


Procedimiento general 
para usar el software 
de análisis estructural 


En la actualidad existen programas populares de sofware para análisis 

estructural como STAAD RISA, SAP ekcétera: todos elos basados en el 

método de análisis de la maire de rigidez, que зс describe en dos capítulos 

В я 13.* Aunque cada programa tine рай interfaz UN poco diferente, 

lodos requieren que el Operador mtroduzca datos relacionados con la 

estruclura. 

А contimiación se descrbe un procedimiento general para usar cual у 

quiera de estos programas, — 18-54 у g 

є — 


Pasos preliminares. Antesdeemplear cualquier programa, esnece- 2 : 
saño primero identificar numéricamente los elementos y агбешасіспе, Ay 
kamadas nodos de la estructura y establecer los sistemas de coordenadas Ж 
globales y locales con el fin de especificar la geometría de la estructura y Му) 
la carga Рага ello,quizá desee hacer un bosquejo de la estructura y tpe- e Б — 
сіқаг cada tereno conun número encerrado enun cuadrado, y usar i Т | a 
un número dentro de un círculo part ideníficar dos nodos. En algunos 
programas también deben identificarse los extremos “сегсапо" y “leja- юн 
oo” de los elementos, Esto ле hace mediante ша Mecha trazada а lo lapo 
de elementa, con dá punta de la Necha dirigida haca el extremo lejano. r 
Еп las figuras В-1. B2 y B3 зе muestra la identificación delos elemen- 42 
tos, ісе nodos y La “dirección” раға una ағтпайиға plana, Ша viga, y Un “ 
marco різін) Ей Ш figura B1,el nodo @ estár el "ехе сегсаща іе] “е 
elenema El y а nodo Феі еп su “extremo lejano”. Estes asignaciones % 
pueden hacerse arbitrariamente. Sin embargo, observe que los nodos de “ы 
баттым шга sempre estin ёп das articulaciones puesto que es donde зе М, 
aplican las capes у donde deben determinarse los desplazamientos y las 7 
fuerzas еп los elementos. Рага las vigas у los marcos, ісе nodos se 
ейсиеМгап еп lossoportes ёп Шаа eguna o punta, еп Un pasador mier- у 
ш), O en un punto donde debe determinarse el desplazamiento Баева о Figuera 1-1 
de rotación, figuras В-2 y PA, 

Coamo las cargas y los desplazamientos son cantidades vectoriales es 
mecesaño establecer Unsistema de coordenadis а fm de precisar el seni- 
do correcto de le dirección. Aquí deben usarse dos tiposde sistemas de 
coordenadas. 


Coordenadas globales. Un solosistema de coordenadas globales 
ode la езігисінғі,д іе use dos ejes derechos х, у 2,56 emplea para eped 
ficar ha ibicación de cada nodo con көресіз al origen y para identificar сі 
smike de cadauna de hs сагряз externas yde los componentes del des- 
plazamiento еп los nodos. Resulta comvenjente ubicar el ongen en un 
odo, de modo que todos los demás nodos tengan coordenadas positivas. 
Wea cada ona de 5 Ку ига. 


Los Hbrosrelaciotiados cona ап. matricial ртемотцағ unacobe тшт máscompleta 
de are todo, ісікке Қы гіссітнісіг la tonión es marcas md ima тпс. А25 
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ш | 2 3 


Figura Н-2 


Coordenadas locales. Un swema de coordenadas locales о de 
elemento зе 153 para especificar la ubicación y dirección de las cargas 
externas que actúan sobre Юз elementos de la viga y el marco а de aual- 
quier otra estructura, а бп de proporcionar una forma de interpretar los 
resultados calculados рага las cargas internas que асбап en los nodos de 
сафа elemento. Este sitema puede ident xare usando los ejes derechos 
y z' өлі el origen enel nado “сеғсапо”у eleje extendién cese a lo 
largo del elemento hacia el nodo “lejano”. En Bs figuras Н-] y BJ res- 
pectivamente,se muesiraun ejemplo para d elemento 4de una armadu- 
ra y el elemento Jde un marco. 


Operación del programa. Cumdo un programa зе ejecuta. 
debe aparecer un menú que permita varias selecciones pera introducir 
los dans y obtener 05 resultados. A continuación 3 explican dos compo- 
neotesusados para los datos de emtrada. Рага cualquier problema, asegú- 
гезе de usar un cono consstente de unidades риа las cantidades 
numéricas. 


información de la estructura general. For lo general, este 
comproriente debe seleccionarse en primer lugar a іт de esignarie ип 
Шша ві problema e idemificar el вро de estructura ganalizar: armadu га. 
viga O marco. 


Datos del nodo. Introduciruno a uno el número de cada nodo y 
las coordenadas globales desus extremos cercano y lejano. 


Datos del elemento. introducir ondoa unce] número de cadarle - 
өзегін, los mimeros de dos odos cercano y lejano, y ВЛ poopiedades de 
elemento, E (módulo de elasticidad), A (Жел de la sección irameversal) 
eb Ea momento de merda уќ el momento polar de mercia и otro tipo 
de constante de torsión місешміл necesaria рага los marcos tridimenso- 
nales"). Si езіле propiedades del elemento son desqmnocidas, entonces 
siempre que bh estructura sea estálicamente determinada, estos valores 
pueden establecerse igualesa uno. 9 la estructura 85 estéticamente inde- 
terminada entonces la estructura по debe tener asentamiemo en los 


*Con mucha irocuéncia рие деро cocina ree lorma estructoraldada,porejo прш» perfil 
die ыш арба п W da] progr ara Debe ura bate de daioi con тия propiedades peomé inicia 
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soportes y los elementos deben tener la misma Área еп зш sección mans- 
versal y елім hechos del mismo material Entonces, los resultados caleu- 
місе proporcionarán hs reacciones correctas у las fuerzas internas, pero 
по el desplazamiento correcto. 

Ši una articulación imerna o un pasador conecta a dos elementos de 
una siga О un mico, erionces debe especificarse le liberación dd 
momento en ese nodo, Por ejemplo, e elemento 3 del marco que se 
muestra еп la figura B3 ene un pasador en el nodo lejano, 4, Del 
mimo mado,este ражаот también puede identificarse еп el nodo cerca 
po del elemento 4 


Datos del soporte. Se introducen uno a uno los nodos ubicados en 
un soporte, indicando les direcciones de lascooudenadas globales en donde 
se producen las restricciones. Рог ejemplo, dedo queel nodo Sdel marco 
de la Figura BA e un sopode fijo,se introduce ип сеп» im ha direcciones 
de rotación), y y 2/5іп embargo 31 Өле soporte se adena 0.00 m hacia 
abajo, enionces el valor mtroducdo para y debería ser — 0,003. 


Datos de la carga. Іл5 caras seespecifican.ya зей en los nodos 
аеп los elementos, introdizaa dos valores agebratoos de las cargos nodo 
Ез сп relación {п hs coordenada globals. Por ejemplo, рата la arma 
dra de la Ggura E-l, la carga en el nodo Jesi en a dirección y y Gene 
ua valor de -AH Рага los efementos de vigas y Marcos, Las caras үзі 
ubicación se referención Шиш las ovondenados locales. Рог ejemplo, la 
aires distribuida sobreclelemento2de la estructura пега ае lafipo- 
га BA ҙе езресіпса con шн intensidad de —400 Nim ubicada в 0.75 m 
del nodo 2 y НІ Nim ubicada а3 mde este nodo, 


Resultados. Una vez que se introducen todos los datos, entonces es 
posible resolver d probteraa. 5с obtienen las rescciones e xternas sobre 
ы estructura y los desplazamientos y cagas internas еп coda nodo. 
Como una comprobación parcial de los resultados, con frecuencia se da 
una verificación estática en cada шо de los nodos, Es muy importante 
que по confe totalmente en los resultados obtenidos. En vez de elo, 
sería conveniente realizar un análisis estructural intuitivo para controlar 
айп más las respuestas, Después de lodo, el ingeniero estructural debe 
Bamir toda la responsabilidad, tenio del modelado como det cóculode 
los resultados finales. 


Soluciones parciales y respuestas 
a los problemas fundamentales 


Capítulo 2 
Fa, (-ХМ,-%; 60 — Feclika)> 0 Ae = бак 
l+TM5=0; 60-A/(4)=0 A= 150 Н Бер 
ЕР ,= А, - Bof -0 А =201N © Кар 
В =C = Bolj) = 20044 B, = Сут 2501) = 150 ЩЧ Кезр. 
FL (зЕМА-0 Farc sen 4514) - 10(4)(2) =0 Ас = L kN 
(-хм,-0 ия4у2) - 4,4) -0 А DOIN Resp 
ҮР, = Ay – (¿As Jos 4%) -0 4 = 200ЕНМ Кер. 
в =G (gts ак) = 200 ин Аер 
Іі (кп 45 
20 
В, =C," (E узен 45) = 200 48 Бетр. 
5 
Fi-A (+EM, = 0; бс sobra] = 123111) 0 я жой ШЧ 
\+®Мя=0: 1203) - А,4)-0 А = SON Көр 
5 
ҮР, = (са) еее A¿=0 A = 289 М Resp. 
в =G (Соно ГЫ Resp 
lo e] 
5 
В, =C,” Ж) = ЗЕМ Бар 
Fim. Elemento Af” 
HEM са 0 IWI - Na) =П мд TSION Resp. 
LEMA = 0; C} - 10(1) -0 С,- 250ÉN 
Elemento В 
AEF = E = 0 Кечр. 
«ТҰҒ, =O В, – 2.50 - 52) "0 в, IBN Resp. 


[+ Mp0 11902) + 8(2)(1)- Mp =0 ма = 210 kN-m Resp. 
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ғ2-5 (КЕМ, = Рас (Х4) + Ғой3) - 30002) =0 Fac 5125 


REF, =Q А,-125(1)=0 А, = 0016 Rap. 

“ТЕР, 0% A, «НЫҢ - 3000 А, 2518 Rep 

в, = С, = 050) = жо ар 

Қ = С. = 128%) = Моһ Resp 
Fih ¡+EMc = 0 62) + 202) Nad) =й М, = 400kM Resp. 

УЕ € LC, -2=0b E -2 ШІН Resp. 

ТЕР ,=0; C,+t400-6=0 С,- 200kN Resp. 
Е2-7, 

км ALN 


ЖЕМ, =% B,(4)- 8,3) – 5425) = 0 


Bemeno BCO 


¡+EMpa 6 82) + 8(4)- 8,4)- Вб} = 0 


B, = 1025 EN B, = 1167 КЧ = 117 EN Rap 
Ekmemo AB 
ҮР, =0 A, + 500) - 025-0 4 = 175 ЕМ Remp 
+TEF ,-0; А, - (KSÍ) - 1167 <0@ А,- 1167 EN = 10.2] N Resp 
Elemento ВС) 
% ХЕ, =Q i025- D, =0 D = 023kN Кетр 
“ТҮР „=й; р,%1.167-8-й-0 р,-МАЗ(М-М.НҰМН Кер 
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rn. 
GUN 6 Еч 
| 1 
— 2ш іт — 3a 
ала a іт 
ФМ | 
Elemento AB 
LEM =D; Bii – 43) =0 B,=Z200EN Resp. 
[EM g0; 402-446) 0 А ЕМ Resp 
Elemento BC 
ЖҮР, 200-С,-0 С, = 20003 Кезр. 
[+T pa 0 6(2) + 6d) - БД) =й А =G00kN Resp. 
1+5 Ма С,6) - 62} – (4 -0 С,- 600kN Resp. 
БетепикһАВ 
«ТҰҒ,-іК Ar-600=0 А,- 600N Rexp. 
Elemento CO 
ҮР =% 200-Р,-0 D, =200kN Resp- 
“ТҮҒ,т0 D, -ANEO У = 600kN Resp. 


[+14 y O Ho-20K6)0 Mo = ІЛЕ Евр 
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rn. 
бук 
[нё к 
в, і A 
В. ғ, 
B, 
Т A ым 
Apio 
| ү: 
шр 
3 pies 2 
L г 
--А, D, 
А, 
Elemento АН 
LEM =; В) — 156813) =0 8,= 150% 
М [у 050003) — A(6) = 0 А, ~ 1506 
Elemento BC 
¡+EM¿=0: 28,4) - ВЕ) =й B = 80 
[+E Ma = СН) - 208)(4) =0 С, 
AIF, = 180-С,ч0 €, = 130К 
Elemento АН 
“ТЕР,-іқ А—ЁЖ =й А. = В 
Еепктюс D 
ЖЕК _ф L5S-D,=0 һ =150k 
«ТЕЕ,-%; Pr-300=0 0, = 800 
[tE Mp Q Mo — МКА) =й Mp=500k:- pie 


Resp. 


Ed 


Resp 


Reap. 


831 


832 SOLUCIONES PARCIALES Y RESPUESTAS А LOSPROELEMAS FUNCA ME MTALES 


Fi- 
н, 
и, 
А, 
А, 
Еее пк” 
Ма Сб) - 812) 84} -ép = 0 С,- ШЕМ Resp. 
{ЕЛА = S2) + 8(4} + 616) - B,(6) 0 Я, |40ЕМ Rep. 
Elemento AF 
(+1 4M4= 0; E = 0 Кетр. 
ҮР = A= 0 Rexp. 
+TXIF,=0; Ar-láx=0 А «ІМ Resp. 
Ekmento EC 
LEIF, =R С. -0 Resp 
Elememno CD 
IF, =k D – 1586) =0 E = 90H Resp. 
+TIF,=0; б 140-0 Dr = АЛЕМ гур. 


("5М2- 0, БЭ) - Mp =0 Mp=2.0kN-m Жер 
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ЕЗІ. АліаС 
| AEF =h 4- Ferf сік Ға = 50017 (С) Resp. 
| 40 “ТЕҒ,-ік MOE) Ғса = Ф Fea = XÈ ЕМ (Т) Rexp. 
£ 4 
ы” 
Fa 
Junta O 
EF. =Ù, 50000-7 ,л nt Fen ОКМ Т) Кер 
+ТЇЕЕ = 0 Ns- MY) -0 м3 ПЕМ 
Е, 
+ТЕЕ ,=0; Бас зеп 45" – б = 0 Far = RAES kN (Т) = 849 ЫҸ (Ту Resp 
КАУ Ел Fa, — HABS cos W = 0 Feat ШЕМ (С) Resp. 
Junta C 
т. ЕЕ, = 0 Edidcos45" — Қр = Ф Fom = ӨМ (T) Веяр. 
8» [|с ЖТЕЕ,-5 Бе, – 8485 send" = 0 Еүл=6ЛОКМ{С) Resp. 
ме 
Fal қазам 
ЕЗ Ылас 
| ЖЕҒ,-(, 10-7 pniti ë Ep 19.14 N(T]= MINT) Rap 
с том +ТЕЕ =% Fo – lieni =0 Fig 100ÉN (С) Resp. 
| 
47 
Ет (е, 
1414 ЕМ Р = 0, Hii- Fo. 0 Ға = 1414 kN (Т) = 141 ЕМ (Т) Бер 
NFEF р Fpp = Ф Resp. 


Junta DO 
Рад 


Fos 
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апа 
шан БҮР, = Fa, = 0 Resp. 
А +HIEF dk: N¿-100=0 Npo-10.0kN 
LAA 
№ 
Кі имай 
| З. ХР, = 16 Ерс-2=0 Fp=z00k(T) Resp. 
к ір he *«1YF, = 0; Кы = 0 Rap 
27—90 
Faa 
honut 
| AEF, =i Ері -2-0 Fa -азаыС) = 343k (С) Resp. 
z la ТУР ‚= 33335) — Fes= 0 ба = 2667 k(T) -26 k(T) Resp 
ll 
Б d 
Fa % Е,, 
Junta. 
HIF,=4 Ел - 3335) -0 Fa 200k(T) Resp. 
ТҮР „= М,-33355%9 =й NM, =2667k 
Е5-5 па 0 
ЗХР, +0, Е ост 0 Resp. 
Б АХР, = 0, Рат Resp. 
Fra 
Junta С 
IF, =0 cos 60" = Feos 45* = 0 Род = 5657 KUN (Т) 566 KN (Т) Resp 


+TEF, = (К Fon — 5657 sends” - Bien 60° = 0 Ер 1093 ЫМ (С) = 109 ЫМ (С) Resp. 
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Junta E 


AMAN SEF, =0; Eng =0 Resp 
+ JE, АЫ 114 Му ШҚ ШЧ 


аЗ 


FIS Toda la armadura 
ШЕ Аа = кз) > Өз) — MOLA) — MA) = 0 К, = ШЕ N 


ып: 
М ТЕР ,= 0 1000 — Fppsend5? = Ф Fer 141421] М (Су = 14 ШЧ (Сулер. 
457 ЖЕРЕ, -р 414.71с0945"- реф Fgpg-100MN[T)=LOO0KXN(T) Мөр 
ғ... 
1000/4 
МшаҒ 


YPF, MH Ғ,д-1ММ14.21593457-0 Рд = КИЮ МСС) 00 kY i (С) Resp 
ғ +1XF,=0 1414.2 180045" — Fp 20 Ед, = KOON (Т) = LOORN(T) Кер 


“PEF, т 0 1000-60 Fagien 0 Би; = 56564 NÍC) = 564 NIC) Resp. 
ZIF,=D 1000 + 555.69 00945 "-Fpe=D F pe АВО (FT) 140. kW (T ) Resp 


Junta С 


Poo +HEF,=Q Fo = 800 = 0 Pa = МН (Т) Resp. 
Габро ala rimetta 
Fac = Ерс = 1айШЧ (T) Fpa = Fog SNC) Рыс = Fpg= ЦЮ МҸ (С) Resp 
Жи Н Ёны = Еро з= 100ҰМ (Т) Fag = рр ІШ ЕМІС) Fay = Feo = 140 ЕН (Т) Resp 


838 
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Para toda la armadura 

ІЗІМ: =0 205) + 200) + 205) — A,(20) = 0 
ЕР, =ù А,-0 
Para el seguento izquierdo 

+TEF,=0, 300-2-F »,sen45*=0 
LEM g= Ғнеа%-515)-) 
\+IMo =0; Р қ45)%215)-34%Ң10)-0 

tok 


А,= 30% 


Еһ. =L41k(C) 
Ғуе-АЮТС) 
F ac = 400 k (Т) 


A,= 150b 


Fa = ЖҚТ lb (е) 
Рс = 1300 1b ГГ) 


Рага ігніз la armadura 

("ЕМ = 0; 40016) + 60012) + 600(8) + 600(4)— А,16) = 0 

LIF =E А,-й 

Рага el зере по iquiecrdo 

1+ ДАС = 0 Faid) + 60014 + 600(8) — 15045) = 0 

(184, = th, РУ) + 6ҰҚ4) - 150014) = 0 
[ү wid 


1600 - Fag Fuc = W00 1b(C} 
Fuc ~ ӨЮ = 0 Fac = 00 lb (С) 


TE 
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3-9. Pam loda la агтыг 
ЫМ „а М4) —812) – 62 =0 N¿= 700 ШЧ 
Canuidere el segmento derecho 
+157, = W0 – Fap 50п045° 0 5,-?ЯМаМЦТ) = 990LN(T) Resp. 
¡+ EA ТХКҚ2} - 60) -ҒаШ = 0 Fep = ІЖ М (С) Resp. 
Емо E Q- Fei =0 Р 0 Resp. 


ЕМЕ Рал toda la armadura 
[EM „ h Му(31] - ЖИВ) — ЖИҢ1б) — d00(24) — ОПО = 0 М, = DO0 lb 
Considere elsegme nto derecho 
+ = 2008) = Елі (8) = 0 Fo = 33333 b (0) озы) Resp. 
¡+EMc=0; 1000(16) — 400416) - 400(8) — For 316] = 0 Fop = 66687 ib (Су = 667Ib (С) Бер 
ЖЕН = 0 KEKE) — 4001) — Еа) = 0 Eco” ЮТЬ (15 Resp. 
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ЕКИ. Para toda la armadura 


[+24 = 0: тыб) — 06) ~ 45) = 0 № = UDKN 
Coasidereelsegmentodere сіну 
“Тк, = 4000-2 -Fondi -0 ғ, -АЮбұм(С) 783ЕМ(С) 
(IM, = 0 400(3)-243)-Fací15)=0 Ға = 4001 (Т) 
("ЕМ--Ф 400115) - 2415) - #15) -0 Fo =20йшч (с) 
тм 
| К о ~ 
чс әркет; 
15m N 
437 “ 
те К; 
— im 
EI} Para toda la armadura 
¡-1M,.= Мб) — 5004)— 50048) — SIHI) = 0 Му = 750 Ib 
Considero el segmento derecho 
{+ ХМ, = 0 ТЯҢ4)- Fo = 0 Fep= 100016 {T} Resp. 


1 
і+ ХМ. = 0 7308) - 5004) - F е =ü Fyr = 103070 lb = 143 k (С) Resp. 


(емо = 0, Р.) + S00(12) - THB) =0 Жу =0 Resp 


ІЗІ 


Е-Е 


ER 


FAA 


FS, 


LEM „=й; 
Segmento CH 
EF, = (к 
«“ТЕР,-б 
¡+2 M¿=0; 


LtTMa = Uk 
эсле пиз: 
АЕР, ы 
„ТЕЕ =d; 
Бс =D 


Ма = 
УР, = 0, 
Sameno АС 
AEF, =i 
«ТҮР ,т0; 


ЕМ р=й, 


Mp 
БЕР = 
AcamemoAl 
AEF, =Ü 
«ТЕҒ,-ф0; 
{УМ + 


Кем: пез 

ЕМ tk 
ЖУР, =0 
"ТЕҒ,-0; 
Segmento AC 
AEF, =Q 
«ТЕР,-%0; 
ЕМ = 
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В Д2) +20 1004) =0 д, = 100 kN 


Ne= 0 Resp. 
Кстій-10-0 =й Resp: 
-Мс + 11) 103) =0 M¿=-MDENX wm Resp. 
BAD - 415, 875) - 801.5)(2.25) = 0 A, = 10.5kN 
Мез 0 Esp 
VerTl05-41.5)=0 Усе SEN Esp. 
0501.5) -51.5Ң075) - Моз 0 M = 675 Nm Resp 
160603) - 406) =0 А, = 200% 
А, = 0 
Ne= 0 Кезр. 
900 - HINIS) - Vem Ф Ус=&?5ЕМ Resp: 
Mo + ¿(O MESHOS)- WLS) = 0 Мос- l24kN'm Rap 
1 
30043)(1.5)—5(300)03)0)- А43)-0 А, = 00 № 
А, = 0 
Np= 0 Rap. 
300 — 3001.53 = ист 0 Е с-а Б Rrap 
Ме + ЖҮНІ 5,0785) - 3001.5) = 0 Mo 025 В Rep. 
Ғазеһ 45413) - 5693) 20 Е„= 20 
42.43со545% - А,=0 А,- IDON 
40.4355045° - 56)- А = А,-й 
Мс-30,іһ-і Меш ЖМ тар. 
—&{15}-КИр=ф РУр- -TSN Rap 
М. + 51.50.73) -0 мст 3605 kN -m Resp. 


639 


540 


F4-7, 


FAL 


Ha. 
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Raccoon 

(“ЕМл-0 8415 — 15(9)(10.5) — 60016) - 9003) =0 В = 136 hb 

Sepmento CB 

AIF, =% Ne= б 

ТХРК =0; И + 1345 – 1506 у = 0 Жалы, 

і"ЕМ--% 1456) — 19963) - Мс- 0 Me= 5ЗТШЬ=ре = 57 Коре 

Segmento rquierdo 

ТЕР, =0; (ln) mo V=(-3 -6jkN 

l+EMo =й. ы» : Қ (3) +4r=0 Mo fe = ё) kN: m 

Heacción 

(ХМ = Ù 026162) - АДБ) =й A= BON 

Segmento trquierdo 

+tXF, = (0; 20-5(2 ho) ио Уа 20 д kN 

IM = м + (2 Jun(3)- 245 =й M= (таш М 22 мыт 
> 246 3 3 

ые ss 

LIM =0 В,8)- B(4K6) -0 в = MEN 

LEM a=% 804){2) - А8) =0 A= &0ФЫЧ 

Spremo Equierdo, 0125-24 

+TEF,= 800-Ғ-й V=[8)kN 

¡+ М =й; M-5EMr=0 М-і(Вгр М+т 

берпс фис са. dm e E m 

+*PIF,=0; V-2M0-8E(4-1)=0 Y = [ай – к) kN 

і“ХМо-ік 1448 – х) - 88 mz) =M=D Maj- t к — 64 kN=m 

О= те? 

+TEF,=05 Y=0 

(+EH = 0; M+2-0 M--2DLN-m 

Хп у= 4 

+PEF,=0; -Ңл-24-РУс-0 V=(M-35i kN 

+ EM, = 0; M+5Síx - 2-52) + 15+ =й M =(-Fe+ ik ~AS} kNm 


ЕЕ 


Resp. 


Resp. 
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Repocionsa 

“ТЕР,-іЕ А, - 52) - 15= 0 
ЕАН (6 н, – НЕНІ) - 194) = 0 
Segmento пдшегбо, 0 =r < 2ш 

"ТЕР =й; 25 0-5-6 = фф 
{+®М = 0 М + sa(3) + W0- 201 =0 


бекти: mtoderecba ¿m € rS Am 


+TEF уа У-ІЗай Vel5kN 
¡+2Mp=4: —M-15(4-x)=0 М-Ш5- БМ т 
Ёш 2 acciones enfoscoportes 
LEM =; 8,24, — 12306) — 1812} =0 8, = 150k 
ех =U 18(12) + 2(12)(19) - A,(24) = 0 А,- 20% 
Segmento irquiendo, 0 = х < 12 pies 
"PEF, = 0, 1Л0-?х-үзф Ve[27-25]k 
{+ ХМ ~ (h м+за( # }-1юк-о M={ -7 +27 ріе 
Segmento derecho, 12 ples < + < М pies 
+ÎEF „= (к V-5P=0 V=[-15k) 
ЖЕМ әсі 15024 —- 3 - $ -0 M= {—15к + 360lk:'pie 
ЕН) MN + 
1 4 
п e гіт) 
3 
L 4 
з---- = 
2 4 ыш | 
Е 
М{ЕМ =) 
ás 
_ НР 5 
х ат = 
880% ғ кыс ы 


A = ҒАЛЫ ЫП 


Ma 


М- (e + hn юри 


= "NIH mm 


V=(2-5:1)1 N 


5 ү 


Rexp. 
Resp. 


Resp. 
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ES 
к 
Е-Е. 
үзе) 
63 
Ri. 
ған» MAN т) 
45. ъз 
as Етек | 
= к AS 
~ 4,5 Ф 
| —4,5 


ЫЕ) 


SOLUCIOMES PARCIALES Y RESPUESTAS A LOS PROMLEMAS FUND AhIENTALES 843 


844 SOLUCIONES PARCIALES Y RESPUESTAS А LOSPROMLEMAS FUNES MENTALES 


| 


D => +5 
IS 


O + (2-0 O 


= ТАПЕМ-т 


Wehen 05) + [eros > Be - «roses, 


O оз + [дв - «ноз 
= АШ 


SOLUCIOMES PARCIALES Y RESPLESTASA LOS PROGLEMAS FUND dh ТЕНТА ЕЗ 


с, 2 Ma Я 


H—— Efe þr æ rm 
6 E : Es € % 


ЕЧ 


4 (Саа 902) + Es ғ заа + E - Daha = kN 


} 


ы (манс) = 6-3) + [мв -oala + [дв -aho + [39 -oha 


== 4 ЕМ - т 


ыы ““% 
A a 
Hala 


645 


ёд SOLUCIONES PARCIALES Y RESPUESTAS А LOSPROMLEMAS FUNDA MENTALES 
њ-2. ma 
T] 


SOLUCIONES PARCIALES Y HESPUTSTAS A LOS PRORLEMAS FUNDAMENTAL ES 


L 
Рага 0 = 1) = ? 


Mi уН 
карын 
ыт +, (1) 
Ең sia + Ск, + € С) 
Pera = Хр bh 
A 

БЕЗ. ЁР 
кета 
кту Larco, б) 
El в A - туў + Су +С, (4) 
ве 0 а д = 0 Пемесшейа (2, С;- 0 
Denim. [же < usción Ф) cm E 


do, L R эрү? 
— = 0 == Пешеесійт 2), 423------ 
ТЕ еп ас ес {3) 3 Те 

рі? 
т = 0 ш >= Ё. Ое іа агпасібп (4), Қыта 
Ру, 


t (441- 315) 


Р E } 


м = Pp-A 

de 
Et 22 а ру FL, 

dx! 

de F 
E = 0 - Віл +G (1) 
Еге EP tC aC @ 
de 


q 0 @ т= 2 Deliecuación (1), Са= 0 


=й еп =й Ікінсагода(2, С, = 0 


za Z (‹2- a) 


zf 


Rap 


647 
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sm Bs 

кот 

к ма М.с, 

ao 758 — + Са ке 0) 


e=0bm л-й. Del есип С: 


e 0 еп rsk Реа сант). Ст 


Е = E кы — Mir} 


әгі. 


ГА 
Рага 0 = n = = 


Me 
М---г% 


L 
Ф м, 
ы”, шж GO 
de, 


Mi ý 
кі 45 - г “С, 1) 


Eto, СС; (2 


Ғе, Mo 
Erge pa 


de Ma 
EN MA (3) 


на-%4- Ha +Сзл›+ G 4 
т= Оеп лі-О ІеВеснасбш2), C,=0 


м? 
қ-П ғ rL Delaccunción(4), с ы $) 


м 
=. Осі ecuaciones (1) y (3), С, ~ Су = зы. б) 


L мы? 
Aron зед", De las ecuaciones (2) y (4), сы -с.-за--- (7) 


Resp 


SOLUCIONES PARCIALES Y RESFUTSTAS А LOS РИО К МА FUNDAMENTAL ES 


Resolviendo las ecuaciones (5), (6) y (7) 
тал РИШ | ME... 2 
a қ Ta a 
м 
б = aS gian + 12) 
= е. ИС + ШІ — Шаг, + XA 
ғ; MEIL 1 ї і 


В 
м = д wa E 


2 
de Wa wr 
A i ж 
Е; o W, mo, mi? ў 
ra кту тамы 1) 


mL 


W mE 
Efe= A AA + E (2) 


мін 


4 
4 
t 


ш рек... ae чә -= t 
Р dl ны? - гр} 


Er t CC a 


т=@ сп л-!. Delaecuación(2), C= —= 


Wo 4 


=йеп х=й Delaccuación (1), С,-0 


«Пе лер  Delacciación(3), С. = 0 


= 0 епха у. Ос ема), Су" ы 


3 


$ 
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| 


a 
und 
ЖЕЛЕ К A) > „теё > 
те, кес: 
O ош)] - 0а 
E-I. 
ТЕР =) (js) = 
+*ЇЕР, =k Va ES "зу о q аст 
¡+EM¿=0, -М%- ак) am |106) -0 
. 504) 
м; = а= ж, шга, 
кі: 
ы 
шай El 


#а= 0 2, al= (сав) 


Аа” kaal" (КЕ шш) І Е мест 


кїт} 


ЕЗ 


рі 


SOLUCIOMES PARCIALES Y НЕЗРЫНФТАЗА LOS PROGLEMAS FUND АМ ТЕНТА: ЕЯ 851 


«“ТЕҒ,-б (52 аа)-уға-ө ё = „ыы A Rap. 
Чол 
¿+2 Mg=0; ma-| (5272 jam ЗЕ 0 Мас Ag= шанаш, Resp. 


laa = Ст)» "|в “|- Зи 


евз) арза (ев) 


_ 46875 ЫМ ur 

a EF 
7738 Р ч (Ете ) MESAS 

а targ El El 
imal Шам-т/Е/ SUN 
Las Ут El 

i TSEN m” 4675 КМ.07 ZAIEN- m? 

енін, әй! нт а > 


Am 


ШЕ 


852 SOLUCIONES PARCIALES Y RESPUESTAS А LOSPROELEMAS FUNDA ME MTALES 


25 UN. т? 
El 
4к Nm? _ 5КМ№ от? SRN o 
«ЇР, >= -УА- 5-2! a ar БҸ Resp 
ZEN- 
1-с (“= 2) (15m)|.0.5m)- Pa Sm)-M'¿=0 
. 28125kN-=m? 251 Ы-ш- 
Ас = 1 кә a Кәзір. 
A 
м 
К) DAN 
= кі 
Ар 
7 пар " 
А. | 
э — (ш 
— ü 3 h i 
NA 
ILN. IN + mi 
аа a ТЕЕ 22 ч Resp. 
12 kb. ШЕМ. т? 
сд E „єз әш мз m|- 9 іш 
ЖЕ" 
қыз рғ ш E т) ш мш 
: SLkN=m бак М: ог kNm’ 
&с= 4 ерат ЛЫ. Т ты а Resp. 


М.т 
ажы „| 


198№ т” cm? 
El EJ 


SOLUCIOMES PARCIALES Y RESPLESTASA LOS PROMLEMAS FUND АМ ТЕНТА ЕЗ 853 


‚„_ IEkNem" 4 WEN +? ВКК, а? - 
AA киш жык A лин жаши < 


({+®мс= б, Мр + Бел 3m) - Неге) т) =% 


У . М . 


An не а Resp. 


ы-н ma (* ЕІ 
ca ¿(jam Jon om]: (He) азы 


и MAN + Жам: өт” 
E AI - ( El 4m) == 


| ФКМ от?  323%#%+т'! MIKN mw 
dad лы эи ш д. ш 


(туша): HeT T) fim > aee ei yom) pe Don i 


к. S “-У, - ів 


HES h м2» (мақ. «ay m-f (ГЕКЕ БК. А ау) = 0 


A = Мр „Эки, Resp. 


“ТЕҒ,ші; И 
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Fe 20, 
WA rim) 
на Р 
Яш 
га 
шай 
=, a 10 18 кча 2 - Sk No 
da = Баа] = ІК FF КЕЛЕ + 30 “| ҒҒ і 
њ-21. 


геа 


| pia 
JR 


) A my 


‚ IfIBKN- 
+ ТЕР, =h -V= a ур )=0 
IBLeN-0 ІЯұМ-т! 
Ar E E 


(+ = 0 Ma + A) Be п) + 2m] = 0 


BDk N- m Е EHEN- m? 


El ET l 


Mindo 


SOLUCIONES PARCIALES Y RESFUTSTAS А LOS РКОВ К МА FUNDAMENTALES 655 


Pa. US Ж цип уЦцұу/ /Ц/ц/Ң,/ЦЦ “1 ҰСсял "WWE RMN | 
Hamato т ЙЫ мы) {ре} ANL(b?-pia) 
АН 1467 250 Юю 4166.47 
АС 1 150 $ 20000 
ЕС 1333 ж а 2133.33 

27200 
Enormes, 
пм. T200%b"*pie 
Аа АЕ "ТАҚ 
7200 lb: ple 
ӛз ут ишы Rep. 

Ph Ar Е 
Нетама N ір МОР 150b) цре) М І (ерін) 
АЙ 1667р 1.667 —50 р #5] 

АС Р ! 0 5 200.00 
RE HAP 1333 m 8 2133.33 
E 200 
ам „ Poo tb-ple 
E 

Д 
Вета пікі) МЕМ) Lim) ИУДЫ 
AB 1 4040 2 кїн 
АС 5 4009 2 5 
EC 5 -8.0629 2 Ф 
ор э кас» 1 0 

ГІ; 
Еос, 
пАї. EPEN m 
1ЕМ-А„ KA 
EA kem ЕІМЕМ-т 
da” AE + АЕ Кер. 

FSA эч әді 
Blemento ММ) вр МІР-ОНҢЕМ) Lim N FP Ё (Е Мег) 
АВ P-4041 1 —d ¡MI 2 —B 087 
AC аз 0 8.083 2 б 
ЕС #083 0 -Riki 2 э 
ср 3083 0 8083 н 9 

A — Y раи 
ам\ L HOR ЕМ 8.08 КМ = 
= A асай: З 
ba” Zn (15) AE AE „АК gan 


ó56 SOLUCIONES PARCIALES Y RESPUESTAS А LOSPROBLEA а5 FUNCOAMENTALES 


ру ———— 
Elemento nen) МЕН) L ПАШ КМ -m} 
АВ 0 t 3 0 
AT 1,414 8.443 зу 5091 
BC 4 6 3 1800 
ар 0 6 3 0 
cp + 0 3 0 
z 659 


ч ак 2 
н-д" У Ё $ ЕК" яп 


АЁ АЕ 
КУ 
а жасы кер. 
ғә. 

Sameno ММ ам N(P=0HKM) Lim ЕЗІ 

АВ G 0 0 3 > 

AC муе +6 М? ez ту? 09 

BC {P+} A 4 3 19,00 

AD 6 0 6 3 0 

ср P 4 р 3 0 

таз 
ГУ. АТА 
бше а (22 АЁ 
GUN _ 
AE кер 
КЕК fimmg И, мм) Lim) ПА ГЕМ? =m} 

АВ 955 1875 1 2109 

BÈ 0375 15.75 3 21.09 

AD -065 -3125 5 9766 

co - 0025 -3125 5 9766 
вр 0 50 4 0 

5257,5 


а = 2750 Ш.Т. Кар 


SOLUCIOMES PARCIALES Y RESPUESTAS A LOS PPORLEMAS FUND АМ ЕЧТА ЕЗ 857 


Bemento мч) ы МР = 0 ФМ) Lim) ч pa JLikN-m) 


АЙ de + 1875 85 RTS 3 21.09 
EC PP + BA 0.275 75 3 2.09 
AD - @ + 31.25) -1625 -21,25 5 4756 
co (Р + 3125] -0625 -1275 5 4156 
яр є] 5 - 4 ü 
E2375 
өз Мү L ЖТЗ5ЕМ-ш 

åp = AS 4 Resp. 
Bemento пк) МЕМ) Lim} RNE (kNm) 

AB o -& 1.5 D 

BC 9 -6 1.5 0 

AD ] 0 2 0 

сі» Ù к 25 ù 

АР -125 -i 25 1124 

ПЕ 575 12 1.5 135 

тт. 4475 
‚ ANLO 75и 2-0 

1 ыз ӛз, > АЕ АЕ 

к^ ААТА М 

а з бер 

Батак МЕМ) Еч N[P=0)(kN) Limi Ман } кчт) 
AF 6 0 6 15 q 
BC -6 Ф 6 14 0 
RD Р 1 0 2 0 
CD ki Ф 10 25 0 
AD -[125P + Uh -125 -iÜ 2,5 зї 2% 

DE omP + 0 075 12 1.5 135 

14475 


s = ауы. яла, Е 


855 


SOLUCIONES PARCIALES Y RESPUESTAS А LOS PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


3 any 875.98 
Sam Eshi AE 


-БӨЕМет 
АЕ 


Цт) 


СОЕ п 
ыты 


М ыл A ру ыр hd P 
Ку 


Resp. 


B- 
Elemento пм) мм) {т} пМІ (ЕМ? rm) 
АВ 0.5 50 2 2.00 
DE 045 5) 2 50.00 
ВС 05 54 2 20.00 
ср 05 so 2 50:00 
AH 02307 ют ау 141,42 
EF -0.701 -HA ? 141.42 
BH 0 30 2 0 
DF 0 м 2 0 
сн алп 28.28 2ұ 2 8.5 
СЕ 0.7971 7828 wI 55.57 
CG y y 2 y 
GH -Г -м 2 моо 
Есі -i -70 2 40.00 
E Я75.9Е 
Р пм. 975.96 ЕМІ 
НЕВЕ 24 AE 
87БЕМ-т 
da = т l 
ETA 
Shi 

Hermanto N (ЫЧ) ЖР М(Р=4ОКМ y 

АЙ оар + 30 05 50 

DE 05Р +30 05 50 

ВС (ӘР + 30 05 50 

аз 05Р +30 05 50 

АН -(0.7071Р + 42,43) -0-77 -AA 

EF —{@Л@ТР + 4243) 0.0% -70.7 

BH 30 0 30 

DF 30 й 30 

єн ӘТІР QXR] 728 

СЕ ІКТӘТІР 071 2626 

os 0 о о 

он {Р > 5) =й y 

FG -ір +3 4 70 


Бар 


19-14. 


SOLUCIONES PARCIALES Y RESPUESTASA LOS PROMLEMAS FUND АМ ТЕНТА ES 


сн [a Гер 
Ды г я 
Para el desplazamiento, 
УАҚ = ТЕН r p= = ыы 
s тм 


Para la pendiente, М = — Чы — М” Por lo tanto, ан, -|.каМ = 0 Entonces, М = (JU) КМ. m. 


ам 
“= [mena PEA _ BSKN m o 
е èM‘ ЈЕ] El El 


Para el desplazamiento. M = — Pa. Por io tanto, 55, = -5 


Sea Р = ЖЕМ, Entonces, M = (Эбн) ЕМ «т. 


М - (ы а. тс желілік ЕЗ, 
Ба әр JEI Б El 


Para la pendiente, т, = 1 KN + my А ФАМ т. 
mMM ds MIENT 
нии [uf “ыы 
IZ KN + mi 
A, = ----- 
А El Xx 
Рага dl desplazanmento, mex Ша. my М =d ЕМ. m 
[тм rbd TEKN” nr 
ТЕМА, = А у { ES шш ү 
lakh ок 
Ат 6р! 


Para la pendiente. М = М Poco tano, бу =f, 


Ма АР =4 kN. m Entoncs M <й ЕМ -m, 


Гра EE 
ам 


Рас! desplazamiento, А (Fx + АЕМ. m Porlo тала, ай = 


Sa Р =й. Ейлсез, M= 4ҰМ „тп. 


> „= A EA ERA os E ELL 
ы хаР ЈЕ ЕЈ Ef 


Resp 


Rep 


Resp. 
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ЕРЕ. 


SOLUCIONES PARCIALES Y RESPUESTAS А LOS ҰНОШЮҒМАФ FUNDAMENTALES 


Рага lapendiente.m, = — 109 -m ҰМ = (1% ЕМ. m 


L уњ S I LEE a X) .25kN!-m? 
LEN - mé y” [mea | — E = O 


Ж|25 EN-m' 
8ы- р > ч 


Para el desplazamiento = (гр kN -my M = EN па 


" з= rm 
LLN- åg = aai ( и. hja жан т 
ш b 


Paca la pendiente, М “(М + 17) EN -m Por lo tanto, e = =1, 


Sea M' = ( Entonces, М = (1 JUN. 


ам dx 9-0-0: ISAN 
la І — йлы ал 
Para el desplazamiento, М = — {Рх + 27) КМ «m, 


Porto tanto, SE = -кбга P= (E ип жең = (2) k Nom, 


Md mi-i AGk 
da” СЕЗ = ПІ = ВГ A 


Para lapendientem, = 0 -012Í ЕМ -my М = (3210-41) ЕМ. m 


dx= E = E 


® {0 -05W — dl 2, 
A f "Ж { xK ) y, IOFAN ау 


т. E 
~o B 


Рага e desplazamiento. "(ОАЫ „та y A = (32x ARAN -m 


ч 


" Esri -4 1 qq? 

ағас. PU азот PEE дыбы ті 
47 KN т? 
АС. ET 1 


Рага la pendiente, H = М” —0125Mx + 321 del, Porio гапо; 6. = 1 = 1254, 


Sea М = Dentonces, M= (328 — de ЕМ. 


ТИЙ f и(2и) ж i - Г RE тзг A 


170ä7kN-m!  [71ЕРЧ-Ш? 
ШІ ---------:5-:5:5БСБ:-Б--2: 


ч 
El El 


Кер. 


SOLUCIOMES PARCIALES Y RESPLESTASA LOS PROMLEMAS FUNDA IENTALES 661 


Para сі desplazamiento, М = 0SPr = La A E = (Sa, Ses Рейетоксоқ, М = (La - 44?) EN ‚т, 


2 
м(3м -а EE (321 ~ ахы 
de,= Pu ) = 


А67 ЮЧ -п? ТЕМ ш? 
q == Нпр 


Рав la pendiente (me), = фт) = — [ЕМ MM, [ — Da) ЕМ. т 


ҰМ = – ihr, +3 ЕМ m. 


ТТЕ [ a- [i Г асты. Ma, 


тат» 
ТЕМ пъ" дс = EF 
Бұм-ші 
га а таша Rap 


Paad desplazamiento. m, = О, m= — х, M, = {—]2х ) EN „па 


УМ у 12005 +2) КМ. 


ісі = = 
TEN- de= [п ЕРЕ [=n == Шш), + f i-r- ry Ел 


E 


Para la pendiente, М, = (—Elx,) ЕМ ву М, = — 12Ux, +2) M. 


ам, ањ, 
Por lo tarto, РР = 0р = —1, ea А =0 М, = – Bir + 2. 


=1211(0 2 [—12 + 234-і 
ёг = Psoe - [7 сді) a + 120% +200) сы К ) 


_ 219. т у 
ЕГ бор 


Para el desplazamiento, М, = (12, АК -m y M, = — (a + 2у- Pr, 


әм ам 
Por lo tanto, --! = фу —2 = =з Ses Р ДМ, = — 1002, + 7) AN т. 


aP аР 
los ШЕ E d ¿PR ДЕ A gy я | [Lx HE A 
Е. ЖЕМ - т? 1 


ЕІ 
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Pn Mi = 05%). м: = (05%, м, . (зи, = 24) kNm 


Fii. 


y M; = (аы. -ar + E) uno 


(05:02 -5) 
ГЕМ-& = f mpar- [A 


1620kN?-m? 
рр —— 


+ f 
а 


E 
1620КМ т? 
АГЕР" 
M(0.5P 1, “Ма — e М, =0.5P1,+ die — бу + ий 
ӛм; = эм. .. 
Famos- = @4х\, ЯР = 05. 


-(05ғ,( өш-6й 1) 
El 4 


Resp. 


Sa P= 0 М; = (24, - grl) акту М; = (а, - 6 + Ly) 


һы |24 - la (0.54) 
e pat E р 


е IENEN =m? | 
El 
Supepiosicióó 
o -i 40(27) 66.67 чу? 
Жаз EOL AA Y4} -J HA | 
р РОР ж 2өғт, 
ЖР рү МЕ) MEI El 
de = Ys + BSa 
HAF kN- пт? 2667 пк! 
(+7 Ue- e ж т 
H= ИЕМ 
Equilibrio 
ЖУР, = A,= 0 
+TEF,=0 00—-40-Ar=D  A,=60kN 
LEMN 10012) - 494) ~ м. = |) М, = kN 


(sas - L 19 ko.sa) |, 


Resp. 


Бер. 


Herp. 


SOLUCIONES PARCIALES Y RESFUTSTAS A LOS PRORLEMAS FUNDAMENTALES 663 
КІЮ-2. Superposición 
1 К-ы}, Қ | 
i -f a "М -f а) ы | 


-2 mm г 
m= f ma f El ds ті 


5» = Xy + Bf un 


mol? L? Wol wok 
ea) EE е 
Equilibrio 
«ЖЕ,шік A,= 0 
Ж =i сЕ ye Е 
*11F,=0; A т arm Rap 
1 ГА 1 
(ЕМ, МА + к, = 08) о M Са Кер. 
FIO-A  Superposkión 
міх KG) WORN- 1620100) М + т? 
Фат de” ВЕТ El (ахи 10%) Nim [3001 107%) өз) Баи 
В в Nw Тп? д 
Газ” зк "ТЕТ" “ЕР” AN a] O еді 
ór = йз + Ef 
СЫ 35007) т = 0027а + 8 [12 (50 *утЛм | 
Б = 1834107) М = 1433 kN = 183 Rap 
Equilibrio 
ЖҮР, at A, =0 Resp 
HIF = Ар + 853-0-0 A= 4L67 KN = 417 KN Resp 
¡+ EM,» Q М, + 18346) - 693) = 0 М „= ПЕМ, Rap 


ҒИ-4. Superpasición 


Ма 2 0) =. „мы 


O Bp QF р 
fe "er REL Т 
Ар = Ав + Bes 


Е eno- ег аа) в б 


664 SOLUCIONES PARCIALES Y RESPUESTAS A LOF PHONLEMAS FUNDAMINTAL ES 


Equilibrio 
ҮР, =i A = 0 Resp. 
3м, 
\<їм,=@ E E 6-2 Resp. 
эм, м, 5u 
+1XF,=0; а ааа АЕ Resp. 
FS Supe misión 
и $2) (4) M6 A ТЕМ -п\? 
E Ae Ig рр 4 
Fap= dac o E 0667 a 1 
SE ару АБЕ Ы 
da = Хр+ Afm 
WAGT EN әш? 101667 т? 
(+1 Q -— , Жет 
B, = 34375 ЫМ = M4 ЫЧ Resp. 
Eyuilibro. 
LEM = 0 м.5754) — 30} - СШ} =й G = Ф675 ИЧ = 460 kN Resp 
«ТЕҒ,-0; А, + 34375 – 50 – 46875 = 0 А, = 3125 ЫЧ = ЛҮМ Кер 
ЖҮР, = 0, A,= 0 Resp, 
PE. 5000124) тимкк-т" 270010) Nm 
1741 = = =——— ———————кҮк=м+5 
T вакг JME E [20000 NA ][Э90{10-®*) e] md 
іс 1 o Sm. жау 
Гаа єр ажы” Ет рахиғумас жора 419 ақ! 
da = e+ Bf 
(4810-55 m = uam + Я,-06(10 %)л/4) А, «4А6ДЫР)М - 667 ЫМ Resp. 
Equilibrio 
EM le CAI) + 66.616) - 198) =D = а шч = 267 KN Resp. 
+TXF, з 0; А. + 2667 + 6667 - DU =D А, = 2667 ЕМ = 267 kN Resp 


жоғ, у AD 


Respuestas а problemas seleccionados 


Capítulo 1 

1-1. Ғ-43% 

EL Е = FAb Е 

Б м = 5) ре 

+5. Е = 13 kY 

нё. w = рі 

7" ММТ 

КӨ. м-/іныріс 

НА Carga muerta total = 106 16р? 

FM. FE = 45k 

HA à L= 170kNími 

1-14. 2. = 3002 EN? 

HS Pes = 27.8psf 
Pa = #91 р 
Pa = Лр 
ры = Ж.Л pa 

HA.  Bartovemo: 
Pons 29 pal 
рыл 218 paf 
Soba пт 
р = —154 ра 

На. p=-186 ри 

М» ЕР= ЕЗ kN 

1-0, д = 0Q816LkNimé 

HE py = 36 tbipie? 

Capitulo 2 

ІІ. Sobre ВЕ- HZ kNimaobre FEB, 
E E © EN 

22 Sobe ME carga trapezoidal, pico 71.4 kNim 
sobre F E Р сарая triangulares, picos 16, 7 
LN im conf uerraconcentradade 267 ҰМ ел E 

24 Sobe AFOS Елкездіме ABCD E 3 fuerzas 
de 115 К 

2-55 Sobe AF= UFS кіріс sobre ABC DEI 
fuerzas фсб. 756 

246. Sobre RG = 3011р, sobre АВС DEZ 
fuerzas de17251b 

2-1 Sobre ВС = 364 іе pico triangular 
Sobre ABCD соп 2 fuerzas de 736 lb, 184 Ibipie 
pico triangular 

1-8.  5obreBEcr gatraperoidal, pico 4.125 елік, 


sobre FED cargas triangulares, pacos 2.06 Ырс 


yE =12.9k 


HiG 
4-1, 


2-14, 


2-17, 


2-18. 


Sobre PEZ20k'pio, sobre FED Шепайе 132% 


а. Ікігісітіһзадада Y 

b. Іар Le 

Estática menle determinada 

d. Estáticienóe determinada 

е. Imestab le 

a. Estálicaimentedetermionda 

b. Exbáticamente indotenminada de Y 

с. Estlbcame nte indeterminada de Y 

п. Іле 

к Estableycstáticamentedetarmi nada 

с. Estable yestáticamente indeterminada 
dese ашын pra do 

п. Шыжанір 

b. Estable y estáticamente indeler minsila 
de primer arado 


b Eiuble yestáticamente haleter minii 
desextogrado 

с. Esxtábleyestática men tedeterminada 

d. шешиле 

Й ‚= OLN 

A,= 160 KN 

А,- 100 kN 

Fr=liDk 

A = 953 ЕК 

A, = 5ййЕ 

Na= БЕМ 

а = 0 

В, = ЗЕМ 

М. = 84 ЕМ m 


Ма 354E 
Cr=2P93k 


55% RESPUESTAS APR OBLEMAS SELECCIONADOS 


3:4 C= м5 lb С. 676 
А,- 414 lb C,=L97k 
A,- Eb 5-42. С,-45ркҺ 
2%, 8 SIAM Г. = 4500 
А;=14.7ЕМ о = 7.00EÉN 
E, 2001М№ A= BIEN 
И 6,-0 A, ON 
8,7. УЕМ Г = ТКЫ 
М, = 40 ЕЧ -m 243 B,- MAL 
A= ТШМ ң = 221 k 
A,” 8 E, ж Ејб 
Ја А,- АМ Сут ак 
Ма-бАЛЕМ-т 
ша кые Capítulo 3 
AS LL а inestable 
LM А, ХИМ b. Estíficamente indeterminadade 1° 
B, = 120 ЕЧ г. Без: ntedete rminada 
В, = 0 й. Езїйшєшпепїе determinada 
Ma=320kN-m ЖА. а Eskicamentedeteral пайа 
эр b. Exuibicamen tedetezmineda 
ым => с. еншіме 
АР ЖА а. Erermayextenameneo csab hei 4227) 
жу = E b. Externa уе хгогпатепісезга Не de F} 
w, = 03 Ірі а. - Кес и ынна de F} 
wm 167 ІМрів Ел е 
23, А = ЮН н А 
А,- 667 KN я" 
С = шлам Fos= TORC) 
d = 
С ,=G67kN ка көте ы, 
2-4 М. = 1120 BA 
еҙ 36 Ғ,н-4йТ%(С) 
E, = 97% Ey = ADO E (Т) 
A = 4108 Е - адои (т) 
235. H = 16бк н Е: 
ӣн 
a fue вимо 
=. Е Маус 
HIL А,- ЖОМ Frg=0 4 
П Еи Fre=15k(0) 
G = хо қ, = 2240) 
С,- JON Ex =0 
b pr i 
Z% T- ЗУН F p= LMKIT) 
A,—1.88k Foc -% 
бк зщ; 37. Бы = 924kN {T} 
Аеш Fog = 462 KN 
DE ІС) 
ж Es ж 153 Е Feg= ам ич СІ 
Қас ХОЊ Fos = 224 KN (Т) 
2-4. A,=52lb 


А =147k 


Ға SMIN E) 


310. 


HI. 


3-4. 


Ева 2924 ҰМ (Т) 
Es yA ЕМ (С 
Ға = ЗЗА Е(Т) 
Fa 267k[€) 
F pp =900k(C) 
Ғас- 207 Е С) 
Fre = 500 k (1) 
Еге = 133 к (С) 
Қож = 300 К (С) 
Feos 133 Е (7) 
Ерк= 1487 (С) 
Fer” n7k(0) 
арт 8875 (Т) 
Е рр = 0 

Foc = ВЕТ k (T) 
Кан= 215 кіС) 
Е а» =1375Е(Т) 
Бен ağ 
Екс=&04К{С) 
Рес = 76? Ей 
F гезе З.П Су 
Бан = ТӨР ЫЛ) 
F pp А6 (Т) 
Fo = ЕЛЯ ҜМ (Т) 
Fro" 467 Еч C) 
Fac = 667 kN (С) 
Есе-5ЕМ(Т) 

F ск =DkKN(T) 
Fra = ВЕМІТ) 
F лғ = 0ЕМ ЕС) 
F ap” BOLNO 
TA 1ТЕМ( С) 
Ere = 750 EN (Т) 
Fa ЇЗЗКМ{Т) 
Ерк = ЮЗ ЫМ 5 
Foc = М0 ім (Т) 
F к= ЕМЕМ(С) 
Far = 620 ам (С) 
Ғсғ= БТР kN (T) 
Есе- 20048 (Т) 
Fra АПЕТ) 
Eg EN (С) 
Ғра-А2%МІТ) 
F ак = ERAN 
F эк=А1ЛЕРКЧ{Т) 
Fep = LOOK NO) 
Fm = 69 ЫЧ С] 


RESPUESTA SA PROBLEMAS SELECĊION ADOS 


3-15. 


7 


3-18. 


за. 


22. 


зм. 


867 


Ре; =Т.9ЕМ ІТ) 
Еы-М3км(т) 

Еһ = BTN (С) 

F к 600ЕМ(С) 
Ғгг-ӘЛІЕМ(Т) 
Fcp T ALN(T) 

Fu = ЖЛ ИМ (С) 
Ғнр-КІШЕМІСІ 

F ык =7.9АЕМ(Т] 

F не = © ЗЫМ (С) 

Fap =34.ЗЕМ(Т) 

Fija ӨП kN (Т) 

Еһ; = ©р ЕХ (С) 

Е, = ADOAN (С) 

Fæ = 4,1 ЫЧ (Т) 

Кан = Fre = 25 ЫМ (Су 
Far Fog DENT) 
Fac = Егр=20 ЫЧ (Т) 
Fan Fpp DENT) 
fpe = Fer = 8.33 ЫЧ (E) 
Ес = WNT) 

Ем = Fog = ADUKN ТТІ 
Fap” Ғе = AMAN (С) 
Е ера Fe = АФ EN {T} 
Ёсь а Ё = [} 

Рек = Frp = 23] ҰМ (С) 
Е a =?ЛЛЕМ(С) 
Еъс=11.7к(Т) 

Еһ; = 1661 (0) 

F рс =486ЕСР) 

Fro A00L(T) 

Ен = 2508 (Т) 

Бук = 43 Е С) 
ымеетелиа KN, ME, МИ, BL, CL, IOOF, 
GE, ЕН, ИІ кіп ckmenos «de fuere Сеть 
Frp" 667 ШМ (Т) 

Бо, = 0.5 МЧ (С) 

Ех = 0 

Ры = ВШ) EN [Т 

Быз = 01 ЕМ ЄС) 

Foc = 1ЗбЪМ(Т) 

Far = 178 UN (Т) 
Fep 223 ИМ C) 

Е гр 9 

Fiw = МЮ kN {T} 

Fm = 424 Ы (Т) 

Ғто- ЖЫ ЫЧ (С) 


5658 


ж. 


жм. 


RESPUESTAS APRROSLEMAS SELECCIONA QOS 


F тра ЭЕМІТ: 

F = BUUNI) 

Егп- Ю1 ЕМЕС) 

Fri 115N(0) 

Es = 20 iN (Т) 

Ғ.ср= 97-5 ЫМ (Т) 

Fas 0 

Ға- 150 kC) 
Fos = 0207 k (Т) 

Fo = 0.500% (€) 

Fy = 007 k КС) 
FDO IT) 

Es y = OS (с) 

Fr = 0707 К) 

F pp = ТОРЕ ГТ) 

Fs = 212% (Т) 

Еж 1.00006) 

F e =0. 07 KT) 

Fry Akit) 

F ra= 0.7870 (Т) 

Exjz 100147) 

Fry = 212 k (T) 

Fa =0 

For = ОКК (С) 

Fog = 0707 KC} 

Ек = 1707 Е СТ) 

Fre= 150k( С) 

F ¿n= Fx =0 

Far = Fac = 400 ЫЧ (С) 
Ға = Fc = 8% ЕМГ) 
Fæ = Fa = ПЗ ЮЧ С) 
Ғкв-ІБЙЕМІС) 

Ға -ІЛЗЕМІТ) 

F рь ЗЕМ (Су 
Ғадт ІІЗЕМІТ) 

Fæ 115 КЧ (Т) 

Fan = 424 kN (Т) 

Ем = 158 КЧ (Т) 

Е су АЛЕ МСУ 

Қа = 45 ИМ С) 

Fæ = 115 EN (Т) 

F ay GENIT) 

Es = Pan = LSN O) 
Ға- Ға = OEN С) 
F ве =4АВСНМ {T} 

Fac = Fm = 24 И C) 
F ¿24 N(C) 

Fag = Еак = ЦЯ КИ (Т) 


Eng * 1#0 ЕМЧ (Т) 
F pe “LAUEN (Т) 


Рас = Fae = Foz = Foca Р = 0 
F w LUSENTO) 

Ғоғ-4Л6кМЦС) 

Еак = 416 EN (Т) 

For "0 

F ro” 24 iN {Т) 

Ры = 346 КА (Т) 


Capitulo 4 


жа. 


4-3. 


15 


4-7. 


Ng 0 

Fr = ЙС! kN 

M- = DOF ЕЧ -m 
Мр- 0 

Fpo= 533 
Ыр = 933 kN -m 
Мот 0 
Ке = АЗЕ 

м = 383 k- ple 
Мо, =й 

Fo -AbT k 

Moa 1.7k pie 
М =й 

Ka~ 49010 

M= —1.1275К-рю 
Ма = 0 
к=) їй 

Ыз- —6325k plo 
с =й 

Na -І.28Ккір 
MH- = -Я12%5 k -pie 
w = 100 Nm 

М: =й 

к= W5 Ем 
H = 0375 mn 
Np =й 

= ЕЗЕМ 

Ha = LES iN -m 
Аге 0 

Кеш], TSEN 

MH pæ ESO kN + m 


RESPUESTA SA PROBLEMAS SELECCION ADOS бі? 


49. N= 4-8. у= {1052 — 800) lb 
Ес- 1.23 ЕМ М = {-333х°- ЯЮ:- 1200) [b- pe 
Мг- AS0kN m 412. V= раа – Ex + Зам 
жыли M = (0.1482 dx? + 36x — 108109: 
Y = -0870 E ыз Va = 386 
мс 112 k.ple аа 
AL А-В 4-24. тн —ій ЕМ = 
F¿= 0930Ж Ет 
Мт І.ІН-ра Ман" DN 
Ne= 0 426, Var? ШЫҚ 
Ұр- 04506 М --Өөне ре 
Ma= -0.673k.pie 427. Van” -Hk 
HA Garg 1m,F = АКН Mas" 11.Біспіг 
M= {45@х]кМ+тп + Уы -125ЕМ 
Ітелезп, К = 0300 ЕМ Мы = URI YN 
M=[05:+4)kN:m 4-М. У. = —SHHD 
im<xr=4dm Е --АЯРЕМ М... — 2404 Dpi 
M= [550% +22}ЬМ-ш зА. 
Mo 451 Faks- 
414 ф=л<е, = 8 
Mo L Qw? 
м= з Ma? т 
re E 435%. Уд = HRN 
ё ы, = 224 ЕМ m 
ap 4-34. Fap = 120016 
L Man = 6401 -pk 
415 Usx<.m V=175kN 434 у= 380 
M=8.751]kN=m ете Кг 
Эшелксейт F=- MN = 
М-14-325% + MWN + таан 
Ма. = 34.5 К Nm 
яше сЕ т, 
V= 325 KN 4-38 Fap EN 
М-1-325 + MJkN=m e ее шіт гы 
+i} Әзг<іт,Ұ--а:ы 439 Кш= -11.8k | 
M= 1-ға  М-т Map” 8.6 pie 
1м де 2 т, – +2 kN 4-4. У, 12и 
М = {125 +6ркМ т Мы. — ре 
т< х3 т = – DEN HZ Уш= йоу 
М = {205 + 24) kN -m Мас — 144%" pie 
ға sx <6px Y = (0- "Қ HA Yi "HL 
M (a+ Mx – 216) k- pie Man 162 k- pie 
ёре < x = D pies, V = ЕПП 4-45. Vas 13.3KN 
мо {8л — 120) kpi М 2. = 26. TEN:m 
HA ts харе, Y = -50 b 4-46 Va -HÄN 
M- (-250xHb-ple М..- TIIN m 
Apies сл < 10ріех, V= (1050 — 155) b 441 У.,-222% 
М = {—75! + 1050 — 4000) o pie Мед, = 155 к.ріс 
i0 pies < x ж H pies, Y = 2%} ib 449 Vr, "1?L 


М = {Мы - 3500) lb-pic Маһ = ре 


670 


RESPUESTAS APROSLEMAS SELECCIONA QOS 


Capítulo 5 


zd. 


5. 


A 


5-1 


5-1. 


5—26. 


Fr = 46.715 Ға 
f = l рия 
Ты "ӨЛЕМ 
жа 24m 
T= БЖМ 
Тор ТЕМ 
Tus” 2. 99ЕМ 
ж = 210 т 

Р = “fa lb 

Р, = 150 kN 
Р; = 625 ЫМ 
Fa = 1251М 
у = Өз 

Т о= 71181 
T¿=10.3k 

T aa = DEN 
Tan АЗЕМ 
м = 519 Ibipe 
Т.,-14.4% 
T h= D Ok 
T an” MF tk 
Тат 1006 

T aga 117 k 

Т pancho =10L 
лл = tit 
Ман- 525 Кәріп 
Tan -82%ММ 
Tan IMN 
у= 65% + 300% m 
Tan = ADAN 

Tp = THN 

Т; Ғь=#75ЕМ 

Т меһ FLITEN 

A= 0 

Сут ЧАЗЩМ 

А = 15.5 М 

Т = 432 ИЧ 

F =6TFk 

Ға = 10.8k 

F -=117k 

Mo= 108ЕМчп 

A -іжті,й, ЗЫ 
А -Ф7ЕА,- %.0k 
Са ТЕ. Сут 85и 
h = 4175 pies 

і = 7500 pies 

һу = 9575 pies 


АӘБ Ес о= 8Ь 


811 E = 020161. 8, = 272 k 


А, = 272 0,4, = 378 k 
С. = QILE, = 0216 t 
52, А, 3% 
р, 206 k 
А, - 194 k 
Т ap =408k 
Capitulo ё 
6-18. ¡Moa = 142k т 
(F a = 200 
6-17. (Bad) = 1246 
(Мааа = -375 ірі 
6-18. (М) аа = П2.5К-ріс 
(B haser) = 2475 k 
6—19. (А.у = Е 
(M rhai = 19 kepie 
(Vader р = 40.10 
6-01. (Мрім.--4Е-ре 
6-21, (Halm = -mdk pie 
(Уллы = 540 E 
63 (Нш. = POLEN 
{М chaa = TAOkN т 
(F ejam- = 23.6 EN 
6-25, (А, ра, 295% 
(Мой. = 5125 Кере 
(Ке = ЖМ 
6-06. (Falat = 715 ШМ 
(М суар = 981 ЕМ-т 
6-21 (ас) = FE ЕМ 
(H oja 27 EN 
4%. Vara” 275 E 
(Holaa = 61,25 E- pie 
4 а) ТЕ 
Mons = 105 k pio 
5—33. AA za ЧЕ 
i a -118k:pie 
FA, (F pe Мын) = ЫЛЕ 
UM ahai = 192 шерге 
6-35. (Froja - “бі 
6-21 (Иа) = EN 
(Муш, 25 МҸ чп 
EST (Fonasa = 120k (Т) 
5-58. {F лу} мы) 554 E {T} 
6-59. (М:),,.-441 EN<m 
69. Y das = 146 К 
ib Ml mdd % 201,1 ЕМ + т 
6-64. (Mejmua) = 168k-pie 


Me) ын Ша М.ПұМмта 


(Му! = 43/5 k pie 


(‚кым = 237k (Т) 
Mos: = АЕ Мт 
М „=й 5ЕМ' п 
V an= IDEN 
Мы. -ЖЕМ-п 
Мы у= S55L pie 
Vig= 5 5EN 
Mus = 164k Nm 
M а 97 20-р 
Мон" 130ісріс 
V= 25% 
Ма, = 10.5k:pie 


Capitulo 7 


2-1. 


TE 


Ак = Ев в =14.1Е ЕС) 


Fep= 100км(с) 
F ay=10.6kN(T) 


Fog = 19% КЕМІС) 
Fac = 100 LN (Т) 
Fay = 60% KN (E) 
F pg o ¿200 ЫЧ СІ 
Fco” ЖЫР kN E) 
Елар Fo=U 

Es = ЖАЗ ҰМ (1) 
F ке = ОКМ ( С) 


Е вс = 0 

Far” MODENT) 
Е ар О ЕМ (С) 
Егрек С) 
Fa = 589 К) 
Кар= ЛҮ (Т) 
Fag = HZ ЕШ) 
Ена-«іткіс) 
Fac = LE ЕЕ) 
Far ИЕТ} 
For = 15 k C) 
Е ор УКС) 
Fac = 0.5 К (Ту 
Fac = 825 k (T) 
For = 823 k C) 
Егор 563 k {T} 


RESPUESTA SA PROBLEMAS SELECĊION ADOS 


TA 


T-T, 


TA 


Fi” 158 ЕС) 
Ет ОЗЕ (С) 
Ғр=508(С) 

F л: =12.10(6) 
Ған ІЗІШІТ) 
F ав = ТАМТТ) 
Бон = 967 Е (С) 
Far = OMT Е С) 
Ел; = 0417 k (Т) 
Fm = 197 ЕС} 
Ет 1777) 
F рет 1.25 (С) 
Еж = 826 k (1) 
Етғ- ЗЕ (С) 
Ғгр= ЭФК (Т) 
Ели = 25 ЕЮ) 
Ем; 7.001009 
F рр =13.75Е(С) 
Ғар- Ған- Fpp=0 
Ег = Skt) 
F p=% Sk (С) 
F кн = 24 ТИ (Т) 
Бон = ВЗК (С) 
Far” 20006) 
Е pg = 0833 Е (Т) 
Ер = 200 0 (С) 
Fæ =17AE(T) 
Бек = ЖЕМІС) 
Fo = 0 
Ған-215Е(С? 
Еы;= 145 (С) 
Ғо,- НОС) 
Fpp = 218 Е) 
Е ас = ANT) 
Евь=3З.3ЗЕМ (С) 
Fi" 267 ИМ (Т) 
Esc = 267 ЫЧ ЖЛ 
Егр-ФЮЕМІТ) 
Ға = ШЙ kN (Т) 
Е ag = ТЇЙЕМ(С) 
Fø = 13 ҰЧ(Т) 
Fas= 13.319 (С) 
Fap = ШӨ YN (Т) 
F ағ =6 004 M(T) 
бы; = 24КЕ E) 
Ё cpu ЗАН Е (Т) 
Бо = 325% (С) 


871 


872 


A 


7-43. 


7-4. 


7-15, 
Ar. 


HIS, 


1-19, 


RESPUESTAS А PROSLEMAS SELECCIOMADOS 


Ға = 125k (Т) 
F ye a ABI (С) 
Е а = ЗЭК (Т) 
Ға--3.78 (Т) 
F ao 77%с) 
Fer =212k(€) 
Ёк 1,50£ (Т) 
Far = 02506 (0) 
F og =100k(C) 
Ғлат-а73Е(Т) 
F мс =F дг 0 
Ес,- 495 Е(Т) 
Fco” Lbk (Т) 
қо = 500 k E) 
F к =778k(T) 
Pac = 500% (T) 
Ес = Ю5 қс) 
Еке 2ІЗ?КІС) 
Fas = 150 k (Т) 
For = 200 k (С) 
Еге- 59 (С) 
Ғ,д =Ù 

For = ӨВТЕМІТ) 
Еск= 667 UN (С) 
Fco 3336 Е) 
Fac = 150 ЫМ (Т) 
Ға-- SAN(C) 
Fer = 5.33 ЕМ (Т) 
F w =ZLTEN{C) 
F „p 2.TEN(T) 
Ғе =4 00ЕМ(С) 
Ё oroS MNC) 
F aa = ЗМКЕМІТ) 
Ma = 4,86 kN -m 
М, = 378 Nom 
М, = 4 k «ple 
М,-?2ПЕ-ріс 
М,-йіЗЕМ" m 
М;-90к-ре 
М, = 2025 керіс 
Мад-27ПЕ-ріг 
A, 08, ЕС, 


4А,- 12:8, = 16k,C ,=4k 
М, -Һ2ісрі М, = 9 k-pis, 


M¿=7.2k:pio 
Articulado: 
А „= БХК М 


IL 


2-23. 


7-25. 


%-27. 


A= ТЕНЧ 

Б, = 600kX 

E, = 1&0ЕМ 
Ejos: 

А — БКМ 

A, 9.O0LN 

M „16.0 -m 
В, = ШЕК 
Бс ILN 

Ma = 180kN=" 
ЕЁ ср =].ТТЕ(Т} 
Еса- 106 k (Т) 
A,=150k 

A,= L875k 

М ,=3.00k- pie 
В, = 150% 

5, = 185 £ 

Hp F00k- ple 
Fog = 1125 С) 
Fep= 200 k (Т) 
Ғәр = 100 К) 
Foy = 3125 k (1) 
F pg = 300£(C) 
Fag=215kN (Т) 
F ar =M ПЕМЦС) 
Рсо= Алдым E) 
Fog = TS ЫМ С) 
Fng = ЭЛЕМ (Т) 
Ес - ТАЛЫМ (Т) 
Есае- 400 EN (E) 
Ерр= МО ШЧ E) 
Erp= 15 ЕМ (С) 
Fos = 10.0 ИЧ ТТ) 
А,- DON 
A, MAWN 

М, = ЗООМ. 
E, = ЕМ 

B = MD EN 
Ма-ЭЛЕМ-т 
Fra = 175 ҰМ (0) 
Fer = 165 kN ©) 
Ын = M.DANET) 
Ен = 123%М(Т) 
F yr = 400 kN (0 
Fe = П.ЗҰМ(С) 


7-29. 


тм 


7-м. 


Fu. 


F рк PASPA NIT) 
Ем = 17.5kN(T 
Есі- ESOO) 
A,¿=200k 

А, 11 25€ 

М, -ІЗІН-рі 
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Аа- 12.01 -pie 
For ш 1875 k ІС) 
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F x= 4500k [C) 
A,= ФК 
A,=1875k 

E = 200€ 

В = 1875 Е 

For = 14125 ЕЁ 
Far =Ü 

Е рк = ASD0L (1) 
F к; = 0 

Ё рн = МЕРЕ { Т] 
Fe = 3123 k 05 
Eng = 402 kN у 
Fr 529 ҰМ (Т) 
Ен, -5.АЗЕМІС) 
fyg = 2% ЫЧ С) 
F ку =1.86 k NCT) 
Ен, = 200 WN E) 
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A Er 
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Тірі 
Anel 
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ну? 
. “л 
түш а de +a Ё} 


й,- 
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HII. 
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El 
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ч 


Pr 
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а = 0152], 
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% É ЫЧ .m? 
Б ч 
20 kN -m 
B a | 


e ЕЈ 
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1H о ЕЕ д 
ара: 
ас = лг! 
8-27 „= Жу 
_ ЭР, 
ые dEl 
PA, -5 
м. 227 
Pr 
2с = др} 
[а mr 
Po 
Ас dE 
мы. _ 
8-33. В, МЕР 
0,00802 ML 
А = = l 
8-34, в +2224 
25р д5 
Асе тавр) 
Fr 
8-25 A= селе 
Spa 
ЕТУ 
ЕЕ 
взт № пиеш Р 
к 169ЕМ -r | 
Ef 
FM 0, ue g 
10368 k "piel 
Ap ы” 1 
E 
EA нт жы ре < 
М. шк рі; 
Capitulo 9 
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9-19. 
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9-33, 


9-34. 


9-35. 


Ак =2.95 тті 


КН ЕМ тп 
do, тАк і 


А, = 00392 pulgl 
Ағ = міз pulg) 
Ал, = QOSS2pulgl 

kpe 
ӛр, F AE 
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ж —r 


Ас = 49 mml 
Ал, = (104 1pulg! 
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Ад. = A507pulgl 
Рі? 
е ЕГ 
e tE 
SES 
рі? 
Ас = жер 
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а= БЕ; 2 
Pr 
e= FET 
se 
Be ыш БЕГ тр 
ара 
эса“ 
Р 
Вв, сЕ“ 
8 = 40056 пы] Y 
Ас = @145рщд1 
бс = 100156 пы] Y 
Ас = 0145 рші] 
8 = 00670 Чч 
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11904 -т? 
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ås El 
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бұд; ШЫ 0er 
SiN -т2 
9-4 a т? y 
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9—4) рт ы ре 
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ЕТ 
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E 
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БЕТ 
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аға эе 
=! 1:48 кере 
E 
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8-44. 8, = 041410 ri 
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958. (Аһ = ET — 
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Capitulo 10 
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mA 


Мне 
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A,= 0 
57», 
128 
wi 
РЕ 


А, 


8, 


=P 

A, = Ü 

171k 

C,=171k 

А:- lmm 

зи AE 
E 

Вғ= 75 ib 

№, = 9 

Åra Dib 

Ma = ЖЕНВ-ріг 

B,=720k 

А,- 0900 E 

A= 9 

С, = @ КНЕ 

C ш 375 К 


A= 2175 k 
С,хФ4Е 

А,- ók 
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A, = 100 К 
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А = 435 Е 
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Cr=Sñk 
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А„= 30 ЕМ 
A, MOLN 
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A,” —150k 

n =2k 

D,= 15.0k 

Mp =195k-pie 
D,= —2127k 
D,=2,54 

А,- 225 к 

A = 2278 

D = 54 k 

A = 2596 

D, = 465 k 

А,= 465 К 

B = 265 iN 

А, = 255 4N 

в = 0 
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Fan = 06% k (Т) 
Ғы-П 

F ¿y 3,06% (С) 
Fa =U3k(0) 
Foc = 458 k (Т) 
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F ав ЮК) 
Ера =4 94 ЕТ) 
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F y LS ANO) 
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Faa = 604 kN (Т) 
Fca 141 ЫЧ (Т) 
Ғ-а- DOKN(E) 
F pe = УЛЕМ (Т) 
Еър 14 0ЕМ(Су 
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Бы = 14 Ей) 


Enc Fon = [АМ k (Т) 
Б = Fig = 0414 ЕСТ) 


ЖЕЛССТІ 
Ғгат 453 EN (Т) 


10—43. 


Fog = 192 ШЧ 
Fog” 534ЕМ 
Бар = 228%4С) 
Fas = БАЕ(Т) 
Fa ЖЗЕ(Т) 
Ғе = 281 k (Т) 


Fco= Т.АВЫр 
Fi =2.0k 
C,=0241k 
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Ha -Я5ТЕ-ре 
Ma -5Ғбі-рір 
MH =- k- pie 
Han -ІШЕ-ріе 
Ha, Мі-ріс 
Ш---МЕ-ріс 
Ma "48 L: ple 
Мат -І85ЕМ-т 
Mea AAN m 
Maa” 1928kN-m 
Mar = 1925 EN -m 
M ла «ІМЕМ mm 
Нал = 818 ЕЧ m 
М a= —Ё1ВЕМ.гп 
Mes AL 1EKN+m 
Мор- —ВЛВЕ Ч 
Мы = A09 KN + 
Has= -Sk pio 
Mpa" 13,5k: pie 
Hac = -3.5 k -ple 
Асат-Фі-ріс 
Мср< —F-pie 
Mog = 05 pie 
Ма, = 4125 ЕМ-т 
Мас 41. 2503-т 
M ла =—167k- pie 
Шал = 660 k -pie 
Мы = 54.08 «pic 
Мг 7261: pis 
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1-10 
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1-14, 
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Miz 


11-23, 


M= -Sk pis 
М вд = 248+ ріе 
May” — 24.56. pe 
Mea = —0923k: pie 
М pr = 0 923 Ер 
Mea 27.2k"pie 
Мер -27.2 k'e 
М- -ІЗбі-ре 
Mpa = 72Kk"pie 
Mac = -72k pe 
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Hago 42.9k- ph 
Mce” 16.1k-pe 
Мар = -198 EN 'ш 
Mea = 0540 ЫҸ -m 
Мы = —0.540 ШЧ "т 
Мав ЛЬ кере 
Ма = BE рі 
Mac” -Enik pie 
M =Й ЗЕМ m 
Мы= -M9kN:m 
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Moc= -1.4k-que 
Mco ІЗ.4%-рш 
Mpa = 134 k «pie 
Mera —13.4k: pie 
M ¡y ОСЕР 
Мор = БЫНЫ -m 
Moa = ФЕМ -m 
Мга- —MOKN:'m 
М p= -2.ӘЕМ-т 
Mos = = 2326 ет 
Mor = 3.2 ЫМ m 
Hope AE kN -m 
Mac= -94ЗЕМ-т 
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Capítulo 
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А,= ® 
Ap HEN 
Н,-3ЗЕМ 

М х= ЖЕМ - ә 
С,-бұм 

Mar = -30k pie 
Mera = 194 k ple 
M= —19 4k"ple 
Mcp= Q 

A = 21 ЕК 

Ау= 0k 

М, = H6k-pie 
D,=33t 

D, = ОК 

Mp, = Иб k «que 
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My= —4L.IEN=m 
M= АЛЕМ 


My = Л б М -т 
Mar = 12 Е -pie 
Мөл = AE k plo 


Mac= —F1Ek "pio 
Мса- 175 kpk 
Мор- 13 Коре 
Ми -55.7k'pie 
Mera = —104 Е «me 
Mac = 104 k pi 
Мк» 1961 + poc 
Мор- -1% k- ple 
Map = Мы aÜ 
М алт 24. 0 ke pue 
Мы. = — 28, Dd pio 
Meg" — 24.0 рї 
Mco= M 0k-ple 
Mpa = 14.2к-рїе 
Mpr= -14.2k pie 
Мгрә< —-7HMk:me 
Mep=7.34k: pe 


13 

Мұ“ — MEL - pie 
Mya = XN іре 
Mac" -Wlk ple 
Moy= Ma Кре 


ал 
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Mia = – MEk:ple 
Misa 01 pie 
Мы = -ХН К-ріг 
Hop ЗБЕ -pie 
М а = ЗР бЕ-ріс 
Мед = ТЫ] kpk 
Mpp” 75.1 k-pi 
Мы = 369 k-ple 
Maa =D 

M sark pio 
Mar = 610k -pio 
Mar = 5.53 k ple 
Mpe=27?k ple 
Mos > Ж ie 
Нр = AH k ре 
Мга- -353k: pie 
Mic -ETT k-pe 
Moc -0 

Маа = 0 

Мале НЫЕ: рі 
Mac” 5 10k"ple 
Mar=553k-ple 
Mret Tk ple 
Moa = ӨШ К plo 
Mco = -GM E -pie 
Mos” -553k-pie 
My = -277k-pie 
Marc” 0 

Mia = 175k-pie 
Ma ¿AS pi 
Мы = —%5] К “pla 
Mes = 351 k "plo 
Мгг--3ЖЕ-ріс 
Мы = —1.75k:pie 
Maa = 283 k pie 
Ну = -B3 Кре 
М ра = 25 ЗЕ-ріс 
Мы = 283 k. pe 
Maa = Mco = 0 
Ма, = 283 k-pia 
Ма = -283 Ере 
Mos = 243 k' pie 


141. 


Mar = Мер = 0 
мер M pa 180 E 


-pe 


Мсұ- Map 94.66 ре 
Mcg Маг = —M le РЕ 
Мұс = Мұ, = 73 k-pe 
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Бк = —{Ш?М) puk 
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209.093 – 8.013 - DAA 50 116 0 ü 0 о в) 
20) ШЗ 02 -D ы 0 ü ü в е 
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залы 4) 08 ыы к -DO-A y + 
-60 1 0 о ма d 10 0 + ену 
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а 0 в-а Еп п 1% 0061 y a 
Ё [i] тти e п AA тан ее 
E о -м а о 8 " 0 шы 
ü ü П Б Б ü 1] ü Б ы 
М-% r- 
Ma жя -5 Q “ЕЛ TE [1] [1] [1] [1] 
TA 216 [1] a зай -å 0 0 о [1] 
M а о d -ù а tt в р 
9 а о М bèbè Æ 0 1 3} 0 
чЖа -Ha 0 а шоп 01 -т MA нш 0?) 
Mo -Hs $ DE ь ы: г ша -nb 
Ч о о бю Т в 1 ð u зш 
0 а в о аа u от d а 
ü O 5ч в -а W бй "пі -ша 
8 е 8 ù 3I -ħa аю ғр -кі ж 


9, = B3kN 
D; = 00133 m 
D, = VUH m 
q4=164k(C) 
$ =355k(T) 


к= шш 01% 031 AUD 
жен! шсыз іе ЯА 
чш ше -LHH 04199 іы 
-E1181 Яя Е б 


rtulo 15 
сара 


15. 


8-2 


15-7. 


18-11. 


б 4 3, ГАТ MEL 


Ай =%WkN:m 
М,-225ШМ-т 
М = 275 kN im 
АҚ = ПОЕМ - 
= TES ЕЧ 
Кае 2 КЧ 

Қ = ВЕН -m 
R= Hú kN 
Қа-19ЗЕМ 
R; = ЗА5 ЕЧ 
R¿=124kN 

A = 3225 EN 
Ку = 85.75 КМ 
Ё = 22 ЕМ 
Ra = 14 ФЕМ: т 
А = ala ЕЧ 
Құт 7796 ЕМ 
Ra = РЕМ -т 
K = 233 UN 

В = ЖЕНЕ Мп 
Мз=М у=44.2К®% Г 
Q = 255 Е 
= 21.06 

бй, = 255 Е 

Қ = ВКМ т 
Ry=120 kh! 
Ry = ТЕКЕМ т 
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Capítulo 16 
M-1. Е = 
1ш y т ыз -L735 q кз -ти ч у 
дө MA 25 0 аи 0 о -1%3-23 
вз а шю гі) Я а но м 
-і а маны Y t 0 * * 
ü 00 u sit п ü п п м” 
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қ Е E е гі 
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“ 5 a в a в тә Г 
Үй ыз фф д о . 4 1 
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В = 355 ЕЧ 
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 апвротшісп Otíicials (AASHTO), % 15-16 

Amencan Concrale hstitute (АСТ), + AL 


Amenñcan Forest awd Púper Atiociatón (АҒРА),9 
Апьіаљ юе d Steel Consiruction (АБС), ож 


American Rallroad Епдіпсегідзиніміюа (АНЕА),9. 15 


Amean Sociay НС Engineer (ASCE), Y 
Аай 
de marcos planos, utilizando d método de la cigidez, 
$561 
dinámico, cargas tísmicas, 25 
estático, cargas Mámnicas, 23 


matricial, 539,565. Hep ілтбібт Мис de análisis de la 


figuier 

Araw, 7, 31194-203 

мау, 194 

de des bail cdo riea, 194 

de merarticulacdo nca, 94-200, 204 

fijos, 194 

forma parabólica до, 194 

herzade compresión y, 194-200 

fimiculares, 194 

usos estructurales de, 7,31,194 
Área deintioe pcia, capas vivas, 13 
Ariadura 

de abanico, 4-31 

detieras, КН 

dico е ке rra, 80-31 

Ani, 60-41 

Ноте МІНЕЗ 

Pratt, 30-43 

Warrco 40-43 


Armadura, 7, 11, 79-131,232-235. 20L, 054-267, 273-4777, 


226-297, 300, 348-360, 376-377, 392-393, 422-475, 
E 
ийй aproximado de, 264-267 713-277, 200-297 
articuladas, 54,130,775,297 
pier eTa y H3 


argas comunes, #4130 

desificaón de 14585-94 

compkjas, 26, 116-119, 130 

com paren pes verja les, 264 

compuestas $687, MEF Z, ВО 

conrefuerzolransversal, 264-767 

mamio: fijas, 27%, 297 

coordenadasnodales, 55-563 

әрмен, 85-4 

curvatura de, 149 

Жйехол de, 275-277, 297 ЖК 348-160 376-371 
IIA 

desplazamiento rotacional de,300,348-360, 376-377, 
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564-515 568-550 

elementos de fuerzácero, 08-99 122-123, 264 

erraresde Talmicsción 349,902, 564-561 

еза дс, 2, 57-91, ІРІ 121 

esifilcamentedelerminadas, 79-131 


estíticarmente ілкіететте nada 264.267, 275-777] 27, 


07-475 
ideni iieación de elementos yoodos еп las, 540 
indetel minación cinemática, 541 
Ита de miuencia para, 232-235, 26] 
matrices de rigidez para, 540, 542-543 546-559 820-871 
matrices дебатов рег а, 543-545 5704 
шанче rigidez (delelemento) global (k) 546-547 
matrizde гураг фе lacstructura (K)340,347-531 
matrerde ngide de «істіс тіс (4), 54 543, 546-551 
matriz de cransformación de la fuerza (О рата, 545, 
564-569 
matrizde transformación del dosplazamiento (Т}рага, 
ян 
пиг de өлдің de lafye rra, 422425 
método desoálico de la rigidez, 138-573 
método de las secciones раға, 104-109, 13, 131 
ке de loselemen tos sustitutos, 116-119 
método de los пк para 94-97, 123,131 
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nodos, 540 Cargade datos software раг se laná lisis estructural, 627 
para tacho 60-61 Cirgas, 2-21, 40-43,47,68. 132-179, 181-133, 205, 204-261, 


placa de refuerzo, 79 

planas, 6, 79 

portales de, 275-777,207 

раже п tor de жіне рага, 95. 106, 116-117, 23, 
350,357 443 

puente, 52-83 

relaciones carga-desplazamiento, 542-543 

simples 85, 1H} 

ГТ. сбогдбетіішіні 54 544-545, 560562, 52% 

юеш фага 275.277. 247 

заа, 2 

sp estos de diseño рага, 54,120,130 

korena de Саа tigo o para. 456-360 YH) 

проме, 80-83 

trabajo virtual para, método del, 346-354, 392 

шш епа фе 6-7,31, 79 

Acmadurás espacides, б, 126-226, 570-571 

componentesde fuerza y г de, 122 

determinación, 120 

cemcabade fuerzácero бт 122-121 

езара de, 120 

menkes deicanalormación рага 570 

método de әт інік Фе la rigidoz 70-571 

pocaldenientode ал вы para, 123 

sopodes para, 120-121 

puestos depara cld seño para, 120 


a 

Habas, NO 

Hisagras 282-283, 280, 297, 437 
Bridas А Ла 4 


с 
сарае тез, 50 
Cables, 7,31, ТІ, 181-193, 202 
саах стикер у 182-182, 205 
сағтаз Uniformenente distribuidas y, 184-189, 203 
conexto пех деа poyo,27.181-193 
ebrvitilenacia, ЙЛ 
ecuaciones de equilibrio para, 182-185 
flecha 182 
һе 1 ы de los, 182,203 
forma parabólica de, 165 
шом curucturades de, 7,31, 181 
Caparázones, estructu superficiales, Y 


Z12722, 282-003, 296-297, АМ) 504-500, 522-327, 
қақы) 

өтпіізітістіксіз, 430, 502,530 

códigos de construcción (pe nerales),9 

eódigos de diseño, 9 

пе meve, 22-4 

de viento, 16-22 

dieñode edficios y12-14, 16-26,2704-272, 2% 

efectos de ін presión del sudo, 25 

efectos de la presión Ішітоз Иса, 25 

elemen tos estructurales en, 132-179 

kemen гыр prismáticos, 111-377.570-530 

estructura de cute, 181-193 203 

әлггетталкі-аінызы, 40-43,55 

estructurasy, 2-31 

ctor de imparo (ГЬ Ж 

fijas, 205-206. He tombién Capas mie ras 

fuerza concererada, 102-193, 203 213-214, 240-249, 
250-261 

ега, 287-293,797 

lingas de infivencia para, ХМ-261 

móviles, ves Cargavivas 

muertas, 10-12 21 205-406 

ny Гра, 26 

public pcs de la Portland Cement Азы. 
525527 

репе с атгейг ғау, 15 

puentes ferroviarios, 15 

sede de 244-245 281 

simétrica, 501.503.579 

timica, 27-25 

unitarias, 206-212, 260.26] 

Unitariss, Hiedi de influenció y, 206-212, 260-261 

verticales, 20-272,296 


vertica lez, adds de marcos de construcción y, 2 M- 272,296 
Сағаты қатыны, 122-183, 200, 213-21 4, 260754, 


200-144 
cables, 122-183, A 
elementee de pas armadura, 85 94-95 Mp, ГИ} 
езтгістітік im uesdis, 194-203 
fuerza cortante (Wien, 240-243,26] 
fuerza cortante y momentomdárinos апасын A, 
250-254, 261 
ness de тиеш, 213-214, 240754, 260-261 
método de les ессітен y, 104-05 


momento (Mjen,244- 245,261 
senede, 280-149, 251 
vigas, 217-214, 240-249, 260-261 
Cargasdistribuidas, 150-151. 184-189 ,203,213-214,260.. 
Кен кетігін Cargas uniformes 
cables, 134-189 203 
diasgaiás de Fuerzacortan te y de masmeno y,150-151 
incas де influencia y 213-214, 260 
ша енмесе nte, 144-149 203 213-214, 26) 
vigai, 213-214,260 
Ciga internas, #7, 112-170 MiS, 309-306 
cargasditisibuidasy, 130-151 
convención designos par E] 34 
defino oca 1,3013, 305-308 
dagana: de ferzacortante у de momemo par, 
154159 178-179 
(алтай de momontopara, 168-172 
elementoseziructurales, 132-179 
Кита cortante (Y) y, 133-138, 178 
Fuerza de momento Пека ІМ) 123-188, TS, 303 
105308 
fuerza доға! (М) y, 133-133 ПЁ 
fumana de Pera coria nto y de momento de 19-143, 
178-179 
marcs, 162-157 
тї dela superposición рага 168-177 
шайсыйз de las seccionos рага, 47, 133-118, 178 
procedimie ros de análisis рага, 145,140,153 
pinos Especifoos, fuerzas en, 133-138, [78 
vigas, 132-159, 178-179 
Cargas laterales, 282-243, 297 
ads aprocimadopara 292-253, 297 
dellerión por 282-283 297 
телде de сип, 242-293,797 
méjododelportal para 22-287, 297 
modo delvoladizo pará, 298-297, 297 
sopofes fos para 2392-20, 289 297 
Сирак tributarias ddI Gi 
Көзі eds sentidos (зеен), 42-43, 58 
шла unsolosentido iste ma), 4041, 68 
Cargas Uniformes, Г-М, 184-189, 205, 213-714, 260 
саһе» 154-189, 203 
distribuidas, 194-189, 203 213-214, 260 
Бераз йе iofuencia y 213-214, 260 
vigas, 213-214,260 
vivaz, 12-14 213-214, 260 
Сатқан vivas, 12-26, 31, 204.26] 
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бсо de influencia, ү 
cargas de impacto, 6 
cargas de La свете, 2324 
cergasdel viento, 16-27 
caras smc 24-25 
diseñode edifis y, 12-14, 16-26, 228-231 261 
denade puentes y, 15-16, 240254, 264 
efecios de la presión hidrostánca y de suelo, 25 
factor de impacto, 6 
locas de infiuencia para,204-26] 
naturales, 26 
reducidas, ecuación para, 12-14 
unifonties 12-14 
Cami pleno, teorema de, 381,392 
Códigos 
dE conitrucción (generales 1,9 
de (шетк, 9 
Colonna viga. 6,31 
Columa 6, 31 
Comba, 349 
Сутра, 48 392-407 
ectaciones de di, 398-401) 
estructursacstá bicamento determinadas 48 
шіпнағы estáticamente ldeterminadas, 377-401 
пейгкір de análisis de la fuerza, 397-4ПІ 
requisitosde, 397 
Compo nenes 
de fuerza ы y, 2, armadu ase spaciales 122 
verticales, armaduras, 264 
Condicion es 
de contaidad, mé todo de la dobleinte pración, HA 
de fret, eto do de la doble incegráción, ЯН 
Cowon de junta de rótula, 120-121 
Conermeesde los soportes 34-37, 58, 120-121, 181.193, 
ӘТКЕТІ, 282-244 288 297, K-A 06-332, 139 
armaduras, 24, 120-121, 110, 275, 297 
ataduras espaciales, 120-121 
пп ¡algas 54-17 68 КА. 00 274 21% 207 
besagerás, 282-283, 289,297 
bda ycuenca, 120-121 
bks, 37 181193 
dikain y, 300-303,326-333, 339 
eslabones cortos, 36, 121 
Бабе estábcamente indeterminades 213-277, 
20-250, 256297 
estruciurasidea lizado, 14-37 


Шасаза parcial, 774 
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tijas 34-37, 774,775, 232-283, 29,297 
fuerza (Р). caciones 52 
junta de rótula] 20-12] 
juntas, 34-37, 68 
(шана сенича con rodillos, 34-37, 120-121 
marcos, 273-275, 282-253, 289, 297 
método de la vigparonjugada y 126-10,139 
portales, 273-277,297 

Coordenadas 
del elemento focales) 140, 3%, 627 
боба (йе la estructura) 540, 576,625 
modales 560-563 

Cubierta carg sobre el puente y ug? 

Curva caenaria, 85 

Curva elástica, 295-303, 3074 19, 316-325, 226-359 
centrodecor ratura (0%) 30% 
deflexionenange naaks, 317 
«e exio nes ү, 299-300,316-375,339 
modo de la doble imegración para, 307-H13, 538 
регине F. 300-301 307308, 3516 
radio decurvaturá (р),305-306 
rigidez а la fleción (El), 304-306 
komma demomento-4155 рага, 316-4251 339 
teoria de la viga elástica y, 305. 304 

Curat га {р}. 505-306 


D 
Daima 
de bs елет, ioftasep ага el ағатын estructural, 
826-027 
de mio toitware pará el análisis estructural 626 
de lso porte. sofrwareparaanálict сәтте, 627 
Dieflexión, 205,2]6-223, 264] 270-277, 252-253 296-292. 
298.119 341-393 
armaduras 273-277 297, 3001, 348-360 376-277,392-293 
caga alorrak y 282-293, 297 
сиг pas verticales y 270- 272.206 
сарт» vivas y,205, 216-223, 260 
eonverción designos рага, 404,307, 316-317 
cortente (Y, 375 
curvacidótica раға 299-303 7-313,316-325,338-339 
сегун (д 305-306 
de desplazamiento (rotación (desplazamiento), 441-393 
diagramas (KLEI), 799-303,316-325,338-339 
elemen los iicaáres, 376 
energíade deformación (14) y 34 ,144,375-380, 197 
exbructuras de portal, 273-277, 29 


estructura а раш кетй indetorminadas 270-277, 296 

Петю (M),303,305-313, 345 44 

fleción terna (Мру, 304, 305-309 

Fuerzas axiales {N }y 309,344, 375 

líneasde míluencia y,205,216-223,260 

marcos, 2) 775,282-283, 206-297, 310-303 34.386, 393 

marcosde consrtucción y 770-272 282-283 246-297 

método de la doble mie ртасібпрагь. 307 -714,334 

modo dela vigs comugada рата, 126-133 319 

métodos Фе сега Га раа, 391-3934 

penchente y, 00-301, 307-308, М6 

principio de conservación de la спегвѓа. 3l. 192 

piincipio de Múoller-Breslau para, 216-221, 260 

piincipio de irabajovirival para, 346-343 

púncipio del trabajo y la enetgís para, 345 

procedimientospara el análisis de.308, 318,328, 350,357, 
366,387 

punto de in exión 304,338 

respuesta mate rial lineal elásticads5-356, 315-376 

soportes. y,300-300,325-333, 339 

temperatura {Т]у 349%, 376-377 

teorema de Castighino para, 335-160, 381.386, 393 

teoremas dedrea-momentopar в, 316-122, 19 

teoría de la viga elitis pira, 305306 

torsión (Т 7.376 

(тіз externo {{/ } y 341-344, 342 

пайдо ҮШІН, método de L 346 -354,164-380,392- 393 

mabao у, 341-393 

vigas, 205, 216-223, 200, 298-339 364-386, 393 


Dullexiooca, 259-559 
Deflexinnesempleandométodade lae nergis, 341-393 


депе, 341-191 

desplaza mientos de rotación 341-393 

energia dedeformación (Ub), 341, 344345, 353-336, 
73-380, 397 

fuerza (Fl (342-343 

precipio de conse acón de Іш energía, 341, 392 

principio (81 trabajo у, 46-344 32 

tecremá deCietigtino155-400,381-185,393 

таро externo (Le), 41-344, 355, 392 

trabajo: іцы! 346-354, 364-380. 392.393 

айдо y 341-393 


Despleamiodo (в),328-328, 341-193, 197-368 424, 


445, 450-485, 456-521, 542-542, 37370, 393-596, Veo 
өтіп Defemones, métodos de mergis 

angular (8), 454-453 

сто, 07 


convención designos pera, 451.459, 484 
de rotación (deficción), 341-393 
dellezión y, 326-329 
dictan епп tos para, 456-421 
emacioss с de equilibrio рав. 507,99 
вы de pendiente-defleziónpar а, 450-485 
епет айс deformación (01) y 341. 344-345, 335-356, 
Ж.А, 392 
атана está ticamentede геге дати, 41-393 
estruciurestá Паттен е шы dd, 597-398, 
A-R, HE, AO AS 
cores de rigidez,457 438, 488-490, 500-515 
gados de libertad 452432, 452-453,45%,455 
шеа 49,453,455 
пыт, 452-452, 450, 469-Ам], 495, 508-517 
matrices de rigidez 542-543,577-578, 595-594 
пәйіміс Фе La viga conjuge Y. 726-329 
edo, 452-452,459 
relacions carga-desp lazamienta, 542. 543,577-578, 
05-596 
“Teorema de Ш reciprocidndde Marwel 402-493, 448 
trabajo virtual para, 246-354 364-380, 392-393 
vega, 452-451,459-466, 44 -ЯМ 577-578 
Desplizamiento 
angular (0), 454-455 
deración, 411-393, Lea también De Йеткіп 
de torsión, de mentos elrculares, 376 
Шаған 31,452,455 
Desplezamiento lateral, 409-481, 485 5045 17 
distribución de momen hos para, 506-517 
сстьловея de perderte -dellemón раға, 449-4310 
ттш 474-481 310-517 
marcos sin, 449-473, 508500 
máodo de análisis del desplazamiento par, 469-441, 
del 508-517 
Despleza mientos y momentos cero, 527 
Desenminación, 4-54 69 57. 20, 130 
amadura ЕТ FU ТИ} 
amaduras е scales, 20 
ecuaciones decompatibibdadpara 48 
ecuaciones de equilibrio y, 48-51 50 
єн АИЫ y 48.54 69 
estiticimente derceminada, 48 
estíticamente indeterminada, 48 
Determine перага mia trices, 615-520 
Гилгит бё cuerpo Hbre 4 7-51. 59-б} 
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Diagrama дейигта cortante yde momento, 150-99, 
163-167, 178-179, 205-206 
cargasdiatrilarió ns у, 150-151 
cargas шыты y, 190-159, 163.167, 178-179 
cargas puertas y, 205-206 
macros. 104-167 
vigas, 150-150, 178-179 
Грег. de mameto, 168-177 
Diseño de edificios, 12-14, 16-26, 228.231, 261, 2705272, 
22-293 206-297 
carginlaterales y, 282-293, 247 
cargas vivas y, 12-14. 16-26, 228-231, 261 
кираз Verticales y, 270-272, 296 
Зее у. 2702772, 207-283, 206207 
método del voladizo para, 244-291, 297 
Шъса5 de шайыла ра га, 229-231, 281 
maroos, 210-772 282209, 294 
métodode portal para, 252-287, 297 
soportes y 282-283, 289. 296-297 
Dispositivos de d са liz am lento 436 
Distribción de mome mos 486-321,524-533 
сотне өсіне de signos рага, 439, de 
dipleramiento шега! y, 508-517 
cementos articulados 528-829 
demento prismáticos, 525-432 
fictorde traslado, 490 
tactoresde «lintribución(1)F),449 491 
fáctores de rigida”, 455-490,500-505 
marcos, 495, 508-517 
пао de шй de desplazamento, 485-521, 
528-511 
morpatos. de exmeno Ajo (РЕ.М) 491-495 
procedimientos de апйішін usa ndo la 487-490,495 
tradación ns lativadelas juntas 531 | 
vigas, 491-505, 525-531 
мідаз ілмішісім, 501-503,529-530 


Е 

Ecuación de rigidezde la estructura. 552 

Еси Зо de pendia rde foxión, 450-485, 534-533 
claro final articulado, 458,485 
conwencónde senos para 453 
desplezamictto angular |7), 454-455 
despleramierto liberal y, 469481, 483 
despiizamiento lincal (4),453,455 
edementosño prismibeoa, 524-535 
Gruca estáticamente indeterminadas, 490-445. 
[actor de Tigidez {у 457-454 
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marcos, 469-481 

mitodode апаһы» deldesplazamiento кагый, 450-481, 
534535 

método de la viga conjugada рата, 454-457 

extremo fijo (КЕМ), 456-458, 485,$34-535 

po menns Фу ретро ела рагй„453 

ро ino йеапашав етріеазкіо, 459 

rigidez delelenento(k)457 

rotación del claro (4,457 

elación: re laty ade las juntas, 534-535 

vigas,459-466 

Efectos 

de la presión dd шекапһге en lis estructuras, 25 

de la presión hidrostática 25 

Elementos 

cdrciilares, desplaramie піс torsional de, 374 

de la вога de ТҮЗ coro 96-99, 122-173 

de шуа ПИП, 612 

estructurales, wa Мрав de ver, Elementos no prismáticos 

Elementosoo prismáticos, 522.517 

сағдазап tisimeátricas, 54) 

ar раат, 529 

durribución de momentos para, 528-533 

ecusciones dependiente-de П ех Кп 534-535 

елігешин articulados, 18 

factor de rigider ІК), 524-525 

tactorde їафо (COFTR),57d4-325 

método de әт із de desplaza menta, 522 -537 

momentos de extremo No (FEM) 524325, 531,534-535 

море! decargaen 5235.527 

gnti os, mérodo de análisisde 14, 116-119 

elec ión re laty ade las puntas 521,334-333 

vigas, 528333 

vigas tiemátricas, 329-390 

Energía de deformación (E ),41.344-343,355-35, 
375-180,392 

mbinde lemperatera (7) y 376-377 

депе, 341,244, 375-390, 3192 

elementos circulares, 376 

inerzaacial (Ме, +44, 375 

Ejerzacoriante (үү 375 

momento етим (М) 14,344 

principio dd bajo y de la energía con. 345 

teoremade Са атир атп, 165-366, 193 

ordni PY, 375 

талар virtual y 375-380 


Envolventede Кв valores máximos de la linen de 
ааа, 291 
Equibibrio, 47-51, 59-6 7.Б9, 182-145, 399-401.459 
análicis de cables у.162-185 
іскс» сойса mente determinadas, 59-67 
desplara mientoy. 307 499 
dererminación y, 45-51,69 
diagramas de cuerpo [зге para, 47-51, 59-40 
ecuaciones de 47-51, 59-67,69, 182-185, 398 401,459 
incógnitas 397 
método de апёбан de la fuerza y, 397-401 
requisitos de, 397 
Errores de Eabricación, 349. 122 544-557 
агні ys, HI 392 564-567 
deflexión у,349, 392 
таат de transiormeiinde la fuerza (Q) рага 564-565 
método de análisis de la rigidez paca, 564-567 
Escalares mulkipticación de ma ricesy, 614 
Patpearzo 
peraoibles. de daero (EPDDEP), 26 
primario, 84 
secundario 84 
Esfuerzos, juntas de dos elementos уКќ 
Ездшіпегов, 50 
Езішінікізкі,48.54..68,82, 87-41. І20, ІЗІ 
madure 28781 120, 131 
amadurmespaciales, 120 
determinación y,48-54, 69 
expiciones decquiibriay, 48-51 
etema, 87,120, 13 
елікті, armaduras, 7,120, ІЗІ 
interna. 38-9,120,131 
interna, armaduras 89,120, 131 
por inspección, 33 
ге сесі тез es los soportes, 52 
rosticciones impropia y 57-53 
respicciones parciales y, 52 
Estructuras. 2-31, 32-77, 72-731, 132-129, ШОКАН ХЫ. 
202-297 304-448, ARIES, 486-521, 522-537, 33-572, 
5-59, 594-411. 625-627 
análisis de 3-4, 79-131, 132179, 180-203 
Eeoa, 7,31, 194-403 
armadures 6-7,31, 79-131 
cables, 7,31, 181-193, 293 
carga termas еті los elementos, 132-179 
cargas tributarias, 40-43,68 
cargas у, 2-31, 132-174, 204-26) 


ch ración de, d- E 

кй он. de construcción [generales], 9 

columnas, 6.31 

compuestas, 425-427 

Soma кена, método de шілде la fuerza рага, 425-427 

coneñones de los soportes para, H-37,68 

дерик delgada, В 

бекети ación de, 48-54, 69 

барата decuerpo libre de, 47-51, 59-60 

daei de, 9,26 

dseñoadel esfuerzo permisible (DEP), 26 

ecuaciones decom palibihdad para, 43 

ecuaciones de squilibriode, 47-51, 967,69 

elementos no prismáticos 397, 450-485 486-521, 322-337 

elementos para, 46 

e НЫ] de 48-54,60 

estáticiorente e terti пайах, 32-77, 79-131, 204-201 

está camente incketerminadas 48-51,262-297 394-449, 
45)p-185,486-52L, 522-5171 

Галоген йе сан да угелігіе тила Зейнеп (1. КЕТУ).26 

idepira, 33-45 68 

bacis de influencia para, 204-251 

marcos, Ё, 31 

mé iiio de and lisis de la fuerza, 394-449 

пйїгыйз de análisis de la rigkier,538-573,514-593, 
ап 

mån de análisis del desplazar істеп, 397 450-485, 
446-521, 572-547 

тийги: de endis apreccimados, 262-297 

placas de |padas (caparazón |,Ё 

ресі le ato Фев lisis pag д, 61 

пенпіссіппек impropias pera, 52-53 

restricciones рагсінез, 2 

Жїнї, 429 49 445 

кіиістпақ ёроъ с, 8-6 

оние para cl апа Це de, 525-527 

шірегіісшісан 

superposición, ргіпсірккіе la 46,69 

tiranies 4,31 

trabes, 4.5.35 

тіле 4-5,31,58-% 132-118 

Estruciurzwestáticarie ote determinadas, 32-71 79-131. 
212-451, 396-397 

análisis бе, 79-13] 

апак ddeslizado, de, 33-45, 68 

maduras 79-131 

асси ақ 50, 87-61 


{нос 467 


омоси de 49-54 

кам 00009 de equilibrio aplicadas a 50967 

esta bihia ide 49-54 

estucturas estáñicame nte inde parmin comparadas 
па, 06-397 

líneas heinffuenciapara, 204-261 

maroos,31 

procedimientos de análisis para 61,206 

restricciones impropias para, 52-43 

restricciones parciales, 52 

vigas, 4? 


Estructuras estáticarmente indeterminada, 48-51, 262297. 


394-449, 450-495 496-521, 522-197 

апаз de, porel método de la fuerza, 395-449 

amarras, 264-26] 275-277, 296-297 ALIAS 

cargas тае, 282202, 297 

сатаа renticiles, 270-772, 206 

delexión de, Z X-277,282-287, 296297 

desplram iento lem 1 y 469-481 

dae minación de, 48-31, 395,452453 

distribución de momentos park 436-521 528-511 

ecuscionesde peodiento-deflexión para, 450-485 534-335 

Hemena по priemáticos 822-527 

estructural congele 425-427 

sbuduraesstá cane піс determinadas comparadas 
con, 396-397 

bucas уна, 429-430 449 

grados de libertad, 452-453, 459 485 

ley de Berti, 405 

lineas de mbuencia para 435-445, 449 

marcos, 270-274, 262-202, 296-297, 411-415, 439445, 
452-453 459 460-441 ,4%, 508-517 

marcosde ooosirucción 200-277, 232-293 295 

método de айыз de la fuerza, 394-449 

rod todo de análic del desplazamiento, 440-485, 446-571, 
522-537 

itodo del portal para, 292-297, 297 

método del voladizo para, 285-293, 297 

inétodos de análisis aproximados, 262297 

portales, 173-277,252-287, 297 

puiocedimie nos de анін раға 401, 438,459 

роши де пех, 274-273, 282 207 

чурайга у,213-277, 282-283,289,296-297 

teorema de Marwell de Кайезйатазпышсыге poco, 
#12404 444 

vigas, 400490, 452-451 435-435 49466, 91-505, 
528-533 
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Estructuras Кашым, 123-4588 
анық ciones, 24-27 
car pit tributarias, 40-43,68 
enserio пех фе soporte, 4-17,68 
mide los, 28-45 
planes estructurales, 38-39 
sstemade dos sentidos 4243 
зета de un solo дел tido, 40-41 

Estructuras жытыңгісақ, 479-430, 440, 51-19,57%-330 
cagas, 21,548,573 
argasninimétricas 44,502,510 
elements no prismá ticos, 529-530 
método де йй de la Fuerza, 429 410,449 
método de análisis del desplace piet lo, 44-503 529-5 
vigas, 501-503, 529-530 

Estructuras superficiales, 8 


E 
Factor 
de carga de impacto (f).16 
de сира y reshaeacia de diseño [LRF D),26 
de damnit ucin (DF), 489,441 
de rigidez del claro (£) 457-454 
de radderrelabiva [К „йч 
de rigidez Iwai (К) 489 
de traslado (COFFTR), 490, 524-525 
Factores de ripider 457-458, 488-490, 500-305, 524-525 
cargas ышын пса. ЭЛ 
сағраѕ 5ішпетгісі5, 50, 503 
de elementosno prismáticos, 524-525 
de un elementode viga (K), 488, 500.505 
delas juntas, 489 
de vigas senétricas, 501-503 
delclaro (4) 457-458 
durribución de momentos y, ФЕВ И}. 500-505 
ecuaciones de pendiento-de есік, 457.448 
ехтепкя егізі dos 458, 500 
modificación, 500-305 
rebatrraíK „0.490 
total(K ,),489 
Flecha. сп bks, 187 
Flexibiidadde cables 142, 201 
Formasparabólicas, 185, 194 
Fuerza (5136-37, 84, 94-95, 104-105, 122-123, 130, 194-203, 
Ж, 05-313 338, 42344, 335.362, 275, 386-383, Wo 
también Caras, Fuerza cortante 
айы de armaduras y $4, 94-95, 104-H6, 122-123, 130 


acia (М), 303, 344.275 

смпропел 405 5, y 1dela 122 

de compresión (С).84, 94-95, 104-108, 1%, Ю4-203 

deflexión (м), 305, 305-313, 338,44 

de tensión ГТ}, 84.94-95,104-105.130 

defienón ¡despleramientode rotación! ү, МЕЗ,305-313, 
IE, 340. 344 345-300, 35, 381 383 

elementos de armadura de fuerzacera, 98-99 122-123 

estructuras argue ae, 194-203 

fuerza externa (P),355-362, 381-383 

fuerza interna (M),356-362 

тарп ніс, 94-95 

por іди pe ció. 93 

reaccio nes еп Юз pportes, 36-37 

trabajovictual y 373 

trabajo y 342-343 

Fuerza cortante {Y} 45, 133-138, 178, 216-220, 240-243, 

250-254, 261, 375 436 

aplicada „4-5 

Cargas concentr жіне y, 240-243 250-254 26 

сиы: intermasy, 133.138, 178 

сиы vivi y, 216-220, 260 

desplazamiento de rotación (defloxiones] y, 37% 

energía de deformación virtual causadapor, 375 

envotrentede кеушізген máximosde la linen de 
infhuencia 231 


líneas de influencia y, 216-221, 240-243, 250754, 261,436 


пабіта aras 250-734 26] 
máxima absoluta (Y) y pomento(M). 250-234, 261 
ртпкірію de Maller Breslau рага, 216-220,260 
senede сагасы штайақ 240-743,261 
viigide n моо 250, 261 
vigas simplemente apoyadas 250-251, 265 
Puerzas әзіне |М), desplazamiento de rotación 
(deflexiones) у, 304 344,375 
Funciones de fuerza согіміс ydo mamento, 139-143, 
178-179 


G 
TaS mé tiio de, 673 
Gridosde Шеткі 457453, 450 485 


1 

Гаваа де matices, 614 

indeterminación cinemática 54], 576-3577 
Integración pan el п бај virtual, 364-305 
ғала de una matriz, 520-677 


2 
juntas, 3439. 50, 59-67, 68,84, 94-57, 121 150-131 489, $31, 
134-535 
aniisi de armaduras y.84,94-97, 14 130-131 
articuladas, 4-17 52 109-154 Т) 
алыстан d ах іу 14-20 
conecta dis melunerdilk ys 34-17 
concer мен los soportes ри, 34-77-6Е 
шелін sacquilibrioapiicadasa. 59-67 
elementos noprismáboos, 531, 1343435 
сигїмлшга кісінін, 23.19, БЕ 
Hiera сли el бітеп tas y, 84 
кіп de rigidez |К), 489 
fuerza de compresión (С) aplicada 2.54, БЮ 
fuerza de tensión (Tjaplicada s 54, ІЗ 
oné todo de las, 9497, 123, 1H 
momentos de extremo fijo (FERS) y 591,534-535 
ес cies de Tucrza{ F). 36-17 
tralación relativado las juntas 531, 534-535 
Amas conectadas сап rodillos, 34-327. 120-121, 216-217 


L 

largueros crpasdclpuonte y 82 

Ley de Betti, 403 

Line ade acción, 94 

limas de influencia, 2М-261,455-445, 449 
amalurra 717. 235,26] 
cargas uniformemente distribuidas y, 211-214, 260 
cargas vivas ү, 204-261 
constracch ийе, 205-212 
cua Шана: 16-223 435-445 
сшатийа Oyak 436 
delenión y 205, 218-223, 260 
балталы с ñherzacortantey de momentocí 

compárición con ¿05-206 

dseñode edificios y 228-231, 24 
dseñode puentes у 290-254, 241 
dispositivos de deslizamiento pam. 436 
ecuscionea 206-217 
envoalveniede valores máximos, 251 
estructurarestáticamente dete rro зай, 2045-2061 
сепили езй пат is indeceren пі 435-445, 4:46 


fuerza cortante (Y) y 216-220, 241043 250754, 261, 436 


fuerza cortante (Y) y momento (М) өліктер МОЯ, 
20-254 261 


errsconcenIradas (саг paa) y, 213-214, 200-254 25241 


marco, 2 15,449 445 


ім 889 


пайла onun pimba 240-246 

momentos. (М) 1,216-219, 221-223, 244245, 2504, 
261,437 

рахе o карга para, 437 

posiciones de M cargatirita па рапа, 206-212,260-261 

piagno de Moller-Bresian para, 216-223, 260 

procadimientosde análisis para 206,338 

тысинкысшгу жараға, 433-436,,449 

seriede carga concentradas, 240-249 261 

teorema de Maz ell de los desplaza mie тісте реси 
para, 425437 

trabes de piso 225-231, 261 

vigas 213 231,240-254, 260-251, 435-433 

Lora cargas bribigtarigs y 40-43, 68 


м 

Magnitud, 94-95 

Marcos, 8,31, 163-167 270274 292703. 296-297, 364-386, 

FA 411414 409-444, 4572455, 459 459-45]. 495, 
506-517 594-611 

қайны aprezimado de, 270-274,282-203 296-297 
arbenldos 271, 297 
bisagras, 252-283, 259,207 
сатра ala (М),315 
cargas verticales, 270-272,296. 
de construcción 220-772,282-2 13, PX 297 
de vanos niveles, 510-511 
deflexio nes y.270-774, 282-283, 297, 364-386,193 
фера miento lateral de, 474-481,510-517 
desplaramientorotaciona de, +64-326,393 
diagramasde fuerzacortante y de momento pera, 163-67 
distal ción de moment па 495, 508-317 
ecuacion de pendiente -desplizamienco, 459 482-451 
efectos de ha tempera ша (Т) өзіме, 576-177 
ктг в de ddormèdón y 374380 
fijamente aporadon 774, 282-252 259 397 
g hke de batal, 457-451, 450 
Маселе ¿eterno y АЗДАН 
inutrices de rigidez, 595-596, 599600 
mares de trabeformación pam, 597-598 
matrizde made (del elemento) global (Ej, 599 
matrede rigidez de la estructura (К),600 
паге rigider de elemento |К) 555-596, $90 
macrizde rigidez timárica (del elemetro),599 
шаг barnsfermación de afuera (0), 598 
matrirde tunsformación del desplazamiento [T),597 
itétodo дейтін de la fuerza, 411-415, 439-445 
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método depnýlius de la rigidez, 394-611 

método сап Шз deldesplazamicn tio 452-433,459, 
SAL, 495 0 517 

métododelportal para 262-287, 297 

atrdodelvoldropara, 283- 293,297 

portales, 273-274, 297 

ра сесінезила, 600-601 

procedimicstos de апараг в,586,182 459,495 

puntosde іпбетібп,274-274,282,267 

refacióncarga desplazamiento раға,195-596 

sind plrramientolateralde!, 460 -473, 508-509 

soportes parcialmente Fica, 274, 297 

teorema de Caxiglazo рага. 381-386, 39 

bap virtual, miado dell Жы- 2) 393 

uso estraciural «de, 4.31 

Matriz, 428423) 580551. 55e571,5 7.570. ЧЫТ. уу 

61-634 

adicióny seccina de, 614 

cobumna, 617 

cuadradas, 613 

de епик), 424-424 

de пуст 340-543, 546-551, 570-371,577-370 399 

de traradormación. H0-545,570,597-59H 

de transformación de la fuerza (£)1,545 564-569, 598 

de brandormación dd desplazamiento {T} 5H, 597 

determinantes para, 618-620 

disgonaL.613 

elementos de, 612 

сыге y, 614 

fil. 632 

ide otidad,613 

igualdad de, 614 

inversa de, 820-522 

método dea ws рата soluciones amultánea1, 627 

тіні сесія de, 614-616 

orden de 612 

partición de 617-414 

relaciones de carga-despl az а mientoy 542-5431 ,577-528, 
505596 

siemitricas, 578, 95,614 

Hs puestas, 616-617 

шпаа 613 

usando el élpobra, 612-624 

Маггкез de rigidez, 540343, 546-531,570-571,377-379,590 

amador, $400-544,548-551 

de Inestructurs (K),540, 547.551, 579, 600 

del de mento ik) 841-542, 546-591, 577-578, 55-556, 599 


Борак (delos clomontos) 545-547, ,599 
inderemenucióncnemá tica, 541, 576-577 
marcos, 574-494, $99 ЫП 
relarcibaes carga desplazamiento ү,542-542,677-Ғ7Ң, 
595559 
simémeas, $78, 581 
nea 316-577 
Mance de trmdornación 543-545, YU, 27308 
armaduns, 5443-54557 
de la fuerza (()), 545, 564-569, 598 
deldesplazamiento(T] 44,597 
Márcos 397-598 
Matriz 
сойтіп, 613 
cuadrada, 613 
de Heli pd, 426-479 
de rigidez de La тылла ІК), 540,547-551,579.600 
diagonal, 3 
Fla 12 
idenbdad.613 
ireospuesta, 616-617 
untiaria,613 
Marr de ngiderdel elemento |і), 541-441, 546-551, 
577-478,593-506,599 
armaduras, 541-543, 545-55 1 
marcosplacos, 313-396, 594 
vigas, 577-574 
Matrizde trarriormación 
de la fuerzaQ),545,564-569, 598 
dd depi aramisnto (Т), 544 597 
Махай, teorema de la tecipiocidad 402-403, 448 
Método 
de análics «Ж. portal, 242-287 297 
de Санк para soluciones timultAncas 523 
dela doble integración, XP -313, 338 
de К поь, 94-97 123 131 
del voladizo añil decarga lateral, 299.213, 297 
Método de апайны de la fuerza, 394.449 
armadura 422-425 
carpasantiimétiicas, 430 
comparación de lade terminación „396-397 
сошрацъ мі у, 48,397-47 
desplazamientos y 397-394 42H 
equibibrio y, 797-01 
євїГгиС1ШТШЕ СО! рст 425 427 
estructurasesifiica monte indete rminadas 394-449 
ostructuna nër, 429-430, 444 


Ley de Нені, 403 

шем de inue nela para, 435-445, 449 

mancas, 411-415,439-445 

mari: de Пекіна, 429-429 

priócipiode superposición para, 400-401. 

procadimientospara а análisis de, Ж]. 438 

tonremade Maxwell de los desplazanricolos піра, 
KRA 448 

мараз, 403-410, 435-438 

МЕн de апай де larigide2,534.572,574-593,594-611 

айй па tricial 539,565 

aplicaccio nes del, 512-354, 579-531, 600-508 

amaduma y 538-573 

энамйғас especiales, 570-571 

coorienadas de elemento locales), 540,576 

cmordenadas globales (dela estructu ) 540.578 

oodamadas modèles 560-543 

ecuéción de rigider de la estructura, 552 

electos térmicosíde Irtcmperito ra) y, 364-365, 569-569 

тоиы [abicación y, 564-567 

identificación de elementosy оодо је, $40 575 

indeterminación cioomática, 541 576-577 

патопь planos, 594-611 

matrices de rigidez, 540,542-542,546-551,570-5ТІ, 
SM-579, $93-596,509-600 

аж гксб detransformación раға, 94345, 570,597. 598 

matriz de rigidez (de elemento) global (1), 546-547, 599 

mare de гіріфех de la estructura (М | 540, $47.551, 575, 
500 

matriz de cipidez de elemento (1),541-543, 546-551, 
тт.578 595-506 599 

mater de пе. timárica ¿del elemento), 578, 599 

mari de rstormación de fuerza (0), 545 564-569, 
эВ 

пгт de штапябутпасідп (еріне штістіп (Т), 544, 
ял 

гкніпк,540,575 

peocodien еп тоз de análisis usando el $43,581, ҚЫТ 

йеп» de сой, 540, 543-545,560-543,575 

vigas, 574.593 

Мао de алё de lo ура conjugada 326-333,33%, 

454-457 

deiet рс. 326-333, 139 

desplazamiento angular (8),434-411 

сарех аа бето lineal (41,455 

des ira mie ntoy той п бов сега, 327,454 

ocracioncide регкістыс -беПехіде іжапкіс, 454-457 


{нос 49 1 


momentos de ел remo fijo {К Р.М] 456-457 
расаў аан той mediane 1,526 
soportes рага, 126-327 


Método eandis dej desplazamiento, 397, 450-495. 


488-521,522-537 

сонеты бъ despros раш, 493,439, 488 

despierpmiento шеге! у 409-411, 485,506-517 

distril кәс Еа demomentospar a, 426-521, 528-533 

клы ones de pendiento-deflexión рага, EHAS , 
534-525 

demen toc no priemiiicos, 522-637 

cétrucioras eitlticamente indeterminadas, 450-495. 
496-511, 522-531 

extremos Mameng apoyados, 654,485 58 

[torde distribución [ГР 480,41 

factor de traslado (СОЕ). 400,524-525 

fáctores de rigidez 457458, 488-490, 500-505, 524-525 

grados de libertad. 452453, 452-453,459,485 

marcos, 452-453, 459, 459-49], 495, 508-517 

momentos. de extrano Bo FEM) 456-458 445,491-495., 
524-525,731,514- 135 

procedimientos рағағ!, 431 -451 459,487-490, 495 

tral әсібіп relativa de lus juntas, 531, 54-43 

vigas 452-453 459466, 491-5415, 24-533 


Métodode ішезгіпек, 104-109, 03, 131, 133 


ытықішған, 104-109, 123, 131, 135 

аспаған especia des, 173 

cargas internas 47,193-138, 178 

temente csruciurates, 123-138, ҮН 
procodinientos de an álisis mediante е |,106,123,135 


Método -deltrabaja mínimo, va Teo rema de Саен На 
Мосе de айн aprecámados, 262-297 


ағтықішгах, 2--267,272-277,296-297 

сара later ales, 282-203, 297 

cargas yetishi, 270-272,206 

олын ras estiticame nte indctarminades, 263-707 
теше de comsirbcción 20) 272,282 293.96 
marcos раа portales, 273-27 4, 282-287, 797 
inttodo del portal рага 292-287, 297 

méndo del гізін para, 298-293, 297 

supuestos de los 264 270-271, 287, 289 


Momentode рагі М7),381-282,384 
Momentos (М), 4-5, 133-138, FE, 216-219,221-223, 


ҙда-245250-2Ы, 260-761,326-328,343- 344, 381-396, 
437, 456 455, 485 

aplicados, 4-3 

cargas conceriradas y 244-245, 250-254 261 


892 мок 


car peintes ү, 133-135, 178,381-3%6 

састы vivas y 216-219, 221-203, 244 745 290-254 260-261 

cert 

de extremo про (Е EM), 456-458, 485 

de parí А"), 381-382 

de бех y 326-324 34544, 381386 

ocuañones de pendiente-deflke ción, 456-455, 485 

emerfiade де formición (E de los, 344 

envobente de los yalores máximos de la Носа de 
ейісесін 251 

һехкмішиеб( М3, 133-138,178,344 

Hnessde inibuencia y, 216-219, 221-221, 244245, 250234, 
260-261,437 

máximos айыз luton 25)- 734,261 

método dela vigaconjugada у.126-328 

pincipio de Muller -Breslau раға, 216-219, 260 

serte de cargas concentradas 244 245 26] 

korea de Crssphanoy, 381-386 

tribájocrtemo(0 18,243,392 

vigasenvoladirn, 25026] 

vigas implemente apovád as, 250-251, 264 

Momentos de extremo Їй (FEM), 456-458, 481, 491-485, 
54-52% 531, 554-539 

Пепи кін de momentorde, 4НН,191-493%,531 


Нпеңа de ёз осів рага, 228-231, 261 

losa dedossentidos кіс ma) $2-43,68 
kea de un solo sentado liste та) 4041 08 
planos de estruc tra, 38-39 

puen tesarmados, 2 

puntos de panel, 228-279 

тарка, 38, 228-731. 26 

уїйзїъ,82 

тірі, 38-39 

Plenos de esiructuras, 38-39 

Por inspección, 52,5% 

Portales Е2, 273-277, 282-287, 297 
análisde carga Шетші, 252.287,297 
armadura 82,275 -277.297 
articulados. 273, 775.297 
defieción de, ТАҚКРТТ,25- 247 
estabibdad 4,82 
fjamente apoyados 274, 275 297 
marcos 273-274 242-287, 297 
parcialmente fijos, 7М 

Porand Cement Association, 323-377 

Pratt armadura, 82-82 

Pesan del entodediseño, 18-22 


| . Principio 
eun ade pendiento-deexión у 454-498, А95, de Фп delnenergla,341,392 
мана de Múller-Breslau,216-223,260 


elementosno prismáticos, 524-525,534-335 

relación relabira delas juntasy,531 534-535 

Mamentos Meconántes (М), 133-138, І78,%Б,305-213, 
338,344 

сағаазітытаяву,133-13Е,Г?В 

deflexión por.303, 305-213, 339.344 

епегкірде deformación |) y 344 

Fuerza (м), 133-138, 1% 


del trabajo virtual, 346-345, 397 
deliraba joy la energía, 345 
Puerca, 15-16, 82-83 232-235 240-254, 261, Ма embién 
Мағгав де portal, armaduras 
агада, 289,232. 215,261 
сағқы concen аа, sereds, 240-754,261 
Cargas. vivas y, 13-16, 232-235, 240-254, 261 


método dela doble integración y, 307-313,338 омтоегоз, 15 
teoría de la viga clásticapara, 305-306, 338 A ар | 
Muller-Breslau principio de. 216-223,260 faconde carga delimpao (1), 6 
ferroviarios, 15 
N fuerza coriame ГУ) 240 74%, 250254, 264 
Nodos, 457-453, 459, 540, 575 fuerza cortante (Y) y momento (M) máximosatreolutos, 
250-254.261 
Р lerguerca, 2 
Partición de mairices 617-618 líneas de influencia Para, 232-235, 240-254, 29 
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ATA LISIS: 


Este libro ofece una presentación clara y completa de la teoria y la aplicación del análisis 
estructural en armaduras, vigas y marcos con énfasis en el desarrollo de la habilidad de los 
estudiantes para modelar y analizar estructuras; asmismo ві contenido inchye aplicaciones 
reales mia гез a las que se encuentran enla práctica profesional, 


El texto se revisó cuidadosamente para Que los conceptos fueran claros, сепсе y 
exduvirantotalmente actualizados. Esto incluye la incorporación de las nuevas normas sobre 
caga А5СЕ/БЕІ 07,10, y ura explica п mejorada de cómo tarar diagramas de cortante, 
diagramas de momanto y la curva de deflexión de una estructura, 
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* Problemas fendamentala. Estos problemy zon aplimciónes sencillas de los conceptos 
vistos en alterto yque ofrecen la oportunidad de resolver dificultades antes de tratar de 
aclucionar los problmas típicos. 


* Cambios en los ejemplos. Se һап cambiada pumerosos ejemplos, y соп ӛуніз de 
fotograñiasse explican las técnicas de modelado y el análisis de cargas sobre estructuras 
rabos. 


+ Fotografía adicionales. La Importancia de conocer al objeto de estudo s reflga өп 
aplicaciones ш mundo seal les снет se muestran 4 істей de Los суйп cantidad de 
fotografías nuevas y actualizadas, junto consus comentarios, 


+ Problemas nuevos. Aproximadimente 70% de los problemas pon nusvos, y sẹ hon 
distribuido a lo largo del texto en secciones Бау definidas con orden de dificultad 
crecionta, 


Pará mayor información visite la página Web del libro en 
vna pearsonenespañol com ibbelar 
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